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はじめに

　本修士論文では，ポアソン分布に従うランダム環境下での対称安定過程のポリマー
の漸近挙動について考察する. これまで，ランダム環境下におけるランダムウォー
クのモデル (F. Comets, T. Shiga, N. Yoshida [2]) やブラウン運動を用いたモデル
(F. Comets, N. Yoshida [1])などが研究されてきた. ブラウン運動のとき，[1]にお
いて，ポアソン分布に従うランダム環境下で，いわゆる媒質の摂動が弱い相 (weak

disorder)と媒質の摂動が強い相 (strong disorder) について考察されている．本
論文では，この媒質の強弱についての定理をブラウン運動から対称安定過程に拡張
することを目標とする.

ここで，[1]の設定について述べる．({ωt}t≥0, {P x}x∈Rd)を可測空間 (Ω,F)上に
定義された d次元標準ブラウン運動としたとき，R+ ×Rd上にブラウン運動のポリ
マー Vt := Vt(ω) = {(s, x); s ∈ (0, t], x ∈ U(ωs)}をとる．ただし，U(x)は xを中心
とする体積 1の閉球である．
次に，ランダムな環境について述べる．(M,G, Q)を確率空間とする．Mは整数

値をとる正の測度の全体である．η ∈ Mは互いに共通部分を持たない有界な集合
A1, . . . , An ∈ B(R+×Rd)に対して，η(Ai) (1 ≤ i ≤ n)が互いに独立であり，確率測

度QはQ({η(A) = k}) = exp(−|A|) |A|k
k!

, A ∈ B(R+ × Rd) を満たす．この η ∈ M
は媒質の 1つの配置を表しており，確率測度Qによって媒質はランダムに配置され
る．このような測度をポアソンランダム測度という．(Ω,F)上の測度

µx
t (dω) =

exp (βη(Vt(ω)))

Zx
t

P x(dω), η ∈ M

を考える．ただし Zx
t := P x [exp(βη(Vt))]であり，Zx

t を分配関数 (partition func-

tion)という．η(Vt)が大きいとき，Vtは多くの媒質にぶつかることを意味する．β > 0

のとき，Vtが多くの媒質にぶつかれば，βη(Vt)が大きくなることにより，そのとき
の測度は密度が大きくなる．逆に，β < 0のときには，Vtが多くの媒質にぶつかる
と，βη(Vt)は小さくなり，そのときの測度は密度が小さくなる．[1]において測度µx

t

上での標準ブラウン運動の振る舞いについて考察している．
以下，本論文に関係する [1]の結果についてより詳しく述べる．λ(β) := eβ − 1と

する．このとき，Zx
t = P x[exp(βη(Vt))]は，W x

t := e−λtZx
t と定数倍することによ
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り，Q[Wt] = 1と正規化される．このWtを正規化された分配関数という．さらに，
このWtはマルチンゲールになることにより，極限W∞ := lim

t↗∞
Wt, Q‐a.s. が存在

する．ブラウン運動の場合には [1]において，次のような結果が得られている．

(a) d = 1, 2のとき, β �= 0ならば,

Q{W∞ = 0} = 1.

(b) d ≥ 3のとき, β0 > 0が存在して,任意の β ∈ (−∞, β0(d))に対して

Q{W∞ > 0} = 1.

更に次元と指数 βの間に次のような関係が成り立つ．

lim
d→∞

β0(d) = ∞.

今，Q{W∞ = 0} = 1となることを媒質の摂動が強いといい，Q{W∞ > 0} = 1と
なることを媒質の摂動が弱いという．(b)における後半の関係式によって，次元が高
くなるにつれてブラウン運動がランダムな環境に対する影響を受けなくなっている
ということが類推できる．このような現象の起こる１つの原因として考えられるこ
とがある．それがブラウン運動の再帰性 (recurrent)，非再帰性 (transient)であ
る．ここでブラウン運動 {Xt}t≥0が再帰性をもつとは，ブラウン運動が任意の空で
ない開集合に確率 1で到達することであり，非再帰性を持つとは，再帰性を持たな
いことであり，このとき {Xt}t≥0は確率 1で無限遠点に行く．したがってポアソン
分布に従いランダムに粒子を配置するとき，再帰性を持てば，何度も空でない開集
合に戻ってくるため，媒質の影響を強く受けることになる．よって，再帰的なとき
のほうがランダム環境を置かない場合とは違った結果が得られる可能性が高い．

ブラウン運動の再帰性，非再帰性は次元によって次のように区分される．d = 1, 2

のとき，ブラウン運動は再帰的であり，d ≥ 3のとき，非再帰的である．この結果
は [1]の結果において d = 1, 2のときに β �= 0ならばQ{W∞ = 0} = 1となることに
対応しており，d ≥ 3ならばQ{W∞ > 0} = 1となることに対応している．以上のこ
とからブラウン運動を対称安定過程に拡張する場合にも再帰性，非再帰性によって
分配関数の極限が大きく異なっていることが予想される．

対称安定過程の指数 αと再帰性，非再帰性については次のような結果が知られて
いる．α ∈ (0, 2) のとき対称安定過程 {Xt}t≥0は，d = 1かつ 1 ≤ α < 2のとき再帰
的であり，d = 1, 0 < α < 1または d ≥ 2のとき，非再帰的である．つまり，d = 1

かつ 1 ≤ α < 2のときがよりランダムな環境の影響を受けやすいということが考
えられる．対称安定過程の場合は再帰性，非再帰性が指数 αによって連続的に変化
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するので，次元のみによって決まっているブラウン運動の場合よりも再帰性と媒質
の摂動の強弱との関係性がより明確に表れることが期待される．ここに，本研究の
動機の 1つがある．実際，本論文では，対称安定過程の場合についての結果として，
d = 1, 1 < α < 2のとき，β �= 0で媒質の摂動が強い相が表れ，d > αのとき，βが
小さければ媒質の摂動が弱い相が表れるという結果が得られた．

この媒質の摂動の強弱を数学的な視点からも見ることができる．Gt := σ[η(A ∩
((0, t] × Rd)); A ∈ B(R+ × Rd)]として，測度 Q̃を

Q̃(A) :=

∫
A

WtQ(dη), A ∈ Gt

と定義すると，W∞ > 0, Q‐a.s.のとき，測度 Q̃は 測度Q と互いに絶対連続な測
度となっていることがわかる．逆に，W∞ = 0, Q‐a.s.のとき，測度 Q̃は 測度Q

に対して，特異な測度になっていることがわかる．このことから，Q̃が元の測度Q

に対して，媒質の摂動が強くなると絶対連続性が失われることを示している．

最後に本論文の構成について述べる．第 1章では，対称安定過程やポリマー，ラ
ンダム環境などを定義し，後の定理に必要な分配関数について述べる．第 2章では
第 1章で定義した分配関数の正規化について述べ，それに伴う媒質の摂動の強弱に
ついて定義し，主定理を述べる．第 3章では主定理の証明について述べる．

本論文を書き上げるにあたり，指導教官の竹田 雅好先生には多大なご指導を頂き
ました．この場を借りて厚く御礼申し上げます．また，確率論セミナーの皆様にも
多くの有益なご意見を頂きました．深く感謝いたします．
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第1章 準備

この章では，第 2章以降に必要な概念を定義し，本論文における確率モデルを定義
する。そのために，ランダム環境やポリマー等の用語の準備をする．また，この章
の後半においては第 2章で定義する主定理の証明について必要な概念を定義する．
本論文では確率測度Qに対し，その確率をQ(·)または，Q{·}と書き，期待値を

Q[·]と書く．

1.1 安定過程
まず，安定過程に関する性質について述べることにする．

定義 1.1. Rd上の確率過程 {Xt}t≥0が次の性質をもつとき {Xt}t≥0を d次元安定過
程という.

(i) {Xt}は 0 < t0 < · · · < tnなる分割に対して，Xt1 − Xt0 , · · · , Xtn − Xtn−1 が独
立である．(独立増分性)

(ii) Xs+t − Xtの分布が tによらない (時間的一様性)

(iii) Xtは確率連続である.

(iv) 任意の a > 0に対し，b > 0, c ∈ Rが存在して，{Xat; t ∈ [0,∞)}と {bXt; t ∈
[0,∞)} が法則同値である．

ここで安定過程の指数について述べる．安定過程の指数は次のような定理によっ
て得られる．今，測度 µ(dx)に対し，その特性関数を

µ̂(z) =

∫
Rd

ei(z,x)µ(dx), z ∈ Rd

で定義する．

定理 1.2. {Xt}をXt = 0 a.s.とならない安定過程とする．このとき，実数 α �= 0

がただ 1つ存在して，任意の t > 0に対し，

Xt
d
= t

1
α X1

となる．ここで， d
=は分布の意味で等しいことを表す．
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証明. 安定過程の定義から，各 t > 0に対して，Xt = atX1となる at > 0が一意に
定まる．このとき，X1の分布を µとする．安定分布の性質から，

µ̂(z)t = µ̂(atz), z ∈ Rd

となる．µ̂(atasz) = µ̂(z)st = µ̂(asatz)であるから，

ast = as · at

であることがわかる．ここで，atの連続性について述べる．tn → t0とする．このと
き，atn → 0ならば，

µ̂(z)t0 = µ̂(0) = 1

であるから，Xt0 = 0 a.sとなって矛盾する．
一方，atn → ∞ならば，

µ̂(z) = µ̂(a−1
tn z)tn → µ̂(0)t0 = 1

となり，同様にXt0 = 0 a.sとなって矛盾を生じる．したがって，atn → aとする
と，µ̂(z)t0 = µ̂(az), 0 < a < ∞となる．これにより連続性が従う．
この連続性と ast = as · atの等式により，

at = tβ

と書ける．先ほどの連続性のときの議論と同様にして，β < 0のとき，t ↓ 0のとき

at → ∞

であり，β = 0のとき，at = 1より，どちらも µ̂(z) = 1を得るからXt0 = 0 a.sに
矛盾する．以上から β > 0であり，β = 1

α
と定義すればよい．

このときの指数 αを安定過程の指数という．この指数 αは 0 < α ≤ 2を満たす．

命題 1.3. {Xt}t≥0を安定過程とする．このとき，任意のs ≥ 0に対し，{Xt+s−Xs}t≥0

は {Xt}t≥0 と法則同値であり，安定過程となる．さらに，{Xt}0≤t≤sと独立である．

この命題により，安定過程はマルコフ性を満たす．さらに，対称性とはX
d
= −X

を満たすことをいう．
これ以降のさまざまな概念を定義するのに必要な概念を定義する．そのためにま

ず，(M,G, Q)を確率空間とする．また，{Gt}t≥0をそのフィルター (filtration)とす
る．このとき，次のマルチンゲールの概念を定義する．

定義 1.4. 確率過程X := {Xt}t≥0が{Gt}-マルチンゲール (martingale)であるとは
次を満たすことである．
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(i) Xは Gt適合である．すなわち，Xtが Gt-可測である．

(ii) 任意の t ≥ 0に対して，Q[|Xt|] < ∞である．

(iii) Q[Xt|Gs] = Xsが任意の t > sについて成り立つ．

特にフィルターについて誤解の無い場合は，単にマルチンゲールと記す．
以後，対称 α-安定過程を次に示す表記によって示すことにする．

定義 1.5. (Ω,F)を可測空間として，その上に次の対称安定過程を考える.

({ωt}t≥0, {P x}x∈Rd)

を d次元対称 α-安定過程とその法則とする．いま，

P x(ω0 = x) = 1

とする．また，この対称安定過程のフィルターを

{Ft}t≥0 := {σ[ωs; s ∈ (0, t]]}t≥0

と定義する．ここで，σ[·]は最小の σ-加法族である．さらに，d次元の対称 α-安定
過程の推移密度関数を pα(t, x, y)とする．

このとき，pα(t, x, y)は等式

e−t|z|α =

∫
Rd

ei(y,z)pα(t, x, y)dy

を満たす．

注意 1.6. α = 2のとき，e−t|z|2 =
∫
Rd ei(y,z)pα(t, x, y)dyであることにより，pα(t, x, y)

はガウス分布となる．したがって，対称 2-安定過程はブラウン運動と一致する.

次に対称安定過程の推移密度関数に関する評価を与えることにする．

命題 1.7. (R.F. Bass, Z-Q. Chen [4]) d = 1のとき，c1 > 0が存在して，

pα(t, 0, y) ≤ c1t
− 1

α

(
1 ∧ t1+

1
α

|y|1+α

)
(1.1)

が成り立つ．

最後に，主定理と関連性があると予想される対称安定過程の再帰性，非再帰性に
ついて述べることにする．
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定義 1.8. 対称安定過程が再帰性を持つとは，任意の開集合 U に対して，τU :=

inf{t > 0; ωt ∈ U}としたとき，

P x(τU < ∞) = 1

となることである．非再帰性を持つとは，再帰的でないことである．

非再帰性を持つとき，{ωt}t≥0は， lim
t→∞

|ωt| = ∞, P x−a.s.を満たす．再帰的であ

ることは任意の開集合に何度も到達することを表し，非再帰的であることは確率 1

で無限遠点に行くことを示している．

命題 1.9. (K. Sato [7]) α ∈ (0, 2)とする．対称安定過程は

(i) d = 1, 1 ≤ α < 2のとき，再帰的である．

(ii) d ≥ 2のとき，非再帰的である．

1.2 ポアソンランダム測度とポリマー
次に，媒質の配置を定めるため，ポアソンランダム測度とポリマーの概念を定義

する．

定義 1.10. (M,G, Q)を確率空間とする. Mは整数値をとる正の測度の全体であ
り，その標本を η ∈ Mとかく．互いに共通部分を持たない有界な集合A1, . . . , An ∈
B(R+ × Rd)に対して，確率変数 η(Ai), (1 ≤ i ≤ n)は互いに独立であり，確率測
度Qは

Q ({η; η(A) = k}) = exp(−|A|) |A|k
k!

, A ∈ B(R+ × Rd)

を満たす．ただし，B(R+ × Rd)はR+ × Rd上のボレル集合族を表し，また，| · |
はRd+1上のルベーグ測度を表す. この測度Qをポアソンランダム測度という．次
に t > 0に対し, ηt(A)を次のように定義する.

ηt(A) := η
(
A ∩ ((0, t] × Rd)

)
, A ∈ B(R+ × Rd) (1.2)

また部分 σ−加法族を次で定義する.

Gt := σ[ηt(A); A ∈ B(R+ ×Rd)]. (1.3)

このランダム測度 ηは不純物を表している．詳しく述べると，

Q({η(A) = k}) = exp(−|A|) |A|k
k!
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というのはAに含まれる点の個数が k個である確率を表しており，ポアソン分布に
したがって配置されている．今，Aというのは d + 1次元空間の開集合を表してい
るが，この d + 1次元というのは 1次元は時間軸を表しており，d次元は空間を表し
ている．η(A)とは，A上に含まれる不純物の点を表している．

最後にポリマーを定義する．U(x) ⊂ Rdをx ∈ Rdを中心とする体積 1の閉球とし,

Vt := Vt(ω) = {(s, x); s ∈ (0, t], x ∈ U(ωs)}.

とおく.

すべての t > 0と x ∈ Rdに対して, (Ω,F)上に確率測度 µx
t を次で定義する:

µx
t (dω) :=

exp (βη(Vt))

Zx
t

P x(dω). (1.4)

ここで, β ∈ Rは指数であり，

Zx
t := P x[exp(βη(Vt))].

である. この Zx
t を分配関数と呼ぶ. いま,測度 µx

t のもとで,グラフ {(s, ωs)}0≤s≤tを
(d + 1)次元空間上のポリマーの道として解釈する．ηの定義から，η(Vt)は，ポリ
マーがたどってきた道にどのくらいの不純物の点がぶつかったかということを表し
ている．ポリマーの道は β > 0のときポアソン分布に従う媒質と引き付けあい，逆
に β < 0のとき反発する. このような状況下で漸近挙動に関する情報は先ほど定義
した分配関数Zx

t を詳しく調べることによって得られるが, 本論文の中では分配関数
の t → ∞における振る舞いを調べる. 重要な指数として指数

λ := λ(β) = eβ − 1 ∈ (−1,∞)

を考える．また，表記法として，P, µt, ZtをそれぞれP x, µx
t , Z

x
t の始点 xが x = 0の

場合のものとし，確率測度 P x, µx
t に対しその直積測度をそれぞれ P x,x, µx,x

t とする．
ここで，このポリマーやランダム測度に関連して，いくつか基本的な計算をする．

まず，ポリマーの体積について考察する．今，U(x)がRd上の体積 1の球であるこ
とに注意すると，任意の ωに対して，

|Vt(ω)| = |{(s, x); s ∈ (0, t], x ∈ U(ωs)}| =

∫ t

0

|U(ωs)|ds = t.

が成り立つ．次に，ポリマーにどのくらいの不純物の点がぶつかっているかその期
待値を計算すると，

Q[η(Vt)] =

∞∑
k=0

k · e−|Vt| · |Vt|k
k!

=

∞∑
k=1

e−t · tk−1

(k − 1)!
· t = t.
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このように t時間にポリマーがぶつかる不純物の点の期待値は t個ということにな
る．今述べたように η(Vt)を定義すると，この η(Vt)は半直線上のポアソン点過程に
なっている．さらに，Q[η(Vt)] = tであることから，

Q[ηt(dtdx)] = dtdx.

となることがわかる．

1.3 証明のための諸概念
次に主定理の証明に使ういくつかの命題を述べることにする. まず一様可積分性

についての十分条件をあげる.

定義 1.11. 確率変数の族 {Xt}t≥0が一様可積分であるとは，任意の ε > 0に対して，
ある定数K > 0が存在して，

sup
t≥0

Q[|Xt|; |Xt| > K] < ε

が成り立つことをいう．

次に示す命題は一様可積分性の十分条件を示すものである．

命題 1.12. ある p > 1に対して，sup
t≥0

Q[|Xt|p] < ∞ならば，{Xt}t≥0は一様可積分

である．

証明. v ≥ K > 0のとき，v ≤ K1−pvpであることにより次の不等式が得られる．

sup
t≥0

Q[|Xt|; |Xt| > K] ≤ K1−p sup
t≥0

Q[|Xt|p; |Xt| > K] ≤ K1−pA

この不等式により一様可積分性が従う．

次に一様可積分性とマルチンゲールの L1収束の関係性について述べる．

定理 1.13. {Mt}を (M,G, {Gt}, Q)上の一様可積分なマルチンゲールとする．このと
き，M∞ := lim

t→∞
MtがQ-a.s.かつ in L1で収束し，全ての tに対し，M∞ = Q[M∞|Gt]

が成り立つ．

証明. この定理は次のようにして示される．Mが一様可積分であることから，任意
の tに対して，Q[Mt] < ∞となる．それゆえに，マルチンゲールの収束定理により，
M∞ := lim

t→∞
Mt Q-a.s.が成り立つ．更に，一様可積分性からQ[|Mt − M∞|] −→ 0

as t → ∞が成り立つ．

9



次に準備として，直積測度でいろいろな分量を測ることを考える．(Ω,F)の直積
空間を (Ω2,F⊗2)とする．そして直積測度 µx,x

t として，

Ix
t := µx,x

t [|U(ωt) ∩ U(ω̃t)|].

と定義し，さらに
Jx

t := µx,x
t [|Vt(ω) ∩ Vt(ω̃t)|].

と定義する．ここで，| · |はそれぞれRd,Rd+1 上のルベーグ測度である．
この式が表しているのは２つの独立したポリマーを同じ環境下（今の場合ポアソ

ン分布によって同じ不純物が添加されている場合）においてポリマーが重なり合っ
た部分の体積がどのくらいであるかという事をあらわしている。後に述べる主定理
の証明において，この量は大きな意味を持つことになる量である．
次に主定理の証明の中で扱う伊藤の公式について述べておく．(N. Ikeda , S. Watan-

abe [3])

定義 1.14. [0,∞)×Rd ×M上で定義された関数 f(t, x, η)が可予測 (predictable)

であるとは，Φ := σ[A]として，f(t, x, η)がΦ/B(R1)可測であることである．ここ
で，A := {g(t, x, η); g(t, x, η)は次の (i), (ii)を満たす．}とする．

(i) 任意の t > 0に対し，(x, η) �→ g(t, x, η)が B(Rd) × Gt-可測である．

(ii) 任意の (x, η)に対し，t �→ g(t, x, η)が左連続である．

ここで，一般にポアソン点過程に対し，Q[ηt(dtdx)] = dxn(dt)となる測度 nとす
る，f(t, x, η)が可予測かつ

∫
[0,t]×Rd Q [|f(t, x, η)|]n(ds)dx < ∞であるとする．この

とき，
∫ t+

0

∫
Rd

f(s, x, η)η̄t(dsdx) :=

∫ t+

0

∫
Rd

f(s, x, η)ηt(dsdx) −
∫ t

0

∫
Rd

f(s, x, η)n(ds)dx

と定義すると，
∫ t+

0

∫
Rd f(s, x, η)η̄t(dsdx)はマルチンゲールになる．今，Q[ηt(dtdx)] =

dtdxであったことに注意すれば，n(dt) = dtであることがわかる．よって，改めて
∫ t+

0

∫
Rd

f(s, x, η)η̄t(dsdx) :=

∫ t+

0

∫
Rd

f(s, x, η)ηt(dsdx) −
∫ t

0

∫
Rd

f(s, x, η)dsdx

とおくことにする．関数の族

F := {f(t, x, η); f は可予測，
∫ t+

0

∫
Rd

|f(t, x, η)|ηt(dsdx) < ∞}

とし，

Mc,loc
2 := {X = (Xt)t≥0;連続な局所 2乗可積分なマルチンゲールで，X0 = 0 a.s.}
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とする．
また，一般に {Mt}t≥0, {Nt}t≥0を 2乗可積分な (M,G, Q)上のマルチンゲールとす

るとき，MtNt−<M, N>tが (Gt)-マルチンゲールになるような増加過程<M, N>tが
存在する．このような<M, N>tをM, N に対する2次変分 (quadratic variation)

という．
このとき，次のような半マルチンゲール (semi-martingale)を定義する．

定義 1.15. d次元確率変数X(t) := (X1(t), · · · , Xd(t)),とし，

f(t, x, η) := (f1(t, x, η), · · · , fd(t, x, η))

とする．このとき，

Xi(t) := Xi(0) + Mi(t) + Ai(t) +

∫ t+

0

∫
Rd

fi(s, x, ·)ηt(dsdx)

と定義する．ここで，Mi(t), Ai(t), fi(t, x, ·)は次の性質を満たす.

(i) Mi(t) ∈ Mc,loc
2 である．

(ii) Ai(t)は Gt-適合な過程で，A(0) = 0 a.s.であり，全ての標本関数が各有限区
間で有界変動である．

(iii) 1 ≤ i ≤ dに対し，fi(t, x, ·) ∈ Fである．

このような状況下で次の伊藤の公式が成り立つ．

定理 1.16. (伊藤の公式) F ∈ C2(Rd)とし，半マルチンゲールX(t)に対し，F (X(t))

も半マルチンゲールとなり，

F (X(t)) − F (X(0)) =

d∑
i=1

∫ t

0

F ′
i (X(s))dMi(s) +

d∑
i=1

∫ t

0

F ′
i (X(s))dAi(s)

+
1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

F ′′
i,j(X(s))d<Mi, Mj>(s)

+

∫ t+

0

∫
Rd

{F (X(s−) + f(s, x, ·)) − F (X(s−))}ηt(dsdx)

(1.5)

が成り立つ．

ここで，後に必要となるいくつかの等式を計算しておくことにする．

命題 1.17. 次の等式が成り立つ．
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(i) η(Vt) =

∫
(0,t]×Rd

1{x ∈ U(ωs)}ηt(dsdx).

(ii) 任意の ω ∈ Ωに対して，

exp(βη(Vt)) = 1 + λ

∫
(0,t]×Rd

ηt(dsdx) exp(βη(Vs−))1{x ∈ U(ωs)}.

(iii) Zx
t = 1 + λ

∫
(0,t]×Rd

ηt(dsdy)P x[exp(βη(Vs−)1{x ∈ U(ωs)}].

証明. (i)は定義より, Vt = Vt(ω) = {(s, x); s ∈ (0, t], x ∈ U(ωs)}であることから，

η(Vt) =

∫
(0,t]×Rd

1{x ∈ U(ωs)}η(dsdx)

となることにより成り立つ．
(ii)は伊藤の公式において，

X(t) = η(Vt), F (X) = exp(βX), f(t, x, ·) = 1{x ∈ U(ωt)}

とし，x ∈ U(ωs)ならば，exp(β ·1{x ∈ U(ωs)})−1 = eβ −1 = λであり，x �∈ U(ωs)

ならば，exp(β · 1{x ∈ U(ωs)}) − 1 = 0であることに注意すると，

exp(βη(Vt)) − 1 =

∫ t+

0

∫
Rd

{exp (β(η(Vs−)) + 1{x ∈ U(ωs)}) − exp(βη(Vs−))}ηt(dsdx)

=

∫ t+

0

∫
Rd

exp (βη(Vs−)) · (exp(β · 1{x ∈ U(ωs)}) − 1) ηt(dsdx)

= λ

∫ t+

0

∫
Rd

exp(βη(Vs−)1{x ∈ U(ωs)}ηt(dsdx).

となり，(ii)が成り立つ．
(iii)については (ii)の両辺をP xで期待値をとり，フビニの定理を用いることにより
従う．

最後にハスミンスキーの補題(Khas’minskii’s Lemma)を紹介しておく．(K.L. Chung

, Z. Zhao [5])

補題 1.18. {ωt}t≥0を対称安定過程とし，可測関数 f(x), x ∈ Rdとする．τ を次の
性質を満たす停止時刻とする．任意の t(τ ≥ t ≥ 0)に対して，

τ ≤ t + τ ◦ θt.
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である．

c := sup
x∈Rd

P x

[∫ τ

0

f(ωs)ds

]
< 1

のとき，

sup
x∈Rd

P x

[
exp(

∫ τ

0

f(ωs)ds)

]
≤ 1

1 − c
.

が成り立つ．ここで，(θtω)(s) := ω(s + t)とする．

証明. 可測関数 f(x), x ∈ Rd に対して，

At :=

∫ t

0

f(ωs)ds

とする．このとき，対称安定過程のマルコフ性によって，As+t = As + At ◦ θsが成
り立つ．定義により，Aτ < ∞, a.s.であるから，

1

n + 1
An+1

τ =

∫ τ

0

[Aτ − At]
ndAt

となる．τ の満たす仮定と，Atの tに対する単調性から，

Aτ − At ≤ At+τ◦θt − At =

∫ t+τ◦θt

t

f(ωs)ds

=

[∫ τ

0

f(ωs)ds

]
◦ θt = Aτ ◦ θt

である．ここで，フビニの定理を用いると，

1

n + 1
P x[An+1

τ ] ≤ P x

[∫ τ

0

[Aτ ◦ θt]
ndAt

]

=

∫ ∞

0

P x [[Aτ ◦ θt]
nf(ωt); t < τ ] dt

対称安定過程のマルコフ性を用いることにより，∫ ∞

0

P x [[Aτ ◦ θt]
nf(ωt); t < τ ] dt =

∫ ∞

0

P x [P ωt [An
τ ] · f(ωt); t < τ ] dt

≤
∫ ∞

0

P x [f(ωt); t < τ ] dt · sup
x∈Rd

P x[An
τ ]

= P x[Aτ ] sup
x∈Rd

P x[An
τ ]

が従う．以上の不等式から，

sup
x∈Rd

P x[An+1
τ ] ≤ (n + 1) sup

x∈Rd

P x[Aτ ] sup
x∈Rd

P x[An
τ ]
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であり，nに関する帰納法により，

sup
x∈Rd

P x[An
τ ] ≤ n! sup

x∈Rd

P x[Aτ ]
n

が成り立つ．べき乗に展開することにより，

sup
x∈Rd

P x[exp(Aτ )] ≤
∞∑

n=0

1

n!
sup
x∈Rd

P x[An
τ ] ≤

∞∑
n=0

sup
x∈Rd

P x[Aτ ]
n

となる．上記の不等式により，主張が従う．
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第2章 分配関数の正規化と主定理

まず前章で定義した分配関数の正規化を考える.

Wt = e−λtZt = P [exp(βη(Vt) − λt)], t ≥ 0

とおく. そこで，{exp(βη(Vt) − λt)}t≥0について考える．任意の ω ∈ Ωに対し，

Q[exp(βη(Vt))] = e−t
∞∑

k=0

tk

k!
eβk = e−t

∞∑
k=0

(
eβt

)k

k!

= e−t exp(eβt) = exp
(
(eβ − 1)t

)
= eλt

となるから，
Q[exp(βη(Vt) − λt)] = 1

となる．さらに, s, t > 0に対して，

Vs,t = {(u, x); u ∈ (s, t], x ∈ U(ωu)}

とおくと，

e−λ(t+s)Q [exp(βη(Vt+s))|Gt] = e−λ(t+s)Q [exp(βη(Vt) + βη(Vt,t+s))|Gt]

= e−λt exp(βη(Vt))Q[e−λs exp(βη(Vt,t+s)|Gt]

= e−λt exp(βη(Vt))Q[e−λs exp(βη(Vs)]

= exp(βη(Vt) − λt)

である．{exp(βη(Vt))}t≥0は (M,G, {Gt}, Q)上のマルチンゲール（martingale）で
ある. これにより，フビニの定理を用いれば，

Q[Wt] = e−λtQ[P [exp(βη(Vt))]] = e−λtP [Q[exp(βη(Vt))]] = 1

となる．このWtを正規化された分配関数と呼び，以後このWtに関して調べていく
ことにする．Wtは (M,G, {Gt}, Q)上の正のマルチンゲールであることにより，マ
ルチンゲールの収束定理によって，次の極限が存在する.

W∞ := lim
t↗∞

Wt Q - a.s. (2.1)
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さらに，収束定理により，事象 {W∞ = 0} は末尾 σ-加法族
⋂
t≥1

Gtに関して可測であ

り,コルモゴロフの 0-1法則によって次の二つの場合しか起こりえない.

Q{W∞ = 0} = 1 (2.2)

Q{W∞ > 0} = 1 (2.3)

定義 2.1. (2.2)の場合を媒質による摂動が強い相 (strong disorder phase), (2.3)

の場合を媒質による摂動が弱い相 (weak disorder phase)と呼ぶ.

β = 0のとき，µt(dω) = P (dω)となっていることにより，媒質が無い場合である
ことがわかる (よって，粒子は反発もひきつける作用も無い). 安定過程の場合に近
い場合,すなわちランダム環境の影響が少ない場合が (2.3)の場合になり,影響が強く
なると (2.2) の場合になるということが強い相，弱い相の意味である．

次の主定理は対称安定過程の指数 αとランダム環境の指数 βの値によって上記の
2つのどちらの場合にあてはまるかということを示す定理である.

定理 2.2. （主定理) α ∈ (0, 2)とする.

(i) d = 1, α > 1のとき, 任意の β �= 0に対して,

Q{W∞ = 0} = 1

が成り立つ.

(ii) d > αのとき, β2(d, α), β3(d, α) > 0が存在して,任意のβ ∈ (−β2(d, α), β3(d, α))

に対して,

Q{W∞ > 0} = 1

が成り立つ.

この主定理は対称安定過程が再帰的であるときにはランダム測度の指数にかかわ
らず媒質の摂動が強くなり，測度の絶対連続性が失われているということがわかる．
逆に，非再帰的なときにはある程度ランダム測度の指数が小さいときには媒質の摂
動が弱くなり，測度の絶対連続性が保たれていることがわかる．注意として，この
主定理では，α = 2の場合 (ブラウン運動の場合)が抜け落ちている．これはブラウ
ン運動に関してはより詳しい次の定理が得られているためである．
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定理 2.3. (F. Comets , N. Yoshida [1])

(i) 全ての次元 d ≥ 1に対して, β1(d) > 0が存在して,任意の β ∈ (β1(d),∞)に対
して

Q{W∞ = 0} = 1

が成り立つ.

(ii) d = 1, 2のとき, β �= 0ならば,

Q{W∞ = 0} = 1

が成り立つ.

(iii) d ≥ 3のとき, β0 > 0が存在して,任意の β ∈ (−∞, β0(d))に対して

Q{W∞ > 0} = 1

が成り立ち，更に次元と指数 βの間に次のような関係が成り立つ．

lim
d→∞

β0(d) = ∞

主定理において，(i)の場合は対称安定過程が再帰的であり，(ii)の場合は対称安
定過程が非再帰的であることがわかっている．これはそれぞれブラウン運動におけ
る結果 (ii)の場合のときが再帰的であり，(iii)の場合のときが非再帰的であること
に対応している．
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第3章 主定理の証明

3.1 主定理 (a)の証明
まず，主定理 (a)の十分条件を与える．

補題 3.1. あるθ ∈ (0, 1)が存在して, lim
t→∞

Q[W θ
t ] = 0であるならば, Q{W∞ = 0} = 1

が成り立つ.

証明. 1
θ

> 1であり，
sup
t≥0

Q[(W θ
t )

1
θ ] = sup

t≥0
Q[Wt] = 1

である．したがって，{W θ
t }t≥0は一様可積分となる．一様可積分性により，W θ

t −→ 0

as t → ∞ in L1(Q) が成り立つ．以上のことにより lim
t→∞

Q[W θ
t ] = Q[W θ

∞] = 0であ

り，W θ
∞ = 0, Q-a.s.となる．

補題 3.2. (グロンウォールの不等式) u ∈ C1(R → R+)と v, w ∈ C(R → R+)に対
して,

d

dt
u(t) ≤ −v(t)u(t) + w(t) (3.1)

が成り立つと仮定する.このとき,次の等式が t > a > 0を満たす全ての実数で成り
立つ.

u(t) ≤ u(a) exp(−
∫ t

a

v(s)ds) +

∫ t

a

w(s)ds (3.2)

証明.

ū(t) =

(
u(a) +

∫ t

a

w(s) exp(

∫ s

a

v(r)dr)ds

)
exp(−

∫ t

a

v(s)ds)
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とすると, ū(a) = u(a),
d

dt
ū(t) = w(t) − v(t)ū(t)がすべての t > a > 0に対して成り

立つ.したがって，V (t) =
∫ t

a
v(s)dsとおくと，合成関数の微分により,

d

dt

(
(u(t) − ū(t))eV (t)

)
=

[ d

dt
(u(t) − ū(t)) + v(t)(u(t) − ū(t))

]
eV (t)

=
[ d

dt
u(t) − w(t) + v(t)ū(t) + v(t)(u(t) − ū(t))

]
eV (t)

=
[ d

dt
u(t) − w(t) + v(t)u(t)

]
eV (t) ≤ 0.

よって，

u(t) ≤
(

u(a) +

∫ t

a

w(s) exp(

∫ s

a

v(r)dr)ds

)
exp(−

∫ t

a

v(s)ds)

が従う．u, v, w ≥ 0に注意すると，s ≤ tのとき exp(

∫ s

a

v(r)dr) ≤ exp(

∫ t

a

v(r)dr)

であることにより，(3.2)が成り立つ．

補題 3.3. θ ∈ [0, 1]と任意の集合Λ ⊂ Rdに対して，次の不等式が成り立つ.

|Λ|Q[W θ
t It] ≥ Q[W θ

t ] − 2P (U(ωt) �⊂ Λ)θ . (3.3)

ここで, It = µ0,0
t [|U(ωt) ∩ U(ω̃t)|]である.

証明. まず最初に |Λ∩U(ωt)| = |U(ωt)|−|U(ωt)\Λ| = 1−|U(ωt)\Λ| ≥ 1−1{U(ωt) �⊂
Λ}に注意する. さらに，直積測度についての式

It = µ0,0
t [|U(ωt) ∩ U(ω̃t)|] =

∫
Rd×Rd

1{x ∈ U(ωt)} · 1{y ∈ U(ω̃t)}µ0,0
t (dxdy)

=

∫
Rd

µt[1{x ∈ U(ωt)}]2dx

であることに注意すれば，シュワルツの不等式を用いることによって次の関係式が
得られる.

|Λ|It ≥ |Λ|
∫

Λ

µt[1{x ∈ U(ωt)}]2dx ≥
(∫

Λ

µt[1{x ∈ U(ωt)}]dx

)2

= µt[|Λ ∩ U(ωt)|]2 ≥ (1 − µt{U(ωt) �⊂ Λ})2

≥ 1 − 2µt{U(ωt) �⊂ Λ} ≥ 1 − 2µt{U(ωt) �⊂ Λ}θ. (3.4)
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また, µt(dω) =
exp(βη(Vt))

Zt

P (dω) であることに注意し,ヘルダーの不等式を用い

れば,

Q[W θ
t µt{U(ωt) �⊂ Λ}θ] ≤ Q[Wtµt{U(ωt) �⊂ Λ}]θ

= Q

[
exp(βη(Vt))

Zt
P (U(ωt) �⊂ Λ)Zte

−λt

]θ

= Q
[
exp(βη(Vt))e

−λtP (U(ωt) �⊂ Λ)
]θ

= P (U(ωt) �⊂ Λ)θ. (3.5)

(3.4)の両辺にW θ
t をかけて, Qで期待値をとり (3.5)を用いることにより,

|Λ|Q[W θ
t It] ≥ Q[W θ

t ] − 2Q[W θ
t µt{U(ωt) �⊂ Λ}θ]

≥ Q[W θ
t ] − 2P (U(ωt) �⊂ Λ)θ .

が得られる.

補題 3.4. θ ∈ (0, 1)に対して,次の性質を満たす定数 c0 = c0(θ, β) > 0が存在する.

すべての集合Λ ⊂ Rに対して,

d

dt
Q[W θ

t ] ≤ − c0

|Λ|Q[W θ
t ] +

2c0

|Λ|P (U(ωt) �⊂ Λ)θ. (3.6)

証明. 伊藤の公式において，X(t) = (X1(t), X2(t)) = (e−λt, Zt), F (X) = F (x, y) =

(xy)θとおくと，X1(0) = 1, X2(0) = 1であり，1章の命題 1.17により，

X2(t) = 1 + λ

∫ t

0

∫
Rd

ηt(dsdx)P [exp(βη(Vs−)1{x ∈ U(ωs)}]

となる．今，
f2(t, x, η) := λP [exp(βη(Vt−)1{x ∈ U(ωt)}]

とおき，f(t, x, η) = (0, f2(t, x, η))とする．

F ′
x(x, y) = θxθ−1yθ, dA1(s) = −λe−λsds

であるから，伊藤の公式により，

F (X(t)) − F (X(0)) = e−λθtZθ
t − 1

= −
∫ t

0

λe−λs · θe−(θ−1)λsZθ
sds

+

∫ t+

0

∫
Rd

{F (X(s−) + f(s, x, η)) − F (X(s−))}ηt(dsdx)
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が成り立ち, F (X(s−)) = W θ
s−となる．また，

X2(s−) + f2(s, x, η) = Zs− + λP [exp(βη(Vs−))1{x ∈ U(ωs)}]
= Zs−

(
1 +

1

Zs−
P [exp(βη(Vs−))λ · 1{x ∈ U(ωs)}]

)

= Zs− (µs−[1 + λ · 1{x ∈ U(ωs)}])
となるから，

F (X(s−) + f(s, x, η)) = F
(
e−λs−, Zs−(µs−[1 + λ · 1{x ∈ U(ωs)}])

)
= e−λθs− · Zθ

s−(µs−[1 + λ · 1{x ∈ U(ωs)}])θ

= W θ
s−(µs−[1 + λ · 1{x ∈ U(ωs)}])θ

が成り立つ．
∫

µs(1{x ∈ U(ωs)})dx = 1に注意すると, W θ
t は次のように分解される.

W θ
t = 1 +

∫
(0,t]×Rd

W θ
s−

(
[µs−(1 + λ · 1{x ∈ U(ωs)})]θ − 1

)
ηt(dsdx) − θλ

∫
(0,t]

W θ
s ds

= 1 +

∫
(0,t]×Rd

W θ
s−

(
[µs−(1 + λ · 1{x ∈ U(ωs)})]θ − 1

)
η̄t(dsdx)

−
∫

(0,t]×Rd

W θ
s f(λµs[1{x ∈ U(ωs)}])dsdx

ここで, η̄t(dsdx) = ηt(dsdx)−dsdxであり，また，f(u) = (1+θu)−(1+u)θ, u > −1

である. そこで，∫
(0,t]×Rd

W θ
s−

(
[µs−(1 + λ · 1{x ∈ U(ωs)})]θ − 1

)
η̄t(dsdx)

がマルチンゲールであることに注意すると，∫
(0,t]×Rd

W θ
s−

(
[µs−(1 + λ · 1{x ∈ U(ωs)})]θ − 1

)
η̄t(dsdx) = 0

が成り立つ．ゆえに，

Q[W θ
t ] = 1 −

∫
(0,t]×Rd

dsdxQ
[
W θ

s f(λµs[1{x ∈ U(ωt)}])
]
. (3.7)

今，Itの定義より，2つの独立なパスを 1つのパスと考えることにより，

It = µ0,0
t [|U(ωt) ∩ U(ω̃t)|]

=

∫
Rd

∫
Rd

1{x ∈ U(ωt)} · 1{y ∈ U(ω̃t)}µ0,0
t (dxdy)

=

(∫
Rd

1{x ∈ U(ωt)}µt(dx)

)2
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である．ある定数 c1 = c1(θ, β) > 0が存在して，c1u
2 ≤ f(u) が u ∈ (−1, |λ|]で成り

立つことに注意し，(3.7)の両辺を tで微分することにより，

d

dt
Q[W θ

t ] = −
∫

Rd

dxQ
[
W θ

t f(λµt[1{x ∈ U(ωt)}])
]

≤ −c1λ
2

∫
Rd

dxQ
[
W θ

t µt[1{x ∈ U(ωt)}]2
]

= −c1λ
2Q[W θ

t It]. (3.8)

が得られる．この不等式と補題 3.3により，

d

dt
Q[W θ

t ] ≤ −c1λ
2Q[W θ

t It]

≤ −c1λ
2

|Λ| Q[W θ
t ] +

2c1λ
2

|Λ| P (U(ωt) �⊂ Λ)θ

これにより，主張が従う．

証明. (主定理 (a)の証明) 式 (3.6)において, Λ = (−tε, tε]とすると,次の不等式が得
られる.

d

dt
Q[W θ

t ] ≤ −c0

2tε
Q[W θ

t ] +
c0

tε
P (U(ωt) �⊂ Λ)θ (3.9)

ここで, U(x)が xを中心とする体積 1の閉球であることを思い出すと, P (U(ωt) �⊂
Λ) = P (|ωt| ≥ tε − 1/2)である. そこで,

a := tε − 1/2

とおくと, 式 (1.1)により次の評価が成り立つ.　

P (|ωt| ≥ a) = 2

∫ ∞

a

p(t, 0, x)dx ≤ 2c1

∫ ∞

a

(t−
1
α ∧ t

|x|1+α
)dx ≤ 2c1

∫ ∞

a

t

x1+α
dx

= 2c1t

∫ ∞

a

1

x1+α
dx =

2c1t

α
(tε − 1

2
)−α (3.10)

今 tは十分大きいとすると,次の不等式を得る.

P (|ωt| ≥ a) ≤ 2c1t

α
(tε)−α =

2c1

α
t1−εα

これにより，次の不等式がなりたつ.

P (U(ωt) �⊂ Λ)θ ≤
(

2c1

α

)θ

tθ−εαθ.
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この不等式と補題 3.4により，次の不等式が成り立つ.

d

dt
Q[W θ

t ] ≤ − c0

2tε
Q[W θ

t ] + c0t
−ε(

2c1

α
)θtθ−εαθ−ε.

今，式 (3.8)により，Q[W θ
t ] ∈ C1(R → R+)であることがわかる．そこで,

u(t) = Q[W θ
t ], v(t) =

c0

2tε
, w(t) = tθ−εαθ−ε, a = bt (b < 1)

ととり, グロンウォールの不等式を用いれば，次の不等式を得る.

u(t) ≤ u(bt) exp(−
∫ t

bt

v(s)ds) +

∫ t

bt

w(s)ds

ここで，ヘルダーの不等式によって，

u(bt) = Q[W θ
bt] ≤ Q[Wbt]

θ = 1

であることに注意すると (2.2)(strong disorder)の十分条件は lim
t→∞

u(t) = 0 であるか

ら, (2.2)を証明するには次の２つの式を証明すれば十分である.　

∫ t

bt

v(s)ds −→ ∞, t → ∞ (3.11)

∫ t

bt

w(s)ds −→ 0, t → ∞ (3.12)

まず (3.11)の条件は次のようになる.

∫ t

bt

s−εds = [
1

1 − ε
s−ε]ts=bt =

1

1 − ε
(1 − b1−ε)t1−ε −→ ∞

よって (3.11)は 0 < ε < 1にとればよい. 次に (3.12)の条件は次のようになる.

∫ t

bt

sθ−εαθ−εds −→ 0

よって (3.12)は
θ − εαθ − ε < −1

という条件になる．これら二つの条件を合わせ, α > 1に注意すると

1 + θ

1 + αθ
< ε < 1 (3.13)

を満たす θと ε(0 < ε < 1)を取ることができて, 十分条件を証明することができ, 主
定理の (a)が成り立つ.
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3.2 主定理 (b)の証明
次に (b)の証明をする.そのためにまず十分条件を与える。

命題 3.5. Q{W∞ > 0} = 1となることの十分条件は

sup
t>0

Q[W 2
t ] < ∞ (3.14)

である.

証明. sup
t>0

Q[W 2
t ] < ∞となっていることにより,これはWtの一様可積分性の十分条

件であるから, 一様可積分性によりQ[W∞] = lim
t→∞

Q[Wt] = 1となり,Q[W∞ > 0] > 0

が成り立つ. コルモゴロフの 0-1法則により, Q{W∞ > 0} = 1が成り立つ.

次に sup
t>0

Q[W 2
t ]の評価をする補題を示す.

補題 3.6.

sup
t>0

Q[W 2
t ] ≤ P

[
exp(

λ2

2

∫ ∞

0

1{ωt ∈ 2U(0)}dt)

]
(3.15)

証明.

P
[
exp (βη(Vt(ω)))2

]
= P 0,0 [exp (βη(Vt(ω))) · exp(β(η(Vt(ω̃))))]

のように, 二つの独立なパスにわけて直積測度で測ることを考える．そこで，

ζt(ω, η) := exp(βη(Vt(ω)))

とすると，
Wt(η)2 = e−2λtP 0,0[ζt(ω, η)ζt(ω̃, η)]

となるから,フビニの定理を用いることにより，

Q[W 2
t (η)] = e−2λtP 0,0 [Q[ζt(ω, η)ζt(ω̃, η)]]

を得る.

そこで Ṽt = Vt(ω̃)として,

ζt(ω, η) · ζt(ω̃, η) = exp
(
βη(Vt) + βη(Ṽt)

)

= exp
(
βη(Vt ∩ Ṽt) + βη(Vt ∪ Ṽt)

)

= exp
(
2βη(Vt ∩ Ṽt) + βη(Vt � Ṽt)

)
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したがって,

Q[exp(βη(Vt) + βη(Ṽt))] = Q[exp(2βη(Vt ∩ Ṽt) + βη(Vt � Ṽt))]

= exp(λ(2β)|Vt ∩ Ṽt| + λ(β)|Vt � Ṽt|)

が成り立つ. 今 λ(β) = eβ − 1 であるから，

λ2(β) = e2β − 2eβ + 1 = λ(2β) − 2λ(β)

に注意すると，集合の演算により，

Q[exp(βη(Vt) + βη(Ṽt))] = exp
(
(λ2(β) + 2λ(β))|Vt ∩ Ṽt| + λ(β)|Vt � Ṽt|

)

= exp
(
λ2(β)|Vt ∩ Ṽt| + λ(β)(|Vt| + |Ṽt|)

)
.

以上のことから |Vt| = tに注意すれば,単調収束定理により次の関係式が成り立つ.

e−2λtQ[exp(βη(Vt) + βη(Ṽt))] = exp(λ2(β)|Vt ∩ Ṽt|) ↗
t→∞

exp(λ2(β)|V∞ ∩ Ṽ∞|).

さらに |V∞ ∩ Ṽ∞|を計算すると,

|V∞ ∩ Ṽ∞| =

∫ ∞

0

|U(ωt) ∩ U(ω̃t)|dt =

∫ ∞

0

|U(0) ∩ U(ωt − ω̃t)|dt

対称安定過程の性質から，P 0,0における ωt − ω̃tの分布と P 0における ω2tの分布は
等しいので，

|V∞ ∩ Ṽ∞| =

∫ ∞

0

|U(0) ∩ U(ω2t)|dt =
1

2

∫ ∞

0

|U(0) ∩ U(ωt)|dt. (3.16)

の等式が分布で成り立つ．今，U(0) ∩ U(ωt) = φならば，半径と球の中心との関係
により ωt ∈ 2U(0)となること，さらに，|U(0)| = |U(ωt)| = 1より，

|U(0) ∩ U(ωt)| ≤ 1

であることに注意すると (3.16)の右辺は次のように評価される．

1

2

∫ ∞

0

|U(0) ∩ U(ωt)|dt ≤ 1

2

∫ ∞

0

1{ωt ∈ 2U(0)}dt.

以上のことから，sup
t>0

Q[W 2
t ] ≤ P

[
exp(

λ2

2

∫ ∞

0

1{ωt ∈ 2U(0)}dt)

]
が従う．
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次に,

P

[
exp(

λ2

2

∫ ∞

0

1{ωt ∈ 2U(0)}dt)

]

が有限になる条件について述べる. そこで，この評価をするために次の語句を定義
する．
B(x,R)を中心 x, 半径Rの閉球とする．さらにB(R) := B(0, R)とする．d > αの
とき，

At =
λ2

2

∫ t

0

1B(x,R)(ωs)ds

とおく．更に，対称 α-安定過程のグリーン関数を Ḡ(x, y) :=
∫ ∞
0

pα(t, x, y)dtと書
くと，

G(x, y) :=
λ2

2
Ḡ(x, y) =

λ2

2

21−αΓ(d−α
2

)

π
d
2 Γ(α

2
)

· |x − y|α−d

となる．また，単位球の表面積 kd = 2π
d
2 /Γ(

d

2
)とする．このとき次の定理が成り

立つ．

定理 3.7. sup
x∈B(R)

P x [A∞] < 1ならば， sup
x∈B(R)

P x [exp(A∞)] < ∞ が成り立つ．

証明. この定理は，ハスミンスキーの補題において，f(y) = 1B(x,R)(y), τ = ∞と
おくことによりただちに得られる．

関数

f(d, α) =

√√√√π
α
2 αΓ(α

2
)Γ(d

2
)
1−α

d

21−α
d Γ(d−α

2
)d

α
d

とすると，次の補題が従う．

補題 3.8. λが− (f(d, α) ∧ 1) < λ < f(d, α) を満たすとき,

P

[
exp(

λ2

2

∫ ∞

0

1{ωt ∈ 2U(0)}dt)

]
< ∞

が成り立つ.

証明. 定理 3.7を適用するために計算すると，

A∞ =
λ2

2

∫ ∞

0

1B(R)(ωs)ds

であり，

C := C(α, d) =
λ2

2

21−αΓ(d−α
2

)

π
d
2 Γ(α

2
)
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とおくと，次の等式が成り立つ．

sup
x∈B(R)

P x[A∞] = sup
x∈B(R)

∫
B(R)

G(x, y)dy =

∫
B(R)

G(0, y)dy　

= C

∫
B(R)

|y|α−ddy = Ckd

∫ R

0

rα−d · rd−1dr

= Ckd
Rα

α

となる．よって，定理 3.7により，

Ckd
Rα

α
< 1 (3.17)

ならば，

sup
x∈B(R)

P x

[
exp(

λ2

2

∫ ∞

0

1B(R)(ωs)ds)

]
= sup

x∈B(R)

P x

[
exp(

λ2

2

∫ ∞

0

1{ωs ∈ B(R)}ds)

]
　

< ∞ (3.18)

である．(3.17)の条件を計算すると，

λ2 <
αΓ(α

2
)Γ(d

2
)

21−αRαΓ(d−α
2

)
(3.19)

となる．一方，Rd上の半径Rの球の体積が 2(R2π)
d
2 /dΓ(

d

2
)であることに注意すれ

ば，2U(0)の半径R′は

2 ((R′/2)2π)
d
2

dΓ(d
2
)

= |U(0)| = 1

より

R′ =
2

π
1
2

(
Γ(

d

2
+ 1)

) 1
d

となる．上記の不等式 (3.19)において，R = R′とすれば，λ ∈ (−1,∞)であること
から λの条件を得る．

最後に主定理の (b)について証明する．

証明. (主定理 (b)の証明) これまでの補題により

− (f(d, α) ∧ 1) < λ < f(d, α)
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であるときに，

sup
t>0

Q[W 2
t ] < ∞

となる．上記の λ(β) の条件は λ(β) = eβ − 1より次のような βの条件に書き換える
ことができる．

log (1 − (f(d, α) ∧ 1)) < β < log (f(d, α) + 1)

ただし log 0 := −∞と定義する．この不等式の左辺，右辺が主定理における−β2, β3

ということになる．

注意 3.9. f(d, α)は αについて連続で，

β3(d, α) := log (f(d, α) + 1)

となるから，β3(d, α)は連続であることがわかる．また，f(1, α) < 1で αについて
単調減少である．これにより，αにより，連続的に媒質の強弱が変化していること
が読み取ることができる．

本論文では，ブラウン運動を対称安定過程にまで拡張するのが目標であった．し
かし，この論文においては，d = 1, α = 1の場合が抜け落ちている．これは，式
(3.13)において α = 1としてしまうと，それを満たすような εがとれないためであ
る．その原因として，一様可積分の条件を十分条件にして，条件を弱めていること
が原因のように思われる．この部分を一様可積分の条件をそのまま用いることがで
きて，α = 1にまで拡張できれば，この定理は対称安定過程の指数全てに拡張でき
ることになる．
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