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第1章 はじめに

　本論文ではZd上の分枝ランダムウォークにおいて，与えられたある集合に到達す
る分枝数の期待値の有限性について考察する．

Albeverioと Bogachev[1]は，有限個の点でのみ分裂しうるような分枝ランダム
ウォークを考え，その過程における粒子数のモーメントが満たすべき方程式を，積
分方程式，微分方程式の形で書き表している．一方，Grigor’yanとKelbert[8]は，多
様体上の分枝ブラウン運動について，ある集合に到達する分枝数の期待値を用いて
分枝ブラウン運動の再帰性，非再帰性について考察している．本論文では，[1]のよ
うに有限個の点でのみ分裂が起こるという設定の下で，[8]で述べられている事柄を
分枝ランダムウォークの場合に書き換え，更には 1点のみで分裂する場合に，任意
の集合に到達する分枝数の期待値が有限となるための十分条件を与える事を目標と
する．

本論文で考える分枝ランダムウォークについて説明する．まず Zd上の 1粒子は，
パラメータ aを持つ指数時間だけそこに留まり，そのあと隣接点にそれぞれ確率 1/2d

で移動するような，Zd上の連続時間単純ランダムウォークの法則に従うとする．分
枝法則 {pk(x)}∞k=2は，点 xにおいて分裂が起こった場合，確率 pk(x)で k個の粒子
に分裂することを表す．分枝率 Q(x)は非負の函数で，点 xにおける分裂の起こり
やすさを表す．すなわち，このQの値が大きいほど分裂しやすく，Q(x0) = 0であ
れば点 x0では分裂しないことを意味する．これらを基にして，分枝ランダムウォー
ク(X t,Px)を構成する．点x0から1つの粒子で始まる分枝ランダムウォークは，Q(x)

から定まるランダムな分裂時刻T まで，元の単純ランダムウォークXtの法則に従っ
て運動する．もし分裂時刻 T において点 x1にいるならば，点 x1における分枝法則
{pk(x1)}に従って，確率 pk(x1)で k個の粒子に分裂する．そしてその k個の粒子そ
れぞれが，点 x1を出発するランダムウォークの法則に従って独立に運動し，以降こ
れを繰り返すものとする．さて，分裂時刻 T はパラメータQの指数分布を持つもの
として定める．すなわち，

Px0(T < t|σ(Xt)) = 1 − exp

(
−

∫ t

0

Q(Xs)ds

)
.

ここで，σ(Xt)はXtの生成する σ-加法族である．以上が分枝ランダムウォークの定
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義である．分枝頻度を

q(x) := Q(x)

∞∑
k=2

(k − 1)pk(x)

で定義する．これは点 xでの分裂の起こりやすさをあらわす分枝率Q(x)と，分裂
したときの粒子の純増加数の期待値を用いた，“分裂の大きさ”を表すものである．

d ≥ 3のときには，ランダムウォークXtが非再帰的となることはよく知られた事
実である．ところが分枝ランダムウォークの場合，分枝頻度 q(x)で粒子を分裂させ
粒子数を増やしていくと，1粒子の運動としては非再帰的だったものが，分枝ラン
ダムウォークとして再帰的になることもありうる．粒子が無限遠にいく速さと粒子
が増大する早さの兼ね合いで，分枝ランダムウォークの再帰性，非再帰性が決まる．
ここで，分枝ランダムウォークが再帰的とは，任意の空でない集合に対して確率 1

で少なくとも 1つの粒子がその集合に到達することをいい，非再帰的とは再帰的で
ないことをいう．K を Zdの部分集合とする．xから出発する分枝ランダムウォー
クにおいて，集合Kに到達する分枝数の期待値をmK(x)で表し，K-ゲージと呼ぶ．
mK(x)は，分枝ランダムウォークの強マルコフ性より，

mK(x) = Ex

[
1{τK<∞} exp

(∫ τK

0

q(Xt)dt
)]

(1.1)

と表されることがわかる (命題 3.3)．Grigor’yanとKelbert[8]は，mKを用いて再帰
性，非再帰性の十分条件を与えている．当初は [8]の結果を分枝ランダムウォークの
場合に検証し，mK が有限になるための条件を求め，再帰性，非再帰性の判定条件
を得ることを目標とした．しかし，分裂しうる点が有限個であれば，常にX tは非
再帰的である．何故なら，元のランダムウォークが非再帰的であるので，分裂しう
る点と有限集合Kの両方に到達せずに無限遠方に行ってしまう確率が正となるから
である．よって本論文では，集合K に到達する分枝数の期待値mK(x)が有限にな
るか無限になるかを考察する．

任意の有限集合K に対して，mK < ∞となるための十分条件を，次で定義する
値を用いて与える．K ⊂ U なる任意の集合U ⊂ Zdに対して

ν(K,U) := inf
ϕ

a
4d

∑
y,z∈U\K, y∼z |ϕ(y) − ϕ(z)|2∑

y∈U\K q(y)ϕ(y)2

とする．ここで下限は，恒等的に 0ではなくU の中にコンパクトな台を持つ函数全
体でとる．また，y ∼ zは yと zが隣り合っていること，すなわち |y− z| = 1である
ことを表す．すると，ν(K,Zd) ≥ 1ならばmK <∞となることが分かる (定理 4.1)．
分枝ランダムウォークは分枝ブラウン運動よりも単純なモデルであるので，[8]より
も多くの状況に対してmK の有限性を判定できると思われた．しかし，分枝ランダ
ムウォークの場合でも，一般的に ν(K,Zd)を求めることは困難であることが分かっ
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た．最も単純な例である分裂が 1点 0 ∈ Zdのみで起こる場合には，mKが有限とな
るための十分条件として

a

λ
≥ G(0, 0)

が得られた．ここでG(·, ·)は平均滞在時間 1の単純ランダムウォークのグリーン函
数であり，

λ :=

∞∑
k=2

(k − 1)pk(0)

は分裂したときの粒子の純増加数の期待値である．すなわち，単純ランダムウォー
クの移動の速さを定める値 aと分裂したときの粒子の増加数を表す値 λ，及び次元
dによって十分条件を与えた．

最後に，本論文の構成を述べる．次の第 2章において，本論文で用いる基本的な
定義と定理について述べる．第 3章ではK-ゲージの定義とその性質について述べ，
mK < ∞となるためのいくつかの十分条件を第 4章で与えた．第 5章では第 4章
の結果の具体例として，1点のみで分裂が起こる場合に任意の有限集合Kに対して
mK < ∞となるための十分条件を与える．第 6章から第 8章では [8]の結果を分枝
ランダムウォークの場合に置き換える．第 9章ではZdにおける体積を定義し，その
体積に関しても分枝ブラウン運動と全く同じ結果が得られることを確認する．
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第2章 準備

　確率測度Pxを x ∈ Zdから出発するZd上の連続時間単純ランダムウォークXtの
法則とする．
分枝ランダムウォーク (X t,Px)は生成作用素(generator)L，分枝率(branching rate)

Q(x)，列 {pk(x)}∞k=0で表現される分枝構造(branching mechanism)によって定まる．
ここでLは，

Lf(x) :=
a

2d

∑
y:|y−x|=1

(f(y) − f(x))

で定義される，離散ラプラシアンである．pk(x)は，粒子が点 xにおいて分裂する
際，k個の子孫を作る確率であり，Q(x)は Zd上の非負値函数で，Qを指数とする
指数分布に従って分裂時刻 T が定まる．すなわち，

Px0(T < t|σ(Xt)) = 1 − exp

(
−

∫ t

0

Q(Xs)ds

)
.

ここで，σ(Xt)はXtの生成する σ-加法族である．今後次を仮定する．

(A) 任意の x ∈ Zdに対して，0 ≤ pk(x) ≤ 1かつ

∞∑
k=2

pk(x) = 1. (2.1)

(B)

C0 := sup
x

∞∑
k=2

(k − 1)pk(x) <∞. (2.2)

分枝頻度(branching intensity)qを

q(x) := Q(x)
∞∑

k=2

(k − 1)pk(x) (2.3)

で定義する．
Exによって，x ∈ Zdから一つの粒子でスタートした分枝ランダムウォークX tの

期待値を表す．任意のK ⊂ Zdに対して，Zd上の函数 ψK(x)を，過程Xtの少なく
とも一つの粒子がいつかKに到達する確率とする．

4



この章を通じて集合K を空でない有限集合とし，Ω := Zd\K とする．また，集
合 U の境界 ∂U を，

∂U := {x ∈ Zd \ U | ∃y ∈ U, |y − x| = 1}

で定義する．

定義 2.1. Ulが空でない有限集合で，Ul = Ul ∪ ∂Ul ⊂ Ul+1であり，
⋃

l Ul = Zdが満
たされるとき，{Ul}l≥0をZdのexhausting sequenceと言う．

exhausting sequence{Ul}を与えると，Ulの外側で消滅するという条件をつけた吸
収壁ランダムウォークXUl

t の極限としてランダムウォークXtが得られる．同様に，
Ulの外側で消滅するという条件をつけた分枝過程X

Ul

t の極限として分枝過程Xtが
得られる．特に，全ての粒子が Ulを出る前に少なくとも一つの粒子がKに到達す
る確率を ψUl

K とすると，任意の有限集合Kに対して

ψK = lim
l→∞

ψUl
K

が成り立つ．
Zd × [0, 1]上の函数 P を

P (x, u) := Q(x)

∞∑
k=2

pk(x)(1 + u+ . . .+ uk−2) (2.4)

で定義する．(2.2)より

C−1
0 q(x) ≤ P (x, u) ≤ P (x, 1) = q(x) (2.5)

が導かれる．

命題 2.2. 函数 u = 1 − ψK は，Ωにおける境界値問題⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Lu− P (x, u)u(1 − u) = 0

u|∂Ω = 0

0 ≤ u ≤ 1

(2.6)

の解であり，(2.6)の全ての解の中で最大のものである．また，函数 v = ψK は，Ω

における境界値問題 ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Lv + P (x, 1 − v)(1 − v)v = 0

v|∂Ω = 1

0 ≤ v ≤ 1

(2.7)

の解であり，(2.7)の全ての解の中で最小のものである．
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この命題の証明に必要な補題を挙げる．作用素 Lを L := L + qで定義する．

補題 2.3. (一般的な最大値原理) U ⊂ Zdを有限集合とし，函数 f は U 上で f > 0，
函数 gは U 上で g > 0であるとする．このとき，U 上で

Lf

f
≥ Lg

g
(2.8)

が成立するならば

sup
U

f

g
≤ sup

∂U

f

g

である．特に境界 ∂U 上で f ≤ gならば，U 上で f ≤ gである．

証明. Lf
f

= Lf
f

+ qであるから，(2.8)の Lを Lに置き換えたものを仮定して構わ
ない．

sup
U

f

g
> sup

∂U

f

g
(2.9)

とする．f/gが x0 ∈ U において最大値をとると仮定する．ここで今，eiをZdの第
i成分の単位ベクトルとすると，各 iに対して

f(x0 ± ei)

g(x0 ± ei)
≤ f(x0)

g(x0)
(2.10)

となる．今，補題の仮定より，

d∑
i=1

(f(x0 + ei) + f(x0 − ei)) g(x0) −
d∑

i=1

(g(x0 + ei) + g(x0 − ei)) f(x0) ≥ 0

である．ここで，

f(x0 + e1)

g(x0 + e1)
<
f(x0)

g(x0)
(2.11)

であると仮定すると，

d∑
i=2

(
f(x0 + ei)g(x0) − g(x0 + ei)f(x0)

)
+

d∑
i=1

(
f(x0 − ei)g(x0) − g(x0 − ei)f(x0)

)

≥ g(x0 + e1)f(x0) − f(x0 + e1)g(x0) > 0

となるが，(2.10)より上式の左辺は 0以下となるので，(2.11)に矛盾．従って

f(x0 + e1)

g(x0 + e1)
=
f(x0)

g(x0)
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となる．全く同様にして，全ての iについて

f(x0 ± ei)

g(x0 ± ei)
=
f(x0)

g(x0)

が成り立つことが分かる．これを繰り返すことにより，f/gはU ∪ ∂U 上定数である
ことが分かるが，これは(2.9)に矛盾．故に主張が従う．

補題 2.4. (比較原理) U ∈ Zdを有限集合とする．0 ≤ v1, v2 ≤ 1なる函数 v1, v2が，
U において等式

Lv + P (x, 1 − v)(1 − v)v = 0

を満たし，境界 ∂U 上で v1 ≤ v2であれば，U においても v1 ≤ v2である．

証明. 集合
W := {x ∈ U | v1(x) > v2(x)}

が空でないと仮定する．任意の v = v1および v = v2に対して

Lv
v

= −P (x, 1 − v)(1 − v)

が U において成り立つ．(2.4)より，P (x, u)は uについて単調増加なので，明らか
に−P (x, 1 − v)(1 − v)は函数 vについて単調増加．故に，W 上では

Lv1

v1

≥ Lv2

v2

であり，補題 2.3より
sup
W

v1

v2
≤ sup

∂W

v1

v2
≤ 1

を得る．従って v1(x) ≤ v2(x), x ∈W となるが，これは仮定に矛盾する．

命題 2.2の証明. u = 1 − vであるから，明らかに(2.6)と(2.7)は同値である．よっ
て，(2.6)を証明すればよい．∂Ω ⊂ K であり，K 上を出発してK に到達する確率
は 1なので，uは境界条件を満たしている．最初の分裂が起こる時刻を T，任意の
集合Kに初めて到達する時間を τK とする．なお，Kに到達しないときは τK = ∞
とする．このとき，u(x)は次のように書くことができる．

u(x) = Px(τK = ∞)

= Px(τK = ∞, T = ∞) + Px(τK = ∞, T <∞)

= Ex[e
− �∞

0
Q(Xt)dt; τK = ∞] + Ex

[
PXT

(τK = ∞); T <∞]
. (2.12)
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(2.12)は強マルコフ性より従う．作用素 (−L + Q)のグリーン函数をGQ(x, y)とか
くと，(2.12)の第２項は

Ex

[
PXT

(τK = ∞); T <∞]
= Ex

[ ∞∑
k=2

pk(XT )u(XT )k;T <∞]

=

∫ ∞

0

Ex

[
exp

(
−

∫ t

0

Q(Xs)ds
) ∞∑

k=2

pk(Xt)u(Xt)
kQ(Xt)

]
dt

=
∑
y∈Zd

GQ(x, y)
∞∑

k=2

pk(y)u(y)
kQ(y)

と書き換えることができる．ここで Feynman-Kacの公式より，

(−L +Q) Ex

[
exp

(
−

∫ ∞

0

Q(Xt)dt
)
; τK = ∞

]
= 0

なので，

(−L +Q) u =
∞∑

k=2

pku
kQ

となる．すなわち

Lu−Q(u−
∞∑

k=2

pku
k) = 0

となり，(2.6)が従う．次に ψK が(2.7)の最小解であることを確かめる．任意の ex-

hausting sequence{Ul}をとると，列
{
ψUl

K

}
は単調増加し，ψKに収束する．vを(2.7)

の任意の解とすると，∂Ul上 ψUl
K = 0であるから，ψUl

K ≤ vであり，補題 2.4よりUl

上で ψUl
K ≤ vが言える．また，Ulの外でも ψUl

K = 0なので，Ω上 ψUl
K ≤ vであるこ

とが従う．よって l → ∞とすることにより，ψK ≤ vを得る．すなわち，ψKは最小
解である．

補題 2.5. (強最大値原理) U ⊂ Zdを連結集合とする．0 ≤ v ≤ 1なる任意の函数 v

が，U において等式
Lv + P (x, 1 − v)(1 − v)v = 0

を満たすとする．このとき，ある点 x0 ∈ U で v(x0) = 1ならば，U 上で v ≡ 1で
ある．

証明. u := 1 − v，V (x) := P (x, 1 − v)vとすると，U において

−Lu+ V (x)u = 0

8



が成り立ち，u(x0) = 0である．

Mt := u(Xt) − u(X0) −
∫ t

0

Lu(Xs)ds

とおくと，Mtはマルチンゲールとなる．よって伊藤の公式より，次の式が成り立つ．

e−
� t
0 V (Xs)dsu(Xt) − u(X0)

= −
∫ t

0

V (Xs)u(Xs)e
− � s

0 V (Xr)drds+

∫ t

0

e−
� s
0 V (Xr)drdu(Xs)

=

∫ t

0

e−
� s
0

V (Xr)drdMs +

∫ t

0

e−
� s
0

V (Xr)dr (Lu− V u) (Xs)ds

=

∫ t

0

e−
� s
0 V (Xr)drdMs , t < τUc .

Dを，D ∪ ∂D ⊂ U なる x0の有限な近傍とする．すると，Msがマルチンゲールで
あるから任意抽出定理より，

u(x0) = Ex0

[
exp

(
−

∫ τ

0

V (Xs)ds

)
u(Xτ)

]
(2.13)

が成り立つ．ここで τは，Xtが ∂Dに到達する最初の時刻である．今，∂D上のある
点で uが正になったとすると，Px0(u(Xτ ) > 0) > 0であるから(2.13)より u(x0) > 0

が従い，u(x0) = 0に矛盾．故に，uは ∂D上恒等的に 0である．U は連結であるの
で，Dの取り方を変えることによって，U 全体で u ≡ 0を得る．すなわち，U 全体
で v ≡ 1である．

注意 2.6. 補題 2.5より，Ω = Zd \Kの任意の連結部分集合上で，ψK ≡ 1であるか
ψK < 1であるかのどちらかであることが分かる．

注意 2.7. vが(2.7)を満たせば，P (x, 1− v) ≤ q(x)であることより，Lv ≥ 0が導か
れる．特に，Ω := Zd \K上で LψK ≥ 0である．すなわち，ψK はΩ上の L-劣調和
函数である．
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第3章 K-ゲージ

　各粒子がK に達したらそこで止まる分枝過程X
Ω

t を考える．NK を，X
Ω

t におい
ていつかKに到達する粒子の（ランダムな）数とする．つまり，NKはいつかKに
到達する過程X tの枝（子孫でなく）の総数である．

定義 3.1. Zd上の函数mK(x) := ExNKを，分枝ランダムウォークX tのK-ゲージと
言う．

定義から明らかにmK ≥ ψK である．

定義 3.2. 任意の有限集合 K に対して，Ω := Zd\K とする．このとき，作用素
(−L +Q)のグリーン函数GQ

Ω(x, y)は任意の函数 f(x)に対して

∑
y∈Ω

GQ
Ω(x, y)f(y) := Ex

[ ∫ τK

0

exp
(
−

∫ t

0

Q(Xs)ds
)
f(Xt)dt

]

を満たすものとして定義される．ここで τKはランダムウォークXtがKに到達する
最初の時刻である．すなわち，

τK := inf{t > 0 : Xt ∈ K}.

命題 3.3. (a)

mK(x) = Ex

[
1{τK<∞} exp

(∫ τK

0

q(Xt)dt
)]
.

(b) Ωにおける次の境界値問題を考える：
{
Lf = 0

f |∂Ω = 1
(3.1)

このときmK < ∞であれば，mK は(3.1)の最小の正の解である．そうでない時は，
(3.1)は正の解を持たない．

これは，強マルコフ性と Feynman-Kacの公式より従う．(a)の等式はよく知られ
ている結果であり，K-ゲージmK は元々分枝過程X tによって定義されるが，実は
作用素 Lによって完全に決定できるということを言っている．
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注意 3.4. 実は，ある点 x ∈ Zdに対してmK(x) <∞であることと，

sup
x∈Zd

mK(x) <∞

は同値である ([2])．故に，必ずmK <∞かmK ≡ ∞のどちらかになる．

命題 3.3の証明. 定義 3.1で定義したmK(x)が命題 3.2を満たすことを示す．mK(x)

は分枝ブラウン運動X tの最初の分裂時刻 T を使って，次のように二つに分けるこ
とができる．

mK(x) = ExNK

= Ex[NK ;T < τK ] + Ex[NK ;T ≥ τK ]

= I + II

Ω上の作用素 (−L +Q)のグリーン函数をGQ
Ω(x, y)とすると，強マルコフ性より

I = Ex

[ ∞∑
k=2

kpk(XT )mK(XT );T < τK

]

= Ex

[ ∫ τK

0

Q(Xt) exp

(
−

∫ t

0

Q(Xs)ds

)( ∞∑
k=2

kpkmK

)
(Xt)dt

]

=
∑
y∈Ω

GQ
Ω(x, y)

( ∞∑
k=2

kpk(y)
)
mK(y)Q(y).

一方，第２項は

II = Ex[NK ;T ≥ τK ]

= Ex

[
exp

(
−

∫ τK

0

Q(Xt)dt

)
; τK <∞]

となり，Feynman-Kacの公式より，(−L +Q)を作用させると 0になる．よって，

(−L +Q)mK =
( ∞∑

k=2

kpk

)
mKQ. (3.2)

これより，

LmK = (L + q)mK

= LmK +
(
Q

∞∑
k=2

(k − 1)pk

)
mK

= LmK +
( ∞∑

k=2

kpk −
∞∑

k=2

pk

)
mKQ.

11



(2.1), (3.2)を用いることにより，

LmK = LmK +
( ∞∑

k=2

kpk − 1
)
mKQ

= LmK −QmK +
( ∞∑

k=2

kpk

)
mKQ

= 0

を得る．また，境界条件mK |∂Ω = 1は定義より明らか．以上より，mK(x) = ExNK

は
{
LmK = 0

mK |∂Ω = 1

を満たす．

点 x ∈ Zdを出発したランダムウォークXtがKに到達する確率を hK(x)で表す．
すなわち

hK(x) := Px(τK <∞). (3.3)

Ω上では，hK(x)は次の境界値問題における最小の正解として表すことができる．

{
Lh = 0

h|∂Ω = 1.

∂Ωでディリクレ境界条件を持つΩ上の作用素Lに対するグリーン函数をGΩとす
る．今，Kは空ではないので，任意の x, y ∈ Ωに対してGΩ(x, y) <∞である．GΩ

はΩにおけるLの最小の正の基本解である．

補題 3.5. mK <∞ならば，任意の x ∈ Ωに対して

mK(x) = hK(x) +
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)mK(y)q(y) (3.4)

が成り立つ．さらにこの場合，全ての x ∈ Ωに対してmK(x) ≥ 1であるか，

lim inf
x→∞

mK(x) = 0

であるかのどちらかである．
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証明. {Ul}をK ⊂ U0であるような exhausting sequenceとし，Ωl := Ul \K とす
る．ml(x)を，Ωlにおける次の境界値問題の解とする．{

Lml + qml = 0

ml|∂Ω = 1, ml|∂Ul
= 0.

(3.5)

すると，l → ∞としたときml → mKとなる．一方，函数wl, hlをΩlにおける次の
問題の解とする．{

Lhl = 0

hl|∂Ω = 1, hl|∂Ul
= 0

{
Lwl = −qml

wl|∂Ω = 0, wl|∂Ul
= 0.

すると，mlは hl, wlを用いて
ml = hl + wl

と表すことができる．今，wlの定義より

wl(x) =
∑
y∈Ωl

GΩl
(x, y)ml(y)q(y)

を得る．すなわち

ml(x) = hl(x) +
∑
y∈Ωl

GΩl
(x, y)ml(y)q(y). (3.6)

補題2.4より，列 {ml}, {hl}, {GΩl
}は lについて増加列なので，(3.6)において l → ∞

とすることにより(3.4)を得る．
F := mKqと定め，Ωにおける境界値問題：

{
Lv = −F
v|∂Ω = 1

(3.7)

を考える．(3.7)の非負解が存在した場合には，その最小の非負解を vminと書く．次
の２つを示せば証明は終わる．

(i) vminが存在して，vmin = mK .

(ii) inf
Ω
hK < 1ならば，lim inf

x→∞
vmin(x) = 0.

実際，hK ≥ 1ならば，(3.4)の被積分函数が非負であることからmK ≥ 1が従う．
故に，上を示せばよい．

(i)の証明 函数 vlをΩl上の境界値問題{
1
2
Lvl = −F
vl|∂Ω = 1, vl|∂Ul

= 0.
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の解とする．すると明らかに

vl(x) = hl(x) +
∑
y∈Ωl

GΩl
(x, y)F (y).

(3.7)の任意の非負解 vに対して，比較原理より v ≥ vlが言える．故に l → ∞とす
ることにより

v(x) ≥ hK(x) +
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)F (y) = mK(x)

を得る．一方，命題 3.3よりmK は(3.7)を満たすので，mK = vminが従う．
(ii)の証明 vminは優調和函数なので，最小値原理より

lim inf
x→∞

vmin = inf vmin

が言える．今，
inf
Ω
vmin > ε > 0

であるとする．函数
v = vmin − ε(1 − hK)

を考えると，LhK = 0, hK |∂Ω = 1より，v は(3.7)を満たすことが分かる．また，
hK ≤ 1なので 0 ≤ v < vminが成り立つのだが，これは vmin の最小性に反する．
よって

inf
Ω
vmin = 0

となり，主張が従う．

定義 3.6. ψK(x) ≡ 1であるとき，過程X tはK-再帰的であるといい，任意の空で
ない集合K に対してK-再帰的であるとき，過程Xtは再帰的であるという．K-再
帰的でない，すなわち ψK(x) < 1となる xが存在するとき，過程X tはK-非再帰的
であるといい，再帰的でない，すなわちψK(x) < 1となる空でない集合Kおよび x

が存在するとき，過程Xtは非再帰的であるという．

定理 3.7. mK <∞と仮定する．このとき次の 2つのどちらかが起こる．

(i) XtとX tが共にK-非再帰的で，lim inf
x→∞

mK(x) = 0.

(ii) XtとX tが共にK-再帰的で，mK ≥ 1.

特に，Xtが非再帰的でmK <∞ならば，X tも非再帰的．
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証明. (i) XtがK-非再帰的ならば，全ての x ∈ Ωに対して

hK(x) = Px(τK <∞) < 1

である．故に，補題 3.5より

lim inf
x→∞

mK(x) = 0.

ここで，ψK ≤ mK であったので，X tもK-非再帰的であることが従う．
(ii) XtがK-再帰的であるとすると，粒子の消滅がないのでX tも当然K-再帰的

である．故に hK ≡ 1となり，(3.4)より

mK ≥ hK ≡ 1

が従う．
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第4章 固有値とK-ゲージ

　集合 U ⊂ Zdに対して，ディリクレ境界を持つ U 上の作用素 Lの L2-スペクトル
の下限を λ(U)で表す．すなわち，

λ(U) = inf
ϕ

−∑
x∈U ϕ(x)Lϕ(x)∑

x∈U ϕ(x)2

= inf
ϕ

a
4d

∑
y,z∈U, y∼z |ϕ(y) − ϕ(z)|2 − ∑

y∈U q(y)ϕ(y)2∑
x∈U ϕ(x)2

.

(4.1)

ここで下限は，恒等的に 0ではなくUの中にコンパクトな台を持つ函数全体でとる．
また，y ∼ zは yと zが隣り合っていること，すなわち |y − z| = 1であることを表
す．U が有界ならば，λ(U)は U における方程式

{
Lu+ λu = 0

u|∂U = 0

の最小固有値として表される．
また，任意の集合 U ⊂ Zdと有限集合K ⊂ U に対して

ν(K,U) := inf
ϕ

−∑
y∈U\K ϕ(y)Lϕ(y)∑

y∈U\K q(y)ϕ(y)2

= inf
ϕ

a
4d

∑
y,z∈U\K, y∼z |ϕ(y) − ϕ(z)|2∑

y∈U\K q(y)ϕ(y)2

(4.2)

と定義する．ここでの下限も，恒等的に 0ではなくU の中にコンパクトな台を持つ
函数全体でとる．U が有限集合ならば，ν(K,U)は U\Kにおける境界値問題

{
Lu + νqu = 0

u|∂U = 0

の最小固有値となる．

定理 4.1. q �≡ 0とする．このとき，次の条件のいずれかが成立すれば，任意の有限
集合Kに対してmK <∞である．

(i) Zd上の正の L-優調和函数が存在する．
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(ii) 作用素 Lが，GL(x, y) <∞となる正のグリーン函数GL(x, y)を持つ．

(iii) 任意の有界連結集合 U ⊂ Zdに対して，λ(U) > 0.

(iv)

ν(K,Zd) ≥ 1. (4.3)

証明. (i) uをZd上の正のL-優調和函数とする．このときLu ≤ −qu ≤ 0であるか
ら，強最小値原理より uは真に正である．よって，q �≡ 0という仮定より，uは定数
ではありえない．つまり，非定数な正のL-優調和函数 uが存在する．
Kを空でない有限集合とする．ここで，K上 u ≥ 1であると仮定しても一般性を

失わない．{Ul}l≥1を，K ⊂ Ulを満たすような exhausting sequenceとする．LはZd

全体で正となる優調和函数を持つので，Lに関するディリクレ問題は任意の有限集
合上で解くことができる．flを，Ul\Kにおけるディリクレ問題

{
Lfl = 0

fl|∂Ω = 1, fl|∂Ul
= 0

の解とする．強最小値原理より，Ul\Kにおいて fl > 0であることが従うので，補
題 2.4の比較原理より fl ≤ uを得る．再び比較原理より，（補題 3.5の証明中のmlと
全く同じ方法により）列 flは lについて単調増加．故に flはZd\K上で正の函数 f

に収束し，この f は外部問題(3.1)の解である．(3.1)の最小解がmKであったので，
mK ≤ f ≤ u <∞が従う．

(ii) コンパクトな台を持ち，恒等的に 0ではないZd上の非負函数 f を任意にとり，

u(x) :=
∑
y∈Zd

GL(x, y)f(y) (4.4)

とする．ここで Lu = −f ≤ 0なので，函数 uは正かつ L-優調和となる．よって (i)

の仮定が満たされる．
(iii) λ(U) > 0という条件は，任意の有限連結集合 U において Lが最大値原理を

満たし，U におけるディリクレ問題
{
Lu = 0

u|∂U = ϕ

が任意の ϕに対して，一意な解を持つことを意味している．
exhausting sequence{Ul}をとり，Ul上 Lul = 0なる非負解 ulを構成する．（例えば，
任意の正の境界値でUlにおけるディリクレ問題を解く．）すべてのUlに属する点 x0

を固定し，ul(x0) = 1となるように ulを正規化する．列 {ul}は局所一様位相でコ
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ンパクトなので，ul の極限が uであるとすると，Zd全体で Lu = 0となる．また
u(x0) = 1なので，強最小値原理より uは真に正である．つまり，(i)の条件が成立
する．

(iv) 条件(4.3)より，Kを含む任意の有限集合 U に対して

ν := ν(K,U) > 1

である．すなわち

a

4d

∑
y,z∈U\K, y∼z

|ϕ(y) − ϕ(z)|2 ≥ ν
∑

y∈U\K
q(y)ϕ(y)2

であり，これより
∑

y∈U\K
q(y)ϕ(y)2 ≤ a

4d

∑
y,z∈U\K, y∼z

|ϕ(y)− ϕ(z)|2

−(
1 − 1

ν

) a
4d

∑
y,z∈U\K, y∼z

|ϕ(y) − ϕ(z)|2

が従う．ϕに依らないあるC > 0が存在して，
∑

y∈U\K
ϕ(y)2 ≤ a

4d
C

∑
y,z∈U\K, y∼z

|ϕ(y) − ϕ(z)|2

が成り立つ．よって

∑
y∈U\K

q(y)ϕ(y)2 ≤ a

4d

∑
y,z∈U\K, y∼z

|ϕ(y) − ϕ(z)|2 − (ν − 1)

Cν

∑
y∈U\K

ϕ(y)2

となり，すなわち
a
4d

∑
y,z∈U\K, y∼z |ϕ(y) − ϕ(z)|2 − ∑

y∈U\K q(y)ϕ(y)2∑
y∈U\K ϕ(y)2

≥ (ν − 1)

Cν
> 0 (4.5)

である．
拡張記号 λ(U,Zd)を，(4.1)で定義したように U 上の作用素 Lのスペクトルの下

限として用いる．すると

inf
ϕ

a
4d

∑
y,z∈U\K, y∼z |ϕ(y) − ϕ(z)|2 − ∑

y∈U\K q(y)ϕ(y)2∑
y∈U\K ϕ(y)2

= λ(U ′,M ′).

ここで，U ′ = U\K,M ′ = Zd\Kである．(4.5)より λ(U ′,M ′) > 0が従う．(iii)の条
件においてZdをM ′に置き換えることが出来，そうすると ∂M ′で反射するM ′上の
過程X

′
tにおいて，mK <∞となることが分かる．X tとX

′
tはKの外で一致するの

で，Zd上の過程X tについてもmK <∞が従う．

18



注意 4.2. 条件 (iii)は Zd上の等式 Lu + qu = 0の正の解が存在することと同値で
ある．

注意 4.3. 定理 4.1から従うように，P (x, u) �≡ 0で任意の有界連結集合 U に対して
λ(U) > 0とすると，問(2.6), (2.7)は非自明な解を持つ．この結果はここで適用され
ている確率的アプローチから明らかだが，純粋な解析的な方法からも得ることがで
きる．

次の主張は定理 4.1(iii)に関係がある．

命題 4.4. mK <∞ならば，任意の有限集合 U ⊂ Ωに対して λ(U) > 0である．

証明. U におけるディリクレ条件の下での Lの第一固有値を λ = λ(U)とし，その
固有函数を u > 0とする．λ ≤ 0と仮定すると，LmK = 0, Lu+ λu = 0より，U に
おいて

LmK

mK
= 0 ≤ −λ =

Lu

u

が成り立つ．補題 2.3より，
sup

U

u

mK
≤ sup

∂U

u

mK

を得る．しかし，左辺が正であるのに対して，u|∂U = 0であるから右辺は 0となり，
矛盾．λ > 0が従う．
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第5章 具体例

　分枝ブラウン運動の場合，ブラウン運動のグリーン函数などが分かっているので，
K-ゲージmKが有限となるための必要十分条件や，再帰性，非再帰性の条件を求め
る例をいくつか挙げることができる．ところが分枝ランダムウォークの場合には，ラ
ンダムウォークのグリーン函数などがきちんと計算できないため，分枝ブラウン運
動と同様の例を挙げることはかなり難しい．よってここでは，1点のみで分裂しう
る最も簡単な場合において，任意の有限集合Kに対してmKが有限となるための十
分条件を与える．

この章ではQ(x) = 1{0}(x)，すなわち原点 0 ∈ Zdのみで分裂が起こるとする．こ
こで

λ :=

∞∑
k=2

(k − 1)pk(0)

とおくと，分枝頻度は q(x) = λ1{0}(x)となり，命題 3.2から

mK(x) = Ex

[
1{τK<∞} exp

(
λ

∫ τK

0

1{0}(Xt)dt

)]

が従う．mKの有限性を与えるために定理 4.1を適用したいのだが，ν(K,Zd)を計算
するのは困難である．したがって，任意の有限集合Kに対して ν(K,Zd) ≥ 1となる
ための十分条件を求めることにより，定理 4.1を適用する．
任意の U ⊂ Zdに対して

ν(U) : = inf
ϕ

−∑
y∈U ϕ(y)Lϕ(y)∑

y∈U q(y)ϕ(y)2

= inf
ϕ

a
4d

∑
y,z∈U, y∼z |ϕ(y) − ϕ(z)|2∑

y∈U q(y)ϕ(y)2

と定義する．ここでの下限は，恒等的に 0ではなくU の中にコンパクトな台を持つ
函数全体でとる．このとき，任意の有限集合Kに対して

ν(K,Zd) > ν(Zd)

が成り立つので，ν(Zd) ≥ 1であれば，任意の有限集合Kに対してmK <∞となる
ことが定理 4.1より分かる．
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固有値 ν(Zd)を計算する．[4, 例 2.1.2]と同様にして，函数 λ−
1
2 Px(σ0 < ∞)が

ν(Zd)の定義式の下限を満足させるものであることが分かる．ここで σ0 := inf{t >
0 | Xt = 0}は，ランダムウォークが点 0に初めて到達するランダムな時刻である．
G(·, ·)を平均滞在時間が 1のランダムウォークのグリーン函数とすると，強マルコ
フ性より

G(x, 0) = Ex

[∫ ∞

0

1{0}(Xt)dt

]
= Ex

[∫ ∞

σ0

1{0}(Xt)dt

]

= Ex

[
EXσ0

[∫ ∞

0

1{0}(Xt)dt

]
; σ0 <∞

]

= Ex

[
E0

[∫ ∞

0

1{0}(Xt)dt

]
; σ0 <∞

]

= G(0, 0)Px(σ0 <∞)

なので，

Px(σ0 <∞) =
G(x, 0)

G(0, 0)
=
Gδ0(x)

G(0, 0)

を得る．ただし，
Gδ0(·) :=

∑
y∈Zd

G(·, y)δ0(y).

よって，

ν(Zd) =
1

λG(0, 0)2

∑
y∈Zd

Gδ0(y) (−LGδ0(y))

=
a

λG(0, 0)2

∑
y∈Zd

Gδ0(y)δ0(y)

=
a

λ

1

G(0, 0)

となる．ここで，aは−a−1LG = idから出てくる．従って，任意の有限集合Kに対
してmK <∞となるための十分条件は

a

λ
≥ G(0, 0) (5.1)

であることが分かる．
条件式(5.1)は，次のことを意味する．まず，aが大きいほど(5.1)を満たしやすく，

よってmK <∞となりやすい．これは 1点に滞在する時間が短いほど，分裂が起こ
る前に別の場所に移動してしまう可能性が高くなり，よって粒子数は増加しにくい
ということである．一方，λが大きいほど(5.1)を満たしにくいので，mK = ∞とな
りやすい．これは 1回の分裂で生まれる粒子数が多いほど，Kに到達する分枝数も
増加しやすいということである．
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G(·, ·)は積分の形で表現されるが，最も計算が容易なはずのG(0, 0)ですら値を求
めることは出来ない．実際，G(0, 0)は次で表される：

G(0, 0) =
d2

(2π)d

∫ π

−π

· · ·
∫ π

−π

dθ1 · · · dθd

d2 − (cos θ1 + · · ·+ cos θd)2
.

これをmathematicaで近似計算をすると次のようになる．

d = 3のとき G(0, 0) = 1.51638

d = 4のとき G(0, 0) = 1.23947

d = 5のとき G(0, 0) = 1.15631

これは，次元が高いほど 1粒子のランダムウォークは無限遠方に速く行くので，分裂
のしかたが一緒であれば，分枝ランダムウォークにおいても次元が高いほどmK <∞
となりやすいことを表している．
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第6章 到達確率の性質

　ここでは到達確率 hKと ψKの間の関係を導き，ψK に関するいくつかの性質を示
す．ψKは第 2章で定義した，過程Xtの少なくとも一つの粒子がいつかKに到達す
る確率，hKは(3.3)で定義したものである．
{Ul}∞l=1をZdにおける exhausting sequenceとする．K ⊂ Zdに対してΩ := Zd\K,

Ωl := Ω ∩ Ulとし，函数
ψl := ψΩl

l , Gl := GΩl

を考える．

fl := P (·, 1 − ψl)(1 − ψl)

fK := P (·, 1 − ψK)(1 − ψK)
(6.1)

とおき，hlをΩlにおける境界値問題
{
Lhl = 0

hl|∂Ωl
= 1, hl|∂Ul

= 0.

の解とする．

補題 6.1. 任意の x ∈ Ωlに対して

ψl(x) = hl(x) +
∑
y∈Ωl

Gl(x, y)fl(y)ψl(y) (6.2)

が成り立つ．

証明. 命題 2.2で，ψlが

Lψl + P (x, 1 − ψl)(1 − ψl)ψl = 0

を満たすことを示した．また，定義より ψl|∂Ω = 1, ψl|∂Ul
= 0であるから，ψlはΩl

における境界値問題
{
Lψl + flψl = 0

ψl|∂Ωl
= 1, ψl|∂Ul

= 0
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の解である．故に，w := ψl − hlとおくと，このwは
{
Lw = −flψl

w|∂Ω = 0, w|∂Ul
= 0

を満たす．これより
w =

∑
y∈Ωl

Gl(·, y)fl(y)ψl(y)

が得られ，これはまさに(6.2)である．

補題 6.2. K ⊂ Zdを有界集合とし，Ω = Zd\Kとする．一点x ∈ Ωに対してψK(x) <

1が成り立つならば，この xについて

ψK(x) = hK(x) +
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)P (y, 1− ψK(y))(1− ψK(y))ψK(y) (6.3)

が成り立つ．

証明. (6.1)を用いると，(6.3)は次のように書き換えることができる．

ψK(x) = hK(x) +
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)fK(y)ψK(y). (6.4)

(6.2)を用いて(6.4)が従うことを示す．ψl → ψK , fl → fK , hl → hK , Gl → GΩな
ので，Fatouの補題より

ψK(x) ≥ lim
l→∞

hl(x) + lim inf
l→∞

∑
y∈Ωl

Gl(x, y)fl(y)ψl(y)

≥ hK(x) +
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)fK(y)ψK(y).

が従う．故に
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)fK(y)ψK(y) ≤ 1 (6.5)

が成り立つ．Ω′を，xを含むΩの連結成分とする．このとき全ての y /∈ Ω′に対して
GΩ(x, y) = 0なので，(6.2), (6.4)において，和の範囲はΩ′に制限しても構わない．
K は有界であり，一点 x ∈ Ω′において ψK(x) < 1であるので，注意 2.6より Ω′上
全体で ψK < 1である．K ′を，K ∪ ∂K ⊂ K ′を満たすような有界集合とする．す
ると，∂(Zd \ K ′)上で ψK ≤ 1 − δとなるような 0 < δ < 1が存在する．これより
Ω′\K ′において

ψK ≤ 1 − δ
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が従う．この不等式と(6.1), (2.5)により，全ての x ∈ Ω′\K ′に対して

fl(x) ≤P (x, 1 − ψl(x)) ≤ P (x, 1) ≤ C0P (x, 1 − ψK(x))

≤ C0P (x, 1 − ψK(x))(1 − ψK(x)δ−1 = C0δ
−1fK(x)

が従う．ここでC0は仮定 (B)の定数である．これと列 {Gl}, {ψl}が単調増加である
ことから，任意の y ∈ Ω′\K ′に対して

Gl(x, y)fl(y)ψl(y) ≤ C0δ
−1GΩ(x, y)fK(y)ψK(y)

が成り立つ．(6.5)より上式右辺はΩ′上で可積分であるから，Ω′\K ′上でも可積分で
あり，優収束定理より∑

y∈Ω′\K′
Gl(x, y)fl(y)ψl(y) −−−→

l→∞

∑
y∈Ω′\K′

GΩ(x, y)fK(y)ψK(y) (6.6)

を得る．一方，K ′ \Kは有限個の元からなるので，∑
y∈K′\K

Gl(x, y)fl(y)ψl(y) −−−→
l→∞

∑
y∈K′\K

GΩ(x, y)fK(y)ψK(y).

これと(6.6)を合わせて，∑
y∈Ω′\K

Gl(x, y)fl(y)ψl(y) −−−→
l→∞

∑
y∈Ω′\K

GΩ(x, y)fK(y)ψK(y)

を得る．故に，(6.2)において l → ∞とすることにより，(6.4)が得られる．

補題 6.3. K ⊂ Zdに対してΩ = Zd\Kとし，ある x ∈ Ωに対して∑
y∈Ω

GΩ(x, y)q(y) <∞

が成り立つとする．このとき，この点 xに対して

ψK(x) = hK(x) +
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)P (y, 1− ψK(y))(1− ψK(y))ψK(y) (6.7)

が成り立つ．

証明. 補題 6.1より，

ψl(x) = hl(x) +
∑
y∈Ωl

Gl(x, y)P (y, 1− ψl(y))(1 − ψl(y))ψl(y). (6.8)

ここでGl ≤ GΩ，ψl ≤ 1であり，(2.5)より P (·, 1 − ψl) ≤ qである．よって，

GΩl
(x, ·)P (·, 1− ψl)(1 − ψl)ψl ≤ GΩ(x, ·)q

となり，右辺は可積分函数なので，(6.8)において l → ∞とすることで優収束定理
より(6.7)を得る．

25



補題 6.4. 次の条件

(a) Kが有界かつ ψK �≡ 1

(b) 一般の集合Kについて，hK �≡ 1であり，かつ任意のx ∈ Ωに対して(6.3)が成立

のどちらかが成立すれば，

lim inf
x→∞

ψK(x) = 0 (6.9)

が従う．

証明.

(a)の場合には，Ω′ ⊂ Ωを，任意の x ∈ Ω′に対して ψK < 1が成り立つ連結集合
のうち，元の数が最も多いものとする．すると最小値原理より，Ω′は非有界である．
補題 6.2より，任意の x ∈ Ω′に対して

ψK(x) = hK(x) +
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)F (y) (6.10)

が成り立つ．ここで
F := P (·, 1− ψK)(1 − ψK)ψK .

(b)の場合には，Ω′ ⊂ Ωを，任意の x ∈ Ω′に対して hK < 1が成り立つ連結集合
のうち，元の数が最も多いものとする．hK は Ω上調和なので，先と同じように最
小値原理から，Ω′は非有界であることが分かる．このΩ′に対して補題 6.3より，任
意の x ∈ Ω′に対して(6.10)が成立する．

(a), (b)それぞれの場合で定めたΩ′に対して，Ω′における境界値問題

{
Lv = −F
v|∂Ω′ = 1

(6.11)

を考える．補題3.5の証明と全く同様にして，(6.11)の非負の最小解 vminが存在して，

vmin(x) = hK(x) +
∑
y∈Ω′

GΩ′(x, y)F (y)

となることを確かめることができる．これと(6.10)を比べることでΩ′上 vmin ≡ ψK

であることが分かる．次に

inf
Ω′
vmin = 0 (6.12)
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を背理法で証明する．infΩ′ ψK > ε > 0を仮定し，函数

v := vmin − ε(1 − hK)

を考えると，この vも(6.11)の正の解となる．今，(a),(b)のそれぞれについて

inf
Ω′
hK < 1

も成り立つ．よって

inf
Ω′
v = inf

Ω′
vmin − ε inf

Ω′
(1 − hK) > inf

Ω′
vmin

となり，vminの最小性に矛盾するので，(6.12)が成り立つ．
今，Ω′ は非有界である．また，ψK は Ω′ 上の優調和函数であり，Ω′ ∩ ∂Ω′ 上で

ψK > 0であるから，(6.9)が従う．
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第7章 グリーン函数とK-ゲージ

　この章ではK ⊂ Zdを有限集合とし，Ω := Zd\Kとする．

定義 7.1. (3.3)で定義した hS について，hS(x) < 1となるような点 x ∈ Zdが少な
くとも一つ存在する時，集合 S ⊂ Zdはthinであるという．

Sが thinならば inf hS = 0である．また，ランダムウォークXtが非再帰的ならば，
任意の有限集合は thinである．すなわち，d ≥ 3のとき，任意の有限集合は thinで
ある．

定理 7.2. K ⊂ Zdを有限集合とし，q �≡ 0とする．このとき，次の条件のいずれか
が成立すれば，過程X tはK-非再帰的である．

(i) Xtが非再帰的であり，任意の x ∈ Zdに対して
∑

y∈Zd\S
G(x, y)q(y) <∞ (7.1)

となる thinな集合 Sが存在する．

(ii) Zd上で，不等式

Lu− qu ≥ 0 (7.2)

が成り立つような正の有界函数 uが存在する．

注意 7.3. [5, 定理 5.1], [6, 定理 4.1]より，条件 (i)と (ii)は同値である．

注意 7.4. ([8, 注意 6.1]) 分枝過程X tが非再帰的になる簡単な例を二つ挙げる．

1. 条件(7.1)において S = ∅をとることができるとすると，任意の x ∈ Zdに対
して

∑
y∈Zd

G(x, y)q(y) <∞ (7.3)

ならば，(7.1)が成立するので，分枝過程X tは非再帰的である．
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2. qのサポートが thinであるとき．実際，Sを qのサポートの十分小さな近傍と
すると，それもまた thin．よって明らかに(7.1)の和は 0となる．qの値がど
れだけ大きくても，qのサポートが十分小なので，過程X tは非再帰的である．
（有限集合 U ⊂ Ωの中で qを十分大きくとることによって，λ(U) < 0とする
ことができるので，命題 4.4の対偶によりmK = ∞となる．定理 3.7は用いる
ことが出来ないが，定理 7.2が非再帰を保証する．）

注意 7.5. q �≡ 0であり，Zd上で不等式

Lv + qv ≤ 0

をみたすような正の函数 vが存在すれば，X tは非再帰的である．[定理 4.1(i)]

定理 7.2の証明. (i) 0 < ε < 1を固定し，S ′ := {x ∈ Zd|hS(x) > ε}とおく．x ∈ S

ならば hS(x) = 1 > εであるから S ′ ⊃ Sであり，S ′上では hS′ < ε−1hSなので，S ′

もまた thinである．ここで 0 < ϕ < 1なる函数

ϕ(x) =

{
1 x �∈ S ′

0 x ∈ S

を考える．Q′ := ϕQ (≤ Q), q′ := ϕq (≤ q)とおき，X
′
tをランダムウォークXt，分

枝率Q′，分枝構造 {pk}から構成される分枝過程とする．q′は S上で 0であるので，
(7.1)の仮定より，任意の x ∈ Zdに対して

∑
y∈Zd

G(x, y)q′(y) =
∑

y∈Zd\S
G(x, y)q′(y) ≤

∑
y∈Zd\S

G(x, y)q(y) <∞ (7.4)

が従う．S ′が thinなので，集合 S ′′ := K ∪ S ′もまた thinである（[5, 命題 4.2]）．
(7.4)と inf hS′′ < 1が成立しているので，補題 6.4(b)よりX

′
tは S ′′-非再帰的である．

また，S ′′の外ではX tとX
′
tは一致するので，X tは S ′′-非再帰的である．故に，K-

非再帰的である．
(ii) 0 < u < 1と仮定してよい．uは定数でない劣調和函数なので，強最大値原理

より，
c := max

K
u < sup

Zd

u

を得る．ここでw := u− cとおくと，wは
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Lw − qw ≥ 0 on Zd

w|K ≤ 0

0 < sup
Zd

w < 1
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を満たす．{Ul}を exhausting sequenceとし，ϕl := 1−ψUl
K とする．また，Ω := Zd\K

とする．すると，ϕlは Ulにおいて，⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Lϕl − P (x, ϕl)ϕl(1 − ϕl) = 0

ϕl|∂Ω = 0

ϕl|∂Ul
= 1

を満足する（(2.6)）．P (x, ·) ≤ q(x)なので，x ∈ Ulに対して

Lϕl(x) − q(x)ϕl(x) ≤ 0

が成り立つ．Ul\Kにおける作用素 L − qの比較原理より，w ≤ ϕlが従う．l → ∞
とすることにより，w ≤ 1− ψKとなる．これより ψK �≡ 1が従う．これはX tがK-

非再帰的であることの定義である．

GΩq(x) :=
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)q(y)

と定める．次の主張はGΩqとmK，そしてXtの非再帰性との間の関係についてで
ある．

命題 7.6. (i) 任意の x ∈ Ωに対して

GΩq(x) <∞
が成り立つと仮定する．このとき，Xtが非再帰的であることとXtが非再帰的
であることは同値である．

(ii)

c := sup
x∈Ω

GΩq(x) < 1 (7.5)

を仮定する．このとき任意の x ∈ Zdに対して

mK(x) ≤ (1 − c)−1hK(x)

が成り立つ．更に，infmK < 1ならばX tはK-非再帰的であり，infmK ≥ 1

ならばX tはK-再帰的である．

(iii)

inf
x∈D

∑
y∈D

GΩ(x, y)q(y) > 1

を満たす有限集合D ⊂ Ωが存在するなら，mK ≡ ∞である．
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証明. (i) 補題 6.3より，任意の x ∈ Ωに対して

ψK(x) = hK(x) +
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)F (y) (7.6)

が従う．ここで

F := P (·, 1 − ψK)(1 − ψK)ψK (≤ q(1 − ψK)ψK).

もしXtが再帰的であれば，X tも明らかにK-再帰的．一方，X tがK-再帰的である
とすると，ψK ≡ 1．よってF ≡ 0となり，(7.6)より hK ≡ 1を得る．従って，Xtも
K-再帰的となる．

(ii) Ωにおける和作用素 J を

Jf(x) :=
∑
y∈Ω

GΩ(x, y)f(y)q(y)

で定義する．すると，
sup

Ω
|Jf | ≤ c sup

Ω
|f |

となる．ここで cは(7.5)で定義したもの．これより，作用素ノルムを ||J ||で書くと，
||J || ≤ c < 1が成り立つ．よって，級数 I + J + J2 + . . . は (I − J)−1に絶対収束す
る．函数 (I − J)−1hK は(3.1)の正の最小解となるので，

mK = (I − J)−1hK ≤ (1 − c)−1hK

となる．これでmK <∞が分かったので，定理 3.4より後半の主張が従う．
(iii) mK <∞であると仮定し，

C := inf
x∈D

∑
y∈D

GΩ(x, y)q(y) > 1

とすると，(3.4)より

mK(x) ≥ hK(x) +
∑
y∈D

GΩ(x, y)mK(y)q(y)

≥ hK(x) + (inf
D
mK)

∑
y∈D

GΩ(x, y)q(y)

となる．よって
inf
D
mK ≥ inf

D
hK + C inf

D
mK

となるので，
(1 − C) inf

D
mK ≥ inf

D
hK > 0

を得る．故に C < 1となり，これは C > 1なる仮定に矛盾．従ってmK ≡ ∞であ
る．

注意 7.7. 命題 7.6の (i)において，命題の条件の代わりに(7.3)を仮定した場合には，
定理 7.2を用いて示せる．
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第8章 再帰性とK-ゲージ

　この章では分枝構造にさらなる仮定を付す．

(C) 任意の x ∈ Zdに対して

∞∑
k=2

k(k − 1)pk(x) <∞

が成り立つ．

函数 qを

q(x) := Q(x)

∞∑
k=2

k(k − 1)pk(x) (8.1)

と定義する．また，(2.3)と比較することにより，q(x) ≥ 2q(x)が分かる．
有限集合K ⊂ Zdを固定し，積率母函数

w(x, s) :=
∞∑

k=0

gk(x)s
k

を考える．ここで gkは，X tにおいていつかKに到達する分枝の数NK を用いて

gk(x) := Px(NK = k)

と表されるものである．XtのK-ゲージは

mK(x) := ExNK =
∞∑

k=1

kgk(x) =
∂w

∂s
(x, 1)

となる．同様にX tの 2次K-ゲージ vK を

vK(x) := ExN
2
k =

∞∑
k=1

k2gk(x) =
∂2w

∂s2
(x, 1) +

∂w

∂s
(x, 1)

と定義すると，明らかにmK(x) ≤ vK(x)である．
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補題 8.1. vK <∞を仮定すると，v = vKはΩ := Zd\Kにおける境界値問題
{
Lv = −qm2

K

v|∂Ω = 1
(8.2)

の正なる最小解である．ここで，qは(8.1)で定義したもの．vK < ∞でなければ，
(8.2)は正の解を持たない．

証明. 函数w(x, s)は次の等式をみたす ([3])：

Lw(x, s) + η(x,w(x, s)) = 0. (8.3)

ここで，

η(x, z) := Q(x)
[ ∞∑

k=2

pk(x)z
k − z

]
.

(8.3)を sに関して２回微分し，s = 1とすると，

L∂
2w

∂s2
(x, s)

∣∣∣
s=1

= LvK(x) −LmK(x),

∂2η(x,w(x, s))

∂s2

∣∣∣
s=1

=
[
Q(x)

( ∞∑
k=2

kpk(x)w(x, s)k−1 − 1
)∂2w

∂s2
(x, s)

+Q(x)
(∂w
∂s

(x, s)
)2

∞∑
k=2

k(k − 1)pk(x)w(x, s)k−2
]∣∣∣

s=1

= (vK(x) −mK(x))q(x) + q(x)mK(x)2

となる．よって
LvK − LmK + qm2

K = 0

を得る．今，LmK = 0であるので，

LvK = −qm2
K

が従う．境界値については明らかである．

注意 8.2. K-ゲージmKは完全に作用素Lにのみよって定まるのに対して，2次K-

ゲージ vKは (L, q)のペアによって定まる．

次に，この章の主定理を証明する．
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定理 8.3. 仮定 (A)(B)(C)が満たされ，ランダムウォークXtは非再帰的であるとす
る．{Kl}∞l=0をZd上の exhausting sequenceとし，Ωl := Zd \Klとする．

ql := q1Kl+1\Kl
, ql := q1Kl+1\Kl

と定め，mlを作用素Ll := L+ qlのKl-ゲージ，vlをペア (Ll, ql)から定まる 2次Kl-

ゲージとする．このとき，ある ε > 0が存在し，任意の l = 0, 1, 2, . . . に対して

inf
x∈∂Ωl+1

ml(x) ≥ 1 + ε, sup
x∈∂Ωl+1

vl(x) ≤ ε−1 (8.4)

が成り立つならば，過程XtはK0-再帰的である.

証明. 過程X
l

tを，過程X tの推移と分枝構造{pk}は変えずに，分枝率のみQ1Kl+1\Kl

に変えたものとする．すると，X
l

tの分枝頻度は qlとなる．よって，X
l

tはKl+1 \Kl

上でのみ分裂しうる．
整数 nを固定して，スタートが点 x(0) ∈ ∂Ωnで，j回目に生成された子孫（これ

を j 世代目という）が ∂Ωn−j の上にあるように，あるランダムな分枝木 Γn ⊂ Zd

を構成する．x(j)
1 , x

(j)
2 , . . . を j世代目としたとき，j + 1世代目を次のように構成す

る．l := n − j − 1とし，x(j)
1 , x

(j)
2 , . . . のそれぞれからスタートする過程X

l

tの独立
なコピーを考える．ここで，x(j)

i ∈ ∂Ωl+1であることに注意する．このそれぞれの
過程において，∂Ωl 上の過程の枝が初めてKl に到達した場所を特定し，それらを
x

(j+1)
1 , x

(j+1)
2 , . . . とする．もし，Klに到達するのがなければ，木Γnはそのステップ

で終了となる．
x ∈ ∂Ωl+1を木 Γnの点とし，Nlを Γnにある点 xの（直接の）子の数とする．こ

のとき明らかに
ExNl = ml(x), ExN

2
l = vl(x)

である．仮定(8.4)より，任意の x ∈ ∂Ωl+1に対して

ExNl ≥ 1 + ε, ExN
2
l ≤ ε−1

となる．ゴルトン-ワトソンの定理の系より，2次モーメントが一様に有界であるこ
とから，Γnは少なくとも π(ε) > 0の確率でK0に到達する．
X tの分枝率はX

l

tの分枝率よりも大きいので，x ∈ ∂Ωnをスタートした過程X tは，
少なくとも π(ε)の確率でK0に到達する．従って任意の x ∈ ∂Ωnに対してψK0(x) ≥
π(ε)が成り立ち，これは任意の x ∈ Zdに対しても成り立つ．故に補題 6.4（の対偶）
より，ψK0 ≡ 1が得られ，過程X tはK0-再帰的であることが言えた．

ある条件下では，ペア (L, q)から定まる 2次K-ゲージは，作用素 L + 2qから定
まるK-ゲージによって上から評価できる．
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補題 8.4. 仮定 (C)に加えて，

C1 := sup
x

∞∑
k=2

k(k − 1)pk(x) <∞ (8.5)

も仮定する．mK を作用素 L = L + qのK-ゲージ，vK をペア (L, q)からなる 2次
K-ゲージ，mKを作用素L+ 2qのK-ゲージとする．このとき，任意の x ∈ Zdに対
して

vK(x) ≤ C1(sup
Zd

mK)mK(x) (8.6)

が成り立つ．

証明. (8.6)の右辺が無限大ならば自明であるので，(8.6)の右辺は有限であるとす
る．命題 3.3より，mK はΩ := Zd\Kにおける境界値問題{

Lf + 2qf = 0

f |∂Ω = 1

の正なる最小解である．この境界値問題は{
Lf = −qf
f |∂Ω = 1

(8.7)

と同値である．今，Ω上の作用素Lのグリーン函数をGΩと同様に定義し，GL
Ωと書

く．Ω上の非負函数に対する作用素として

GL
Ω[f ](x) :=

∑
y∈Ω

GL
Ω(x, y)f(y)

を考える．補題 3.5の証明と同様にして，(8.7)より

mK = mK +GL
Ω[qmK ] (8.8)

が得られる．（この式からGL
Ωの有限性が言えている．）上と同様にして(8.2)より，

vK = mK +GL
Ω[qm2

K ] (8.9)

も得られる．ここで(2.1), (2.3), (8.1), (8.5)より

q = Q(x)
∞∑

k=2

k(k − 1)pk(x)

≤ C1Q(x) = C1Q(x)
∞∑

k=2

pk(x)

≤ C1Q(x)

∞∑
k=2

(k − 1)pk(x) = C1q(x)
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であるから，(8.9)及びmK ≤ mK より

vK ≤ mK +GL
Ω[C1q(sup

Ω
mk)mK ]

= mK + C1(sup
Ω
mK)GL

Ω[qmK ]

≤ mK + C1(sup
Ω
mK)GL

Ω[qmK ]

となる．更に(8.8)を用いることで

vK ≤ mK + C1(sup
Ω
mK)(mK −mK)

≤ C1(sup
Zd

mK)mK + {1 − C1(sup
Zd

mK)}mK

≤ C1(sup
Zd

mK)mK

を得る．

系 8.5. 定理 8.3の仮定の下で，さらに(8.5)も仮定する．作用素L + 2qlのKl-ゲー
ジをmlで表す．ある ε > 0が存在して，任意の l = 0, 1, 2, . . . に対して

inf
x∈∂Ωl+1

ml(x) ≥ 1 + ε, sup
x∈Ωl+1

ml(x) ≤ ε−1 (8.10)

が成り立つならば，過程XtはK0-再帰的である．

証明. lについて一様に sup∂Ωl+1
vlが有限となることのみ示せばよい．Kl+1の外で

はmlは調和かつ最小であるので，最大値原理より任意の x ∈ Ωl+1に対して

ml(x) ≤ ε−1 (8.11)

が成り立つ．故に(8.10)と合わせて，任意の x ∈ Zdに対しても(8.11)が成り立つこ
とを得る．補題 8.4より，任意の x ∈ Zdに対して

vl(x) ≤ C1(supml)
2 ≤ C1ε

−2

となるので，定理 8.2より主張が従う．
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第9章 再帰性，非再帰性とグリーン
函数

　 x = (x1, x2, . . . , xd), y = (y1, y2, . . . , yd) ∈ Zdのとき，Zd上の距離 d(x, y)を

d(x, y) := |x1 − y1| + |x2 − y2| + · · ·+ |xd − yd|

で定義する．ここでは，

B(x, r) := {y ∈ Zd|d(x, y) ≤ r}

を中心 x，半径 rの球と言うことにする．また，B(x, r)の表面積 S(x, r)を

S(x, r) := {y ∈ B(x, r)|d(x, y) = r}

と定義し，体積 V (x, r)を

V (x, r) := 1 +
r∑

k=1

S(x, k) = B(x, r)

と定義する．このとき次が成り立つ：

(a) 倍体積性：任意の x ∈ Zdと任意の r > 0に対して

V (x, 2r) ≤ CV V (x, r). (9.1)

(b) 体積増加性：ある α > 2が存在して，任意の x ∈ Zdと任意のR > r > 0に対
して

V (x,R)

V (x, r)
≥ 1

CV

(R
r

)α

.

(c) グリーン函数の評価：任意の x, y (x �= y)に対して

C−1
G

d(x, y)2

V (x, d(x, y))
≤ G(x, y) ≤ CG

d(x, y)2

V (x, d(x, y))
. (9.2)
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定理 9.1. 仮定 (A), (B)を満たしているとする．基準点 o ∈ Zd を固定し，|x| :=

d(x, o)とする．また，|x|が十分大きくなる任意の xに対して

q(x) ≥ b

|x|2

が成り立つとする．このとき，ある正の定数 b0 = b0(α,CV , CG)が存在して，b > b0
ならばXtは再帰的となる．

注意 9.2. 定理 9.1からも，有限個の点でのみ分裂が起こる場合には必ず非再帰にな
ることが分かる．

定理 9.1を証明する前に，(a), (b), (c)から導かれるいくつかの結果を述べる．

ラプラス作用素の固有値： 任意の有限集合 U ⊂ Zdに対して，ディリクレ境界
をもつ U におけるラプラス作用素の最小固有値を λ0(U)と書く．（λ(U)は，作用素
L = L+ qの最小固有値であった事に注意．）仮定 (a)は，任意の球B(x,R)に対して

λ0(B(x,R)) ≤ Cλ

R2

が成り立つことを保証している．

(∵) テスト函数 ϕを

ϕ(y) :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 y ∈ B(x, R
2
)

− 2
R
|y − x| + 2 y ∈ B(x,R) \B(x, R

2
)

0 y ∈ Zd \B(x,R)

と定める．すると，d(y, z) = 1（すなわち y ∼ z）のとき |ϕ(y)− ϕ(z)| ≤ 2
R
なので，

λ0(B(x,R)) ≤

a

4d

∑
y,z∈B(x,R), y∼z

|ϕ(y) − ϕ(z)|2

∑
y∈B(x,R)

ϕ(y)2
≤ 2a

R2

V (x,R)

V (x,R/2)
≤ 2aCV

R2

となる．

グリーン函数の和： (a)と (c)から，任意の球B(x,R)に対して
∑

y∈B(x,R)

G(x, y) ≤ CIR
2 (9.3)

が従う．
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(∵) (9.1)を用いて計算すると，

∑
y∈B(x,R)\{x}

G(x, y) ≤ CG

∑
y∈B(x,R)\{x}

d(x, y)2

V (x, d(x, y))

= CG

∞∑
k=0

∑
y:2−(k+1)R<d(x,y)≤2−kR

d(x, y)2

V (x, d(x, y))

≤ CG

∞∑
k=0

∑
y:2−(k+1)R<d(x,y)≤2−kR

(2−kR)2

V (x, 2−(k+1)R)

≤ CG

∞∑
k=0

V (x, 2−kR)

V (x, 2−(k+1)R)

R2

4k

となり，(9.2)を用いると

∞∑
k=0

V (x, 2−kR)

V (x, 2−(k+1)R)

R2

4k
≤ CVR

2
∞∑

k=0

1

4k
=

4

3
CVR

2

となるので，(9.3)が従う．

ハルナック不等式： [9, 命題 10.1]より，(a)と (c)から，Zd上の調和函数がハル
ナック不等式をみたすことが従う．すなわち，球B(x,R)を任意とし，uをB(x,R)

上の非負値函数としたとき，B(x,R)においてLu = 0であれば，

sup
B(x,R/2)

u ≤ H0 inf
B(x,R/2)

u (9.4)

が成り立つ．ここで，H0 = H0(CV , CG)であり，x,Rには依らない．また，[7], [10]

の結果として，(a), (b), (c)と(9.4)から，B(x,R)における非負函数 uが

Lu− qu = 0

を満たすならば，

sup
B(x,δR)

u ≤ H inf
B(x,δR)

u (9.5)

が成り立つことが言える．ここで，qは一般の非負函数，δ = δ(α,CV , CG) ∈ (0, 1/2)，

H = H0 exp
(
C sup

x′∈B(x,R)

∑
y∈B(x,R)

G(x′, y)q(y)
)

であり，C = C(α,CV , CG) > 0である．このHは球B(x,R)の取り方による．
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定理 9.1の証明. |x| ≥ r0 > 0なる全ての xに対して，q(x) = b/|x|2が成り立つと
仮定しても一般性を失わない．K ⊂ Zdを有限集合として，X tがK-再帰的である
ことを示す．
X tがK-非再帰的である（すなわち v := ψK �≡ 1）と仮定すると，補題 6.4より，

lim infx→∞ v(x) = 0 である．よって，u := 1 − ψKに対して

lim sup
x→∞

u(x) = 1

となるので，u(xn) > 1/2, xn → ∞なる列 {xn}n≥1 が存在する．rn := |xn| =

d(xn, o), Rn := rn/4とおく．今，

B(xn, 2Rn) ∩ (B(o, r0) ∪K) = ∅

となる程に rnが大きいと仮定することができる．すると，任意の y ∈ B(xn, Rn)に
対して

q(y) =
b

|y|2 ≤ 2b

r2
n

が成り立つので，(9.3)を用いると，任意の x′ ∈ B(xn, Rn)に対して

∑
y∈B(xn,Rn)

G(x′, y)q(y) ≤ 2b

r2
n

∑
y∈B(xn,2Rn)

G(x′, y) ≤ 2b

r2
n

CI(2Rn)2 =
1

2
CIb (9.6)

が従う．函数 uはZd \Kにおいて等式(2.6)を満たす．すなわち

Lu− P (x, u)vu = 0 (9.7)

を満たす．q̃(x) := P (x, u)vとおくと，(9.7)は

Lu− q̃u = 0

と書ける．故に，ハルナック不等式(9.5)より

sup
B(xn,δRn)

u ≤ H0 exp
(
C sup

x′∈B(xn,Rn)

∑
y∈B(xn,Rn)

G(x′, y)q̃(y)
)

inf
B(xn,δRn)

u

≤ H0 exp
(
C sup

x′∈B(xn,Rn)

∑
y∈B(xn,Rn)

G(x′, y)q(y)
)

inf
B(xn,δRn)

u

≤ H inf
B(xn,δRn)

u

が従う．ここで，Hは nに依らない定数H := H0 exp(CCIb)であり，この評価には
q̃ ≤ qであること及び(9.6)を用いている．今，u(xn) > 1/2なので

sup
B(xn,δRn)

u ≥ 1

2
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であり，これより

inf
B(xn,δRn)

u ≥ 1

2H
(9.8)

を得る．(9.7)を
Lv + P (x, u)uv = 0

と書き直す．(2.5), (9.8)より，任意の x ∈ B(xn, δRn)に対して

P (x, u(x))u(x) ≥ 1

2HC0
q(x) =: cq(x)

が成り立つので，
Lv + cqv ≤ 0

が得られる．wをB(xn, δRn)でのLの最小固有函数とする．すなわち，wはB(xn, δRn)

において
{
Lw + λw = 0

w|∂B(xn,δRn) = 0

を満たすとする．ここで，λ = λ0(B(xn, δRn)) ≤ Cλ(δRn)−2である．B(xn, δRn)に
おいてw > 0と仮定しても構わない．すると，B(xn, δRn)において

q(x) =
b

|x|2 ≥ b

2r2
n

=
b

32R2
n

であるから，

b ≥=
32Cλ

δ2c
=: b0

ならば

−Lw
w

= λ ≤ Cλ

δ2R2
n

≤ Cλ

δ2

(32q

b

)
≤

(32Cλ

δ2bc

)
cq ≤ cq ≤ −Lv

v

が成り立つ．すると補題 2.3より，

sup
∂B(xn,δRn)

w

v
≥ sup

B(xn,δRn)

w

v
(9.9)

が従う．今，(9.9)の右辺は正であるが，w|∂B(xn,δRn) = 0より左辺は 0であるから，
矛盾．故にX tはK-再帰的であり，主張が従う．
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