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はじめに

確率解析の応用分野である数理ファイナンスでは、目的に応じたいろいろな金融市
場モデルが提唱されている。本修士論文では、Takaoka[T1]で提唱されているBlack-

Scholesモデルの拡張モデルを、金利から受ける影響を考慮するパラメータを入れる
ことによって拡張し、元のモデルとの差について考察する。本修士論文では、次の
安全資産Bと危険資産Sα からなる金融市場モデルについて考える。

Bt = ert

Sα
t = S0e

αrt

∫ ∞

0
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{
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σ2t

}
λ(dσ)

ただし、λ ∈ Λ2 := {((0,∞),B((0,∞)))上の確率測度 | ∫∞
0

σ2λ(dσ) < ∞}であり、
{Wt}はフィルター付き完備確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の１次元標準ブラウン運動と
し、満期は T > 0で、t ∈ [0, T ], α ∈ R, rとCは正定数, S0 はF0-可測な確率変数
とする。Sαは伊藤の公式より

dSα
t = (αr+Cφ(t)Sα

t )dt+φ(t)Sα
t dWt

(
φ(t) :=

∫∞
0

σ exp{σ(Wt + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(Wt + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

)

と表示される。ただし、φ(t)Sα
t dWtは確率積分の表示である。α = 1のとき、Takaoka[T1]

で提唱されているモデルであり、λが単位分布のとき、Black-Scholesモデルと呼ば
れるものに対応する。Takaoka[T1]で提唱されているモデルの特徴としては、λに
よって危険資産の性質が異なる点であり、特に λの台の下限mがm = 0、または λ

の台の上限M がM = ∞のとき、Black-Scholesモデルとの相違点が多い。
Black-ScholesモデルやTakaoka[T1]で提唱されているモデルの良い点は、大きく
二つある。一つ目は裁定機会が存在しないことである。裁定機会が存在するとは、
「元手 0から取引を始めて、確率正で正の利益を得ることが出来る」ということであ
る。二つ目はリスク中立確率の存在である。θα(t) := C − r(1−α)

φ(t)
とすれば、Sαは

dSα
t = rSα

t dt + φ(t)Sα
t d

(
Wt +

∫ t

0

θα(s)ds

)
(1)

と表示できる。ここで、W α
t := Wt +

∫ t

0
θα(s)dsをブラウン運動にするような確率測

度Pαの存在を仮定する。(1)の表示から、Pαの下で危険資産の成長率は安全資産の
成長率と同じと解釈できるので、金融市場はリスク中立であると見なせる。この確
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率測度Pαをリスク中立確率と呼ぶ。数理ファイナンスでは、「金融派生商品の価格
は、リスク中立確率の下で計算したものが、元の確率の下で計算したものと等しい」
という普遍原理がある。実際、リスク中立確率の下で計算する方がマルチンゲール
の理論など確率過程の性質が生きてくる。また、裁定機会が存在しないこととリス
ク中立確率の存在することは、ほぼ同値であることが知られている。よって、筆者
の拡張においても、この性質が保存されるか否かを調べることが、数学の出発点と
して最も重要であり、本修士論文の主結果はこれに関するものである。
この二つの性質が成り立つためには、θα(t)の性質が重要である。α = 1または

λが単位分布の場合は、θα(t) は tに依らない定数になる。しかし α 6= 1の場合は、
θα(t)が tに依存する関数になり、特に λの台の下限が 0の時は非有界になる。これ
が筆者のモデルの特徴である。このことが重要なのは、一般の金融市場モデルで、
θα(t) に対応する市場リスク価格過程が非有界の場合、必ずしも上述の二つの性質が
成り立つとは限らないと知られているからである。
リスク中立確率の存在を保証するのがGirsanovの定理である。Girsanovの定理
によれば、Zα(t) := exp{− ∫ t

0
θα(s)dWs− 1

2

∫ t

0
θα(s)2ds}が ({Ft}-)マルチンゲールな

らば、確率測度Pα(A) := E[1AZα(T )], A ∈ FT が構成でき、W α
t := Wt +

∫ t

0
θα(s)ds

は (Ω,FT , Pα)上のブラウン運動になる。確率過程 {Xt}が ({Ft}-)マルチンゲール
とは、Xtが Ft-可測かつ可積分で、E[Xt|Fs] = Xs (0 ≤ s ≤ t)が成り立つことで
ある。Girsanovの定理より、リスク中立確率が存在することを示すには、{Zα(t)}
がマルチンゲールになることを確認すればよいが、伊藤の公式と Fatouの補題より
{Zα(t)}はE[Zα(t)|Fs] ≤ Zα(s) (0 ≤ s ≤ t)を満たすことが分かる。よって {Zα(t)}
がマルチンゲールになることを示すには、E[Zα(t)]が時間に依らない定数になるこ
とを示せばよい。α = 1または λが単位分布の時は、この事を直接確認できる。し
かし、α 6= 1の場合は、E[Zα(t)]を直接計算するのは困難である。本修士論文では
Novikovの条件(Karatzas and Shreve [KS1] 3.5.13) を用いて {Zα(t)}がマルチン
ゲールになる十分条件を求めた。

定理 0.1. λ ∈ Λ2の台の下限をmとする。
(i)m > 0ならば、{Zα(t)}はマルチンゲールになる。
(ii)m = 0とする。正定数 y0 = y0(λ), D = D(T )が存在して、y > y0に対して

∫∞
0

σ exp{σ(−y + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(−y + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

>
D

y
(2)

が成り立つならば、{Zα(t)}はマルチンゲールになる。

本修士論文では、m = 0である全ての λ ∈ Λ2 に対して (2)の条件が成り立つこと
は示せなかったが、例えば、λがルベーグ測度に関する密度 ρを持ち、ρが原点近傍
で多項式程度の増大度を持つならば (2)の条件が成り立つことが示せた。
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(i)と (ii)の違いは以下の点からも興味深い。

定理 0.2. λ ∈ Λ2の台の下限をmとする。
m > 0のとき、t > 0, µ ∈ R, α ∈ Rに対して

lim
x→∞

P
(
log

Sα
t

S0
< −x

)

∫ −x

−∞
1√
2πη

exp
{
− (y−µ)2

2η

}
dy

=

{
0 η > m2t

∞ 0 < η < m2t
(3)

が成り立つ。また、m = 0かつ (2)を満たすとき、t > 0, η > 0, µ ∈ R, α ∈ R に
対して (3)の極限は 0になる。

これは、m = 0かつ (2)を満たす場合は、log
Sα

t

S0
の分布の左側の尾が、正規分布

の左側の尾より真に小さいことを表している。この性質は、Black-Scholesモデルに
は現れない性質である。
以上の議論の中では、αの大小が金融市場にどのような影響を与えているかは現
れなかったが、本修士論文では最適投資問題(Karatzas and Shreve [KS2] 3.5.3)の中
にその影響が現れることが示せた。最適投資問題とは、資産を分散投資して、満期
での期待効用を最大にするような戦略を探すことである。つまり、

Xx,π(t) = xBt + Bt

∫ t

0

1

Bu

π(u)φ(u)dWα
u

A′(x) = {π;適当な可積分性を持つ発展的可測な確率過程, Xx,π(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ] a.s}
U : [0,∞) → [−∞,∞);適当な凹関数

V (x) = sup
π∈A′(x)

E[U(Xx,π(T ))] (4)

とした時に、(4)の右辺の上限を達成する π = π̃を探すことである。πは Sαに投資
している資金の総量、Xx,πを初期資産 x, 戦略 πとした時の資金の総量と解釈する。
本修士論文では以下のような結果が得られた。

定理 0.3. α = 1のとき、任意の λ ∈ Λ := {((0,∞),B((0,∞)))上の確率測度 |∫∞
0

σλ(dσ) < ∞}に対して、π̃ > 0となる。また、α < 1のときは、π̃ < 0となる
λ ∈ Λが存在する。

このことは、投資家にとって、α < 1のときは、安全資産に比べて、危険資産が
魅力的でない場合があることを示している。
最後に、本修士論文の構成を紹介する。第１章では、本論文の中で中心的な役割
を果たすマルチンゲールやGirsanovの定理など、確率解析の手法について述べる。
第２章では、本論文で論じる数理ファイナンスの枠組みを導入し、取引や無裁定な
どの概念を確率論を用いて数学的に定義する。第３章では、Takaoka[T1] の拡張モ
デルを導入し、リスク中立確率の存在などの主結果について述べる。第４章では最
適投資問題を定式化し、第３章で導入したモデルに対して最適投資問題を考える。
第５章では確率論の基礎について補足する。
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第1章 準備

この章では、第２章以降に必要な概念を定義する。本章では (Ω,F , P;Ft)でフィ
ルター付き確率空間を表し、フィルター {Ft}は右連続 (Ft+ := ∩s>tFs = Ft)であ
り、F0 は F に含まれる零集合を全て含むと仮定する。Eで Pの期待値を表す。ま
た、断らない限り確率過程は実数値確率過程とし、連続時間で考える。

1.1 マルチンゲール
まず、マルチンゲールと呼ばれる確率過程について述べることにする。

定義 1.1. 確率過程X = {Xt}t≥0が (Ω,F , P;Ft)上のマルチンゲール (martingale)

であるとは次を満たすことである。

(i) Xは {Ft}-適合 (定義 5.5)である。

(ii) 任意の t ≥ 0に対して、E[|Xt|] < ∞である。

(iii) E[Xt|Fs] = Xsが任意の t ≥ sについて成り立つ。

また、確率過程Xが (i), (ii)と、

(iii)’ E[Xt|Fs] ≥ Xsが任意の t ≥ sについて成り立つ。

を満たすとき、劣マルチンゲール (submartingale)、

(iii)” E[Xt|Fs] ≤ Xsが任意の t ≥ sについて成り立つ。

を満たすとき、優マルチンゲール (supermartingale)という。

マルチンゲールの大きな特徴としては、期待値が時間に依らない定数になること
である。マルチンゲールの重要な性質をいくつか紹介する。

定理 1.2. ([KS1]1.3.15 Theorem) X = {Xt}t≥0を (Ω,F , P;Ft)上の右連続な劣マル
チンゲールで、C := supt≥0 E[X+

t ] < ∞を満たすものとする。このとき、X∞ :=

limt→∞ Xtがほとんど確実に存在し、かつ E[|X∞|] < ∞が成り立つ。

定理 1.2から次が言える。
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系 1.3. ([KS1] 1.3.16 Problem) X = {Xt}t≥0を (Ω,F , P;Ft)上の右連続な非負優マ
ルチンゲールとする。このときX∞ := limt→∞ Xt がほとんど確実に存在し、t = ∞
も込めて優マルチンゲールになる。

次に、任意抽出定理について述べる。

定理 1.4. (任意抽出定理 (Optional Sampling Theorem))([KS1] 1.3.22 Theorem)

X = {Xt}t≥0を (Ω,F , P;Ft)上の右連続な劣マルチンゲールで、X∞ := limt→∞ Xt

が存在するものとする。この時、フィルター {Ft}に関する二つの停止時刻 (定義
5.6)S ≤ T に対して、ほとんど確実に

E(XT |FS) ≥ XS

が成り立つ。ただしFSは定義 5.9で定義されるものである。

系 1.3と任意抽出定理から次が言える。

命題 1.5. ([KS1] 1.3.29 Problem) X = {Xt}t≥0を (Ω,F , P;Ft)上の連続な非負優マ
ルチンゲールとし、T := inf{t ≥ 0; Xt = 0}とする。このとき、{T < ∞}上で

XT+t = 0, 0 ≤ t < ∞
がほとんど確実に成り立つ。

命題 1.5は、後に最適投資問題を定式化する上で重要になる。次にマルチンゲー
ルの概念を弱めた局所マルチンゲールについて述べる。

定義 1.6. 確率過程 X = {Xt}t≥0 が (Ω,F , P;Ft)上の局所マルチンゲール (local

martingale)であるとは、停止時刻の増大列 {Tn}∞n=1で P[limn→∞ Tn = ∞] = 1と
なるものが存在し、任意の n ≥ 1に対して、{X(n)

t }t≥0 := {Xt∧Tn}t≥0がマルチン
ゲールになることである。

注意 1.7. マルチンゲールならば局所マルチンゲールであるが、逆は一般には成り
立たない。

局所マルチンゲールの簡単な性質を挙げる。

命題 1.8. X = {Xt}t≥0を下に有界な局所マルチンゲールとする。このとき、X は
優マルチンゲールになる。

証明. Xは局所マルチンゲールより、停止時刻の増大列 {Tn}∞n=1でP[limn→∞ Tn =

∞] = 1となるものが存在し、任意の n ≥ 1に対して、{X(n)
t }t≥0 := {Xt∧Tn}t≥0がマ

ルチンゲールになる。
t ≥ sとすると、ファトゥー (Fatou)の補題より

E[Xt|Fs] = E

[
lim inf
n→∞

Xt∧Tn

∣∣∣∣Fs

]
≤ lim inf

n→∞
E[Xt∧Tn|Fs] = lim inf

n→∞
Xs∧Tn = Xs

となる。
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次に、二次変分について述べる。特に断らない限り、(Ω,F , P;Ft)上の確率過程
について考える。

Mc
2 := {X = {Xt}t≥0 ;連続かつ２乗可積分なマルチンゲールで、X0 = 0 a.s}

とする。X ∈ Mc
2とすると、イエンセン (Jensen)の不等式 (命題 5.8)より、X2は

非負劣マルチンゲールになる。よってドゥーブ-メイヤー (Doob-Meyer)分解 (定理
5.16)により、

X2
t = Mt + At, 0 ≤ t < ∞

と表せる。ここで、M = {Mt}t≥0は連続なマルチンゲール、A = {At}t≥0は自然な
増加過程 (定義 5.13, 定義 5.14)である。この分解の一意性からXの二次変分 〈X〉を
（区別できない (定義 5.1)という意味で）一意に決めることができる。

定義 1.9. X ∈ Mc
2とする。このときXに対する２次変分 (quadratic variation)

〈X〉とは、自然な増加過程で 〈X〉0 = 0を満たし、かつX2 − 〈X〉がマルチンゲール
となるものである。

X, Y ∈ Mc
2とすると、２次変分の定義より、(X + Y )2 − 〈X + Y 〉 , (X − Y )2 −

〈X − Y 〉はそれぞれマルチンゲールになる。よって、その差 4XY − [〈X + Y 〉 −
〈X − Y 〉]もマルチンゲールになる。故に、二つの確率過程X, Y に対する２次変分
を次のように定める。

定義 1.10. X, Y ∈Mc
2とする。このときX, Y に対する２次変分 〈X,Y 〉を

〈X, Y 〉t :=
1

4
[〈X + Y 〉t − 〈X − Y 〉t], 0 ≤ t < ∞

とする。

また、X, Y ∈Mc,loc := {X = {X}t≥0;連続な局所マルチンゲールで、X0 = 0 a.s}
に対しても、以下の命題から２次変分 〈X〉 , 〈X,Y 〉が定義できる。
命題 1.11. ([KS1] 1.5.17 Problem) X, Y ∈ Mc,locとする。このとき、以下の条件
を満たす確率過程 〈X, Y 〉が一意に決まる。これをXと Y の２次変分と呼ぶ。

(i) 〈X,Y 〉0 = 0

(ii) 〈X,Y 〉は連続な増加過程である。
(iii) XY − 〈X,Y 〉 ∈ Mc,loc

注意 1.12. ([KS1] 1.5.7 Problem, 1.5.21 Exercise) X, Y, Z ∈ Mc,locかつα, β ∈ R
とすると、

〈X, X〉 = 〈X〉 , 〈X, Y 〉 = 〈Y,X〉 , 〈αX + βY, Z〉 = α 〈X,Z〉+ β 〈Y, Z〉
が成り立つ。さらにX, Y の少なくとも一方がほとんど確実に有界変動ならば、ほ
とんど確実に 〈X, Y 〉 = 0である。
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次に半マルチンゲールについて述べる。半マルチンゲ―ルは、局所マルチンゲー
ルを更に一般化したものである。

定義 1.13. 確率過程 X = {Xt}t≥0 が (Ω,F , P;Ft)上の連続な半マルチンゲール
(semimartingale)であるとは、X が {Ft}-適合で、ほとんど確実に次の分解を持
つことである。

Xt = X0 + Mt + At, 0 ≤ t < ∞ (1.1)

ここでM = {Mt}t≥0はM ∈Mc,loc、A = {At}t≥0 はA0 = 0を満たす連続な増加過
程であり、任意の t ≥ 0に対して [0, t]上有界変動であるものとする。
さらに上の分解を持つ連続な半マルチンゲールXに対して、２次変分 〈X〉を

〈X〉t := 〈M〉t
とする。

注意 1.14. Xが連続な半マルチンゲールのとき、分解は（区別できないという意味
で）一意に定まる。

1.2 ブラウン運動と確率積分
この節では、本修士論文で中心的な役割を果たすブラウン運動と確率積分を定義
し、その応用として、伊藤の公式とマルチンゲール表現定理について述べる。

定義 1.15. 実数値確率過程W = {W (t)}t≥0が (Ω,F , P)上の１次元標準ブラウン運
動 (Brownian motion)であるとは次を満たすことである。

(i) 非負実数列 t0 < t1 < · · · < tnに対して、W (t1)−W (t0), · · · ,W (tn)−W (tn−1)

が独立である。

(ii) s, t ≥ 0, A ∈ B(R)に対して、

P(W (s + t)−W (s) ∈ A) =

∫

A

1√
2πt

exp

(
−x2

2t

)
ds

が成り立つ。

(iii) ほとんど確実にW (0) = 0であり、ほとんど確実にW (t)は連続である。

また初期分布に関する仮定を弱めたものを単に (１次元)ブラウン運動と呼ぶことに
する。

１次元ブラウン運動は、2次変分の定義より、〈W 〉t = tであることが分かるが、
次の定理よりその逆も言える。
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定理 1.16. ([KS1] 3.3.16 Theorem) X = {Xt}t≥0を (Ω,F , P;Ft)上の１次元確率過
程とし、連続で {Ft}-適合であると仮定する。この時、Mt := Xt−X0が連続な局所
マルチンゲールであり、〈M〉t = tを満たすならば、Xは１次元ブラウン運動である。

1.1節ではフィルター {Ft}が右連続であることを仮定したが、１次元標準ブラウ
ン運動W に対して、FW (t) := σ{W (s); 0 ≤ s ≤ t}とすると、W (t)はFW (t)-可測
であるが、{FW (t)}t≥0は右連続ではない ([KS1] 2.7.1 Problem)。しかし、次のよう
なフィルターの拡大 (augmentation)を考えると、フィルターは右連続であるよう
に拡張できる。

命題 1.17. ([KS1] 2.7 Section) W を (Ω,F , P)上の１次元標準ブラウン運動、T > 0、
FW (t) := σ{W (s); 0 ≤ s ≤ t}、N を FW (T )上の零集合の族とする。このとき、
Ft := σ{FW (t)∪N}, t ∈ [0, T ] とすると、{Ft}0≤t≤T は右連続なフィルターになる。

次に確率積分という概念を導入する。目標はM ∈Mc,loc と

X ∈ P∗(M) := {X = {Xt}t≥0;発展的可測な確率過程で、

ほとんど確実に
∫ T

0

X2
t d 〈M〉t < ∞, 0 ≤ t < ∞}

に対して、確率積分
∫ t

0
XsdMsを定義することである。確率積分は、それ自体が確

率過程であり、特に（局所）マルチンゲールになるという点で非常に重要である。
以下、いくつかの段階に分けて定義する。断らない限り、フィルター付き確率空間
(Ω,F , P;Ft)上の確率過程を考える。

定義 1.18. 確率過程Xが

Xt = ξ01{0}(t) +
∞∑
i=0

ξi1(ti,ti+1](t), 0 ≤ t < ∞

という形に書けるとき、Xを単純 (simple)という。ただし、{tn}∞n=0は t0 = 0かつ
tn → ∞を満たす単調増加な実数列、{ξn}∞n=0は定数 C > 0に対して、ほとんど確
実に supn≥0 |ξn| ≤ Cを満たし、ξnがFtn-可測である確率変数の列である。また、単
純過程の集合をL0とする。
Xが単純の時、確率積分(X ·M)t :=

∫ t

0
XsdMsを

∫ t

0

XsdMs =
∞∑
i=0

ξi(Mt∧ti+1
−Mt∧ti)

と定義する。

更に広いクラスに対して確率積分を定義する。
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定義 1.19. M ∈Mc
2に対して、

L∗(M) := {X = {X}t≥0;発展的可測な確率過程で、

任意の T > 0に対して [X]T := (E

∫ T

0

X2
t d 〈M〉t)

1
2 < ∞}

とする。ただし、任意の T > 0に対して [X − Y ]T = 0の時は、Xと Y を同一視す
る。またL∗(M)上の距離 [·]を

[X − Y ] :=
∞∑

n=1

2−n(1 ∧ [X − Y ]n)

と定める。

M ∈ Mc
2とX ∈ L∗(M)に対して確率積分

∫ t

0
XsdMsを定義するが、そのために

いくつか準備する。

命題 1.20. ([KS1] 1.5.23 Proposition) M ∈ Mc
2とする。t ≥ 0に対して、‖M‖t :=√

E(X2
t ) とし、‖M‖ :=

∑∞
n=1 2−n(1 ∧ ‖M‖n) とする。この時、‖ · ‖の下でMc

2 は
完備距離空間になる。

命題 1.21. ([KS1] 3.2 Section B) X, Y ∈ L0, M ∈Mc
2に対して、以下が成り立つ。

E[(X ·M)t|Fs] = (X ·M)s (1.2)

‖X ·M‖ = [X] (1.3)

また、任意の t ≥ 0に対して、ほとんど確実に
∫ t

0

(αXu + βYu)dMu = α

∫ t

0

XudMu + β

∫ t

0

YudMu (1.4)

∫ t

0

Xud(αMu + βNu) = α

∫ t

0

XudMu + β

∫ t

0

XudNu (1.5)

〈X ·M, Y ·N〉t =

∫ t

0

XuYud 〈M, N〉u (1.6)

ただし、‖ · ‖は命題 1.20で定義した距離である。

以下の確率積分の定義の拡張は、以上の性質を保つ。

命題 1.22. ([KS1] 3.2.8 Proposition) M ∈ Mc
2 とすると、L0 は L∗(M)で稠密で

ある。
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以上を用いて、M ∈Mc
2とX ∈ L∗(M)に対して確率積分

∫ t

0
XsdMsを定義する。

命題 1.22からX ∈ L∗(M)に対して、{X(n)}n≥1 ⊂ L0が存在して、

[X(n) −X] → 0 as n →∞

と出来る。(1.3), (1.4)より、

‖X(n) ·M −X(m) ·M‖ = ‖(X(n) −X(m)) ·M‖ = [X(n) −X(m)] → 0 as n, m →∞

であるから、(1.2)と合わせて、{X(n) ·M}∞n=1 ⊂Mc
2はコーシー列になるが、命題

1.20よりMc
2は完備距離空間である。よって、I ∈Mc

2が存在して、

‖I −X(n) ·M‖ → 0 as n →∞

となる。この IをM ∈Mc
2とX ∈ L∗(M)に対する確率積分X ·M と定義する。

命題 1.23. ([KS1] 3.2.10 Proposition) M, N ∈ Mc
2, X, Y ∈ L∗(M) ∩ L∗(N) とす

る。この時、(1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) が成り立つ。

更に次が成り立つ。

命題 1.24. (国田-渡辺の不等式)([KS1] 3.2.14 Proposition)

M, N ∈Mc
2, X ∈ L∗(M), Y ∈ L∗(N) とする。この時、ほとんど確実に

∫ t

0

|XsYs|dξ̌s ≤
(∫ t

0

X2
s d 〈M〉s

) 1
2
(∫ t

0

Y 2
s d 〈N〉s

) 1
2

, 0 ≤ t < ∞

が成り立つ。ただし、ξ̌sは確率過程 ξ = 〈M, N〉の [0, s]上での全変動である。

次にM ∈ Mc,locとX ∈ P∗(M)に対して、確率積分を定義する。Mtが連続であ
ること考慮すると、停止時刻の増大列 {Sn}∞n=1で P[limn→∞ Sn = ∞] = 1となるも
のが存在し、任意の n ≥ 1に対して、{Mt∧Sn}t≥0 ∈ Mc

2となる。更にX ∈ P∗(M)

に対して、停止時刻の列 {Rn}∞n=1を

Rn = n ∧ inf

{
t ≥ 0;

∫ t

0

X2
s d 〈M〉s ≥ n

}

で定めると、{Rn}∞n=1は増大列で、P[limn→∞ Rn = ∞] = 1 が成り立つ。ここで、

Tn := Rn ∧ Sn, M
(n)
t := Mt∧Tn , X

(n)
t := Xt1{Tn>t}

とすれば、M (n) ∈Mc
2, X(n) ∈ L∗(M (n)) であり、確率積分X(n) ·M (n)が定義でき

る。よって確率積分X ·M を
∫ ｔ

0

XudMu =

∫ t

0

X(n)
u dM (n)

u ; 0 ≤ t ≤ Tn
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で定義する。
また、(1.1)の分解をもつ半マルチンゲールX と Y ∈ P∗(M)に対して、確率積

分を ∫ t

0

YsdXs :=

∫ t

0

YsdMs +

∫ t

0

YsdAs

と定義する。ただし、右辺第１項は確率積分、右辺第２項は ω ∈ Ωを固定するごと
の積分で定義する。

命題 1.25. ([KS1] 3.2 Section D) M, N ∈Mc,loc, X, Y ∈ P∗(M)∩P∗(N) とする。
この時、X ·M, Y ·N は局所マルチンゲールであり、(1.4), (1.5), (1.6)が成り立つ。

次に確率積分の応用である伊藤の公式について述べる。

定理 1.26. (伊藤の公式)([KS1] 3.3.3 Theorem) f : R→ Rを f ∈ C2、Xを (1.1)の
分解を持つ連続な半マルチンゲールとする。このとき、ほとんど確実に

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

d

dx
f(Xs)dXs +

1

2

∫ t

0

d2

dx2
f(Xs)d 〈Xs〉 , 0 ≤ t < ∞

が成り立つ。

伊藤の公式は「Xが半マルチンゲールならば、適当な関数 f に対して f(X)も半
マルチンゲールであり、その分解が確率積分で書ける」ということを意味している。
伊藤の公式は次の形に拡張できる。

定理 1.27. ([KS1] 3.3.6 Theorem) {Xt}t≥0を (Ω,F , P;Ft)上の d次元確率過程とし、
さらに各成分が (1.1)の分解を持つ連続な半マルチンゲールであることを仮定する。
このとき、ほとんど確実に

f(t, Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

∂

∂t
f(s,Xs)ds +

d∑
i=1

∫ t

0

∂

∂xi

f(s,Xs)dXs

+
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

∫ t

0

∂2

∂xi∂xj

f(s,Xs)d
〈
X(i), X(j)

〉
s
, 0 ≤ t < ∞

が成り立つ。

伊藤の公式から、部分積分の公式が導かれる。

定理 1.28. (部分積分の公式)([KS1] 3.3.12 Problem) X, Y を (1.1)の分解を持つ連
続な半マルチンゲールとする。このとき、ほとんど確実に

∫ t

0

XsdYs = XtYt −X0Y0 −
∫ t

0

YsdXs − 〈X, Y 〉t , 0 ≤ t < ∞

が成り立つ。
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最後に確率積分の応用として、マルチンゲールの表現定理について述べる。この
定理は、最適投資問題 (第 4章)の解を求めるときに、非常に重要である。

定理 1.29. (マルチンゲールの表現定理)([KS1] 3.4.15 Theorem, 3.4.16 Problem) W

を (Ω,F , P)上の 1次元ブラウン運動とし、フィルター {Ft} はブラウン運動から生
成されたものを拡大したものとする。また、M はM0 = 0 a.sで、右連続で左極限
を持つ局所マルチンゲールであると仮定する。この時、M ∈Mc,locであり、Mに対
して、Y ∈ P∗(M)が存在して、

Mt =

∫ t

0

YsdWs (1.7)

と表現される。また、Ỹ ∈ P∗(M)が存在して、(1.7)を満たすならば、ほとんど確
実に、 ∫ ∞

0

|Ỹs − Ys|ds = 0

である。

1.3 ギルザノフの定理
次にギルザノフの定理について述べる。この節では、W を (Ω,F , P) 上の１次元

標準ブラウン運動、フィルター {Ft}はW から生成されたものを拡大したものとす
る。数理ファイナンスにおいて、ギルザノフの定理は「リスクの中立化」という観
点から非常に重要である。
まず、発展的可測で任意の T ≥ 0に対して、P[

∫ T

0
X2

t dt < ∞] = 1を満たす確率
過程X = {Xt}t≥0を考える。このとき、

Zt(X) := exp

[∫ t

0

XsdWs − 1

2

∫ t

0

X2
s ds

]

が定義でき、さらに伊藤の公式より

Zt(X) = 1 +

∫ t

0

Zs(X)XsdWs (1.8)

が成り立つ。よってZ(X) = {Zt(X)}t≥0はZ0(X) = 1を満たす連続な局所マルチン
ゲールになる。ここでもし、Z(X)が連続なマルチンゲールになるならば、FT (0 ≤
T < ∞)上の確率測度 P̃T を

P̃T (A) := E[1AZT (X)], A ∈ FT

で定めることができ,Z(X)がマルチンゲールであることより、確率測度の族{P̃T ; 0 ≤
T < ∞}は

P̃T (A) = P̃t(A), A ∈ Ft, 0 ≤ t ≤ T (1.9)
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を満たす。このようにして確率空間 (Ω,FT , P̃T )を構成することにより、以下の事が
言える。

定理 1.30. (ギルザノフ (Girsanov)の定理)([KS1] 3.5.1 Theorem) Z(X)が連続な
マルチンゲールであると仮定する。このとき、W̃ = {W̃t}t≥0を、

W̃t := Wt −
∫ t

0

Xsds, 0 ≤ t ≤ T

と定めると、W̃ は (Ω,FT , P̃T ; {Fｔ}0≤t≤T ) 上の１次元ブラウン運動になる。

ギルザノフの定理を証明するために、いくつか準備する。

補題 1.31. (ベイズ (Bays)の公式)([KS1] 3.5.3 Lemma) 0 ≤ T < ∞を固定し、
Z(X)はマルチンゲールであると仮定する。この時、0 ≤ s ≤ t ≤ T かつ、Y がFt-

可測な確率変数で ẼT |Y | < ∞ならば、

ẼT [Y |Fs] =
1

Zs(X)
E[Y Zt(X)|Fs]

がPと P̃Tの下でほとんど確実に成り立つ。ただし、ẼTは P̃Tの下での期待値である。

証明. (1.9)と 1AはFs-可測だから、任意のA ∈ Fsに対して、

ẼT

[
1A

1

Zs(X)
E[Y Zt(X)|Fs]

]
= E[1AE[Y Zt(X)|Fs]]

= E[1AY Zt(X)] (∵ 1AはFs-可測)

= ẼT [1AY ]

が成り立つので、条件付き期待値の定義から示せた。

命題 1.32. ([KS1] 3.5.4 Proposition) T ≥ 0を固定し、Z(X)はマルチンゲールであ
ると仮定する。この時、M ∈Mc,loc

T ならば、

M̃t := Mt −
∫ t

0

Xsd 〈M, W 〉s , 0 ≤ t ≤ T

は、M̃ ∈ M̃c,loc
T となる。更に、N ∈Mc,loc

T とし、

Ñt := Nt −
∫ t

0

Xsd 〈N,W 〉s , 0 ≤ t ≤ T

と定めれば、 〈
M̃, Ñ

〉
= 〈M, N〉 , 0 ≤ t ≤ T (1.10)
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が Pと P̃T の下で、ほとんど確実に成り立つ。ただし、

Mc,loc
T := {M = {M}0≤t≤T |(Ω,FT , P; Ft)上の連続な局所マルチンゲールで、P[M0 = 0] = 1}

M̃c,loc
T := {M = {M}0≤t≤T |(Ω,FT , P̃T ; Ft)上の連続な局所マルチンゲールで、̃PT [M0 = 0] = 1}

とする。

注意 1.33. 注意 1.12より、(1.10)は Pの下では成り立つ。

証明. 局所化の手法を用いることで、M, N, 〈M〉 , 〈N〉 , Z(X)は有界であると仮
定してよい。さらに、

∫ t

0
X2

s dsも (ω, t) に関して有界であると仮定してよい。また、
国田-渡辺の不等式より、

∣∣∣∣
∫ t

0

X2
s d 〈M, W 〉s

∣∣∣∣
2

≤ 〈M〉t
∫ t

0

X2
s ds

だから、M̃ も有界となる。部分積分の公式より

Zt(X)M̃ =

∫ t

0

Zs(X)dM̃s +

∫ t

0

M̃sdZs(X) +
〈
Z(X), M̃

〉
t

=

∫ t

0

Zs(X)dMs +

∫ t

0

M̃dZs(X)

(
∵ Pの下で、

〈
Z(X), M̃

〉
t
= 〈Z(X),M〉t =

∫ t

0

XsZs(X)d 〈M,W 〉s
)

となる。よって命題 1.23より、Z(X)M̃ は Pの下でマルチンゲールになる。故に、
0 ≤ s ≤ t ≤ T とすれば、ベイズの公式より

ẼT [M̃t|Fs] =
1

Zs(X)
E[Zt(X)M̃t|Fs] = M̃s

がPと P̃T の下でほとんど確実に成り立つ、すなわち M̃ ∈ M̃c,loc
T となる。また、部

分積分の公式より

M̃tÑt − 〈M, N〉t =

∫ t

0

M̃sdÑs +

∫ t

0

ÑsdM̃s +
〈
M̃, Ñ

〉
t
− 〈M,N〉t

=

∫ t

0

M̃sdNs −
∫ t

0

M̃sXsd 〈N,W 〉s +

∫ t

0

ÑsdMs −
∫ t

0

ÑsXsd 〈M, W 〉s
(

∵ Pの下で
〈
M̃, Ñ

〉
t
= 〈M, N〉t

)
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となる。同様に、

Zt(X)

(
M̃tÑt − 〈M, N〉t

)
=

∫ t

0

Zs(X)d

(
M̃sÑs − 〈M,N〉s

)
+

∫ t

0

(
M̃sÑs − 〈M, N〉s

)
dZs(X)

+
〈
Z(X), M̃Ñ − 〈M,N〉

〉
t

=

∫ t

0

Zs(X)M̃sdNs +

∫ t

0

Zs(X)ÑsdMs

+

∫ t

0

(
M̃sÑs − 〈M, N〉s

)
dZs(X)

となる。よって、Z(X)

(
M̃Ñ − 〈M, N〉

)
は Pの下でマルチンゲールであり、ベイ

ズの公式より

ẼT

[
M̃tÑt − 〈M, N〉t

∣∣∣∣Fs

]
= M̃sÑs − 〈M, N〉s

が Pと P̃T の下でほとんど確実に成り立つ。よって、2次変分の定義より、P̃T の下
で、ほとんど確実に 〈

M̃, Ñ
〉

t
= 〈M, N〉t , 0 ≤ t ≤ T

が成り立つ。

ギルザノフの定理の証明. (Ω,FT , P̃T )上の確率過程 W̃ が定理 1.16の仮定を満たす
ことを示す。命題 1.32で、M = W とすると、M̃ = W̃ となる。よって、W̃ ∈ M̃c,loc

t

であり、更に、命題 1.32より
〈
W̃

〉
t
= 〈W 〉t = t, 0 ≤ t ≤ T

が P̃T の下で成り立つ。よって、定理 1.16 より示せた。

(1.8)より、Z(X)は非負局所マルチンゲールであるから、命題 1.8よりZ(X)は優
マルチンゲールになる。よって、Z(X)がマルチンゲールになる必要十分条件は任
意の t ≥ 0に対して、E[Zt(X)] = 1となることである。
ギルザノフの定理ではZ(X)がマルチンゲールであることを仮定したが、実際にギ

ルザノフの定理を用いる場合は、与えられたXに対してZ(X)がマルチンゲールに
なることを確認しなければならない。(これは本修士論文の主題と密接な関係がある
(第 3章 3.1節))しかし、一般のXについては、任意の t ≥ 0に対して、E[Zt(X)] = 1

を直接確認することは容易ではない。そこで Z(X)がマルチンゲールになる十分条
件を与える。
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補題 1.34. (ノヴィコフ (Novikov)の条件)([KS1] 3.5.13 Corollary) T > 0に対して

E

[
exp

(
1

2

∫ T

0

X2
s ds

)]
< ∞

が成り立てば、E[ZT (X)] = 1である。つまり、0 ≤ t ≤ T で {Zt(X)} はマルチン
ゲールになる。

補題 1.34を示すには次を示せばよい。

命題 1.35. ([KS1] 3.5.12 Proposition) M = {Mt}t≥0 ∈ Mc,loc , Zt := E[Mt −
1
2
〈M〉t], t ≥ 0 とする。このとき、

E

[
exp

{
1

2
〈M〉t

}]
< ∞

が成り立てば、E[Zt] = 1である。

証明. 定理 5.19より、s ≥ 0に対して、

T (s) := inf{t ≥ 0; 〈M〉t > s}, Bs := MT (s), Gs := FT (s)

とすると、{Bs}s≥0は１次元標準ブラウン運動であり、{Gs}は通常の条件を満たす。
また、b < 0に対して {Gs}に関する停止時刻 Sbを

Sb := inf{s ≥ 0; Bs − s = b}

とすると、命題 5.20, 命題 5.21より、

E

[
exp

(
BSb

− 1

2
Sb

)]
= 1, E

[
exp

(
1

2
Sb

)]
= e−b

が成り立つ。また、(Ω,F , P;Gs)上の確率過程 Y = {Ys}s≥0, Ns = {Ns}s≥0を

Ys := exp

(
Bs − s

2

)
, Ns := Ys∧Sb

とすると、命題5.18よりNは (Ω,F , P;Gs)上のマルチンゲールになる。また、P[Sb <

∞] = 1より

N∞ := lim
s→∞

Ns = exp

(
BSb

− 1

2
Sb

)

となる。ここで、E[N∞] = 1 = E[N0]だから命題 5.17より、N は s = ∞も含めて
(Ω,F , P;Gs)上のマルチンゲールになる。よって任意抽出定理より、{Gs}に関する
任意の停止時刻Rに対して

E

[
exp

{
BSb

− 1

2
Sb

}]
= E

[
exp

{
BR∧Sb

− 1

2
(R ∧ Sb)

}]
= 1
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となる。ここで定理 5.19より、t ≥ 0を固定すると 〈M〉tは {Gs} に関する停止時刻
となる。b < 0に対して

E

[
1{Sb≤〈M〉t} exp

(
b +

1

2
Sb

)]
+ E

[
1{〈M〉t<Sb} exp

(
Mt − 1

2
〈M〉t

)]
= 1

が成り立つ。左辺第一項に対しては、仮定 E[exp{1
2
〈M〉t}] < ∞ より

E

[
1{Sb≤〈M〉t} exp

(
b +

1

2
Sb

)]
= ebE

[
exp

{
1

2
〈M〉t

}]

→ 0 as b ↓ −∞

が成り立つ。左辺第二項に対しては、単調収束定理より

E

[
1{〈M〉t<Sb} exp

(
Mt − 1

2
〈M〉t

)]
→ E[Zt] = 1 as b ↓ −∞

となり示せた。

さらに補題 1.34から次が言える。

補題 1.36. ([KS1] 3.5.14 Cororally) 0 = t0 < t1 < · · · < tn ↑ ∞実数列 {tn}∞n=0で、

E

[
exp

(
1

2

∫ tn

tn−1

X2
s ds

)]
< ∞, n ≥ 1 (1.11)

を満たすものが存在するとき、Z(X)はマルチンゲールになる。

証明. Xt(n) := Xt1[tn−1,tn](t)とすると、仮定と補題 1.34よりZ(X(n))はマルチン
ゲールになる。よって、

E[Ztn(X)|Ftn−1 ] = E[Ztn(X(n))|Ftn−1 ] = E[Ztn−1(X(n))] = E[Ztn−1(X)]

となり、帰納法より任意の n ≥ 1に対して E[Ztn(X)] = 1かつ、limn→∞ tn = ∞と
なる。よって任意の t ≥ 0に対して、E[Zt(X)] = 1が成り立つので示せた。
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第2章 金融市場の定式化

この章では、本修士論文で用いる数理ファイナンスの概念を定義する。

2.1 金融市場を通じた取引の定式化
本修士論文では、一個の危険資産と、一個の安全資産が存在する金融市場につい
て述べる。まずはこの二つの資産とその取引について述べる。

(Ω,F , P)を完備確率空間、W を１次元標準ブラウン運動とする。T ≥ 0で満期
(terminal time)を表し、FW (t) := σ{W (s); 0 ≤ s ≤ t}, F(t) := σ{FW (t) ∪ N}
とする。ただし、N はFW (T )に含まれる零集合の族とする。
まず安全資産（第０資産）S0を

S0(t) := ert(⇐⇒ dS0(t) = rS0(t)dt), t ∈ [0, T ] (2.1)

で定義する。次に危険資産（第１資産）S1を連続で S1(t) > 0, t ∈ [0, T ]かつ、

S1(t) := S1(0) +

∫ t

0

b(s)S1(s)ds +

∫ t

0

σ(s)S1(s)dW (s)

(⇐⇒ dS1(t) = b(t)S1(t)dt + σ(t)S1(t)dW (t)), t ∈ [0, T ] (2.2)

という形で表される半マルチンゲールで定義する。
ただし、{b(t)}は発展的可測であり、∫ T

0
|b(t)|dt < ∞ a.s、{σ(t)}は発展的可測で

あり、
∫ T

0
|σ(t)|2dt < ∞ a.s を満たす確率過程である。{b(t)}をドリフト係数過程,

{σ(t)}をボラティリティ過程と呼ぶ。

定義 2.1. ポートフォリオ過程 (portfolio process)(π0, π1)を以下を満たす発展的
可測な確率過程とする。

∫ T

0

|π0(t) + π1(t)|dt < ∞ a.s (2.3)

∫ T

0

|π1(t)(b(t)− r)|dt < ∞ a.s (2.4)

∫ T

0

|σ(t)π1(t)|2dt < ∞ a.s (2.5)
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さらに (π0, π1)に付随する利得過程 (gains process)Gを

G(t) :=

∫ t

0

r[π0(s)+π1(s)]ds+

∫ t

0

π1(s)[b(s)−r]ds+

∫ t

0

π1(s)σ(s)dW (s), 0 ≤ t ≤ T

とする。πi(t)は（時刻 t ∈ [0, T ]での第 i資産の単位保有量）× （時刻 t ∈ [0, T ]で
の第 i資産の価格）と解釈する。

定義 2.2. (π0, π1)に付随する利得過程Gに対して、

G(t) = π0(t) + π1(t), 0 ≤ t ≤ T

が成り立つとき、(π0, π1)を自己調達的 (self-financed, self-financing)という。

定義 2.3. 超過収益率過程 (excess yield process, over the interest rate pro-

cess)Rを

R(t) :=

∫ t

0

(b(s)− r)du +

∫ t

0

σ(u)dW (u), 0 ≤ t ≤ T (2.6)

とする。

注意 2.4. ポートフォリオが自己調達的であるとは、「各時刻のポートフォリオの価
値は、その時刻までの資産保有から得られる利益に等しい」ということを表してい
る。超過収益率過程Rを用いると、(π0, π1)に付随する利得過程Gは

G(t) =

∫ t

0

[π0(s) + π1(s)]rdt +

∫ t

0

π1(s)dR(s)

と表され、さらに (π0, π1)が自己調達的であることを仮定すると、

dG(t) =
G(t)

S0(t)
dS0 + π1(t)dR(t)

つまり、

G(t) = S0(t)

∫ t

0

1

S0(u)
π1(u)dR(u), 0 ≤ t ≤ T (2.7)

となる。

定義 2.5. (2.4), (2.5)を満たす {Ft}-適合な確率過程 π1で、

Mπ1
0 (t) =

∫ t

0

1

S0(u)
π1(u)dR(u), 0 ≤ t ≤ T

が時間に依らない定数で下からおさえられるとき、π1を tameという。
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定義 2.6. x ∈ R, (π0, π1)をポートフォリオ過程とする。(x, π0, π1)に付随する資産
価値過程 (wealth process)Xを

X(t) := x + G(t), 0 ≤ t ≤ T (2.8)

とする。ただし、Gは (π0, π1)に付随する利得過程である。さらに、

X(t) = π0(t) + π1(t), 0 ≤ t ≤ T

を満たすとき、ポートフォリオ (π0, π1)を x-financedという。

注意 2.7. xは初期資産（初期投資額）を表す。(2.8)で x-financedを仮定すると、

dX(t) =
X(t)

S0(t)
dS0(t) + π1(t)dR(t)

つまり、
X(t)

S0(t)
= x +

∫ t

0

1

S0(u)
π1(u)dR(u), 0 ≤ t ≤ T

となる。

2.2 裁定機会と完備市場
この節では、裁定機会と市場の完備性について述べる。これらの概念はギルザノ
フの定理と密接な関係があり、具体的なモデルを構成する上で重要な概念である。

定義 2.8. 自己調達的なポートフォリオ過程 (π0, π1)が tameであると仮定する。こ
のとき、(π0, π1)に付随する利得過程Gが、

G(T ) ≥ 0 a.s かつ P(G(T ) > 0) > 0

を満たすとき、（金融市場は）裁定機会 (arbitrage)が存在するという。裁定機会が
存在しないとき、（金融市場は）viableという。

注意 2.9. 利得過程GはG(0) = 0であるので、利得過程が満期で正の値を取ること
があれば、それは初期時点では資金ゼロであっても、取引を通じて満期には正の利
得を獲得できることを意味する。

定理 2.10. ([KS2] 1.4.2 Theorem) (i)もし裁定機会が存在しなければ、ほとんどす
べての t ∈ [0, T ] に対して、

b(t)− r = σ(t)θ(t) a.s

となる発展的可測な確率過程 {θ(t)}が存在する。
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{θ(t)}を市場リスク価格過程 (market price of risk)という。
(ii)逆に、ほとんどすべての t ∈ [0, T ]に対して、

b(t)− r = σ(t)θ(t) a.s

となる発展的可測な確率過程 {θ(t)}が存在すると仮定する。
この時 {θ(t)}が ∫ T

0
|θ(t)|2dt < ∞ a.sであり、局所マルチンゲール

Z0(t) := exp

{
−

∫ ｔ

0

θ(s)dW (s)− 1

2

∫ ｔ

0

θ(s)2ds

}
, 0 ≤ t ≤ T (2.9)

が E[Z0(T )] = 1を満たせば、裁定機会は存在しない。

証明. (ii)のみ証明する。仮定を満たす {θ(t)}が存在するとき、自己調達的なポー
トフォリオ過程 (π0, π1)に付随する利得過程Gは (2.6), (2.7)より、

G(t) = S0(t)

∫ t

0

1

S0(u)
π1(u)dR(u)

= S0(t)

∫ t

0

1

S0(u)
π1(u)σ(u)dW0(u)

と表される。ここで、

W0(t) := W (t) +

∫ t

0

θ(s)ds, 0 ≤ t ≤ T (2.10)

とおいて、R(t) =
∫ t

0
σ(u)dW0(u)を用いた。一方、(2.9)のZ0(t)を用いて、

P0(A) := E[1AZ0(T )], A ∈ F(T ) (2.11)

とおくと、ギルザノフの定理よりW0はP0の下でブラウン運動になる。故に、
{ G(t)

S0(t)

}

は非負局所マルチンゲールになり、命題 1.8より
{

G(t)
S0(t)

}
はP0の下で優マルチンゲー

ルになるので E0

[
G(T )
S0(T )

] ≤ E0

[
G(0)
S0(0)

]
= 0 となる。ただし、E0は P0の下での期待値

である。つまり、

E

[
G(T )

S0(T )
Z0(T )

]
≤ 0

となるので、P(G(T ) ≥ 0) = 1かつ P(G(T ) > 0) > 0とは成り得ない。

定義 2.11. (2.1)で定義される一個の安全資産と、(2.2)で定義される一個の危険資
産からなる金融市場は、以下の条件を満たすとき標準的 (standard)であるという。

(i) 市場には裁定機会は存在しない (viable)。
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(ii) 発展的可測な市場リスク価格過程 {θ(s)}が存在して、∫ T

0
|θ(t)|2dt < ∞ a.s

(iii) (2.9)の {Z0(t)}がマルチンゲールになる。

また金融市場が標準的であるときに、(2.11)の確率測度P0を standard martingale

measureと呼ぶ。P0の下での期待値を E0とする。

注意 2.12. P0はリスク中立確率と呼ばれる確率測度である。実際、

dS1(t) = b(t)S1(t)dt + σ(t)S1(t)dW (t)

= rS1(t)dt + σ(t)S1(t)d

(
W (t) +

∫ t

0

θ(s)ds

)

= rS1(t)dt + σ(t)S1(t)dW0(t)

と表示でき、P0の下でW0はブラウン運動になる。

定義 2.13. (2.4), (2.5)を満たす {Ft}-適合な確率過程 π1で、

Mπ1
0 (t) :=

∫ t

0

1

S0(u)
π1(u)σ(u)dW0(u), 0 ≤ t ≤ T

がP0の下でマルチンゲールになるとき、π1はマルチンゲールを生成する(martingale-

generating)という。

定義 2.14. (2.1)で定義される一個の安全資産と、(2.2)で定義される一個の危険資
産からなる標準的な金融市場を考える。Bを F(T )-可測かつ B

S0(T )
がほとんど確実

に下に有界で x := E0

[
B

S0(T )

]
< ∞を満たす確率変数とする。また x-financedを仮定

する。

(i)
B

S0(T )
= x +

∫ T

0

1

S0(u)
π1(u)σ(u)dW0(u) (2.12)

を満たす tameであるポートフォリオ (π0, π1)が存在するとき、Bをヘッジ可
能 (financeable)という。

(ii) 任意の下に有界でF(T )-可測な確率変数がヘッジ可能である時、この市場は完
備 (complete)であるという。

注意 2.15. (i)は、金融商品を複製するポートフォリオが存在することを意味する。
(ii)は、任意の金融商品が複製できることを意味する。さらに本修士論文で扱うよう
な危険資産が一個で、ブラウン運動の次元が１次元である金融市場は、標準的であ
れば完備であることが知られている。([KS2] 1.6.6 Theorem)
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注意 2.16. 市場が完備であれば、E0

[ C(T )
S0(T )

]
< ∞を満たすFT -可測な確率変数C(T )

に対して、
C(T )

S0(T )
= x +

∫ T

0

1

S0(u)
π1(u)σ(u)dW0(u) (2.13)

を満たし、tameであるポートフォリオ (π0, π1)が存在する。ここで、

Mπ1
0 (T ) :=

∫ T

0

1

S0(u)
π1(u)σ(u)dW0(u), 0 ≤ t ≤ T

とする。(2.13)の両辺の期待値をとると、E0[M
π1
0 (T )] = 0となるので、定理 2.10(ii)

の証明と同様にして、Mπ1
0 がマルチンゲールになることがわかる。よって π1は、マ

ルチンゲールを生成するポートフォリオになっている。

次にヨーロッパ型派生証券と呼ばれる金融商品を定義する。

定義 2.17. S1に依存する支払関数C(T )を満期 T において受け取る権利のことを、
ヨーロッパ型派生証券と呼ぶ。

例

(i) C(T ) = (S1(T )−K)+;権利行使価格がKのヨーロピアンコールオプション (満
期で S1(T )を価格Kで買う権利)

(ii) C(T ) = (K−S1(T ))+;権利行使価格がKのヨーロピアンプットオプション (満
期で S1(T )を価格Kで売る権利)

本修士論文では、ヨーロピアンコールオプションのみを扱う。
時刻 tでのヨーロッパ型派生証券の価値を定義するために、簡単な考察をする。市
場は完備と仮定する。初期時刻 tの市場におけるヨーロッパ型派生証券価格を xと
する。この派生証券を市場価格 xで販売し、満期になった時に契約通り支払いを行
うために、支払関数をヘッジする必要のある派生証券の発行主体（例えば金融機関）
を考える。この主体は販売から得た利得 xを用いて市場に存在する安全資産と危険
資産を組み合わせて保有する。このとき、運用するポートフォリオを (π0, π1)とす
れば、この発行主体の資産価値過程Xは、0 ≤ t ≤ T において、

X(T )

S0(T )
= x +

∫ T

t

1

S0(u)
π1(u)σ(u)dW0(u)

と表現される。他方、この派生証券を市場で購入した主体は、時点 tで−xの利得を
得て (xを保険料として支払い)、満期 T で C(T )を得ることになる。ここで、時刻
t ∈ [0, T ]でのヨーロッパ型派生証券の価値を次のように定める。
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定義 2.18. (ヨーロッパ型派生証券の価格)

時刻Tで支払関数がC(T )のヨーロッパ型派生証券の、時刻 tにおける価格VE(t, T )

はF(t)-可測であって、X(t) = ξとするとき、マルチンゲールを生成するポートフォ
リオ (π0, π1)が存在して、

X(T )

S0(T )
=

X(t)

S0(t)
+

∫ T

t

1

S0(u)
π1(u)σ(u)dW0(u) ≥ C(T )

S0(T )
(2.14)

となる最小の確率変数 ξにより定義する。

注意 2.19. 上の定義の意味は、「時刻 tでヨーロッパ型派生証券を売って得た金額
X(t) で時刻 tから時刻 T まで上手な運用をして (マルチンゲールを生成するポート
フォリオ (π0, π1)が存在して)時刻 T でC(T )を支払うことが出来る」ような最小の
X(t)が時刻 tでのヨーロッパ型派生証券の価値であるということを言っている。こ
のことを数式を用いて厳密に説明するためには、Γ(·)-financed（時刻 tにおいて、取
引以外から Γ(t)だけ収入または支出がある）という概念 ([KS2] 1.3.2 Definition)が
必要であるが、本修士論文ではこれ以後その概念は登場しないので省略する。

市場が完備であれば次のことが言える。

定理 2.20. ([KS2] 2.2.3 Proposition) 市場は完備であり、標準的であると仮定する。
このとき、満期が T で支払関数が C(T )のヨーロッパ型派生証券の、時刻 tにおけ
る価格 VE(t, T )は

VE(t, T ) = S0(t)E0

[
C(T )

S0(T )

∣∣∣∣Ft

]

で与えられる。

証明. 市場の完備性より、支払関数C(T )に対して、ポートフォリオ (π0, π̄)が存在
して、

C(T )

S0(T )
= x +

∫ T

0

1

S0(u)
π̄(u)σ(u)dW0(u) (2.15)

と書ける。ただし、x = E0[
C(T )
S0(T )

]である。このポートフォリオ (π0, π̄)を用いて、

X̄(t)

S0(t)
= x +

∫ t

0

1

S0(u)
π̄(u)σ(u)dW0(u)

により X̄を定義すれば、X̄(T ) = C(T )かつ

X̄(t)

S0(t)
= E0

[
C(T )

S0(T )

∣∣∣∣Ft

]
(∵ (2.15)かつπ̄はマルチンゲールを生成する)

となる。一方、定義の (2.14)で条件付き期待値を取れば、

X(t)

S0(t)
≥ E0

[
C(T )

S0(T )

∣∣∣∣Ft

]
(2.16)

となる。ここで π̄による X̄が (2.16)の等号を成立させるので示せた。
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第3章 Black-Scholesモデルの1つの
拡張

この章ではTakaoka[T1]で提唱されているモデルを拡張したモデルを導入し、そ
の性質について述べる。

3.1 Black-Scholesモデルの拡張とその性質
この節では、本修士論文で中心となるモデルの性質について述べる。本修士論文
では、次の安全資産Bと危険資産Sαからなる金融市場について考える。

{
Bt = ert

Sα
t = S0e

αrt
∫∞
0

exp{σ(Wt + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)

(3.1)

ただし、W は完備確率空間 (Ω,F , P ) 上の１次元標準ブラウン運動、λ ∈ Λ :=

{((0,∞),B((0,∞)))上の確率測度 | ∫∞
0

σλ(dσ) < ∞} とする。また、満期は T > 0

で、t ∈ [0, T ], r > 0, α ∈ R, S0はF0-可測な確率変数とする。フィルター {Ft}は
Ft := σ{FW (t) ∪ N}, t ∈ [0, T ] (FW (t) := σ{Ws; 0 ≤ s ≤ t}, N はFW (T )上の零
集合の族) とする。
α = 1のとき Takaoka[T1]で提唱されているモデルであり、λ が単位分布のとき、
Black-Sholesモデルと呼ばれるものに対応する。
この章の前半の議論は任意の α ∈ Rに対して成り立つ議論であるが、特に α = 0

のとき、危険資産の振る舞いが、安全資産の振る舞い（金利）と無関係な状況とい
う意味で、Takaoka[T1]のモデル (α = 1) との比較において、ファイナンスへの応
用の立場から興味がある。
前章で考察したように、危険資産 Sαは (2.2)のような表示の方が扱い易い。その
ために次を用いる。

系 3.1. ([T1] Appendix) ηを ((0,∞),B((0,∞)))上の有限測度で、
∫∞
0

ση(dσ) < ∞
を満たすとする。このとき、ほとんど確実に∫ ∞

0

exp

{
σ(Wt + Ct)− 1

2
σ2t

}
η(dσ)

= η(R++) +

∫ t

0

[∫ ∞

0

σ exp

{
σ(Wu + Cu)− 1

2
σ2u

}
η(dσ)

]
d(Wu + Cu)
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が t ≥ 0に対して成り立つ。

注意 3.2.
∫∞
0

σ2η(dσ) < ∞を仮定すれば、系 3.1 は伊藤の公式より成り立つ。

Xt = S0e
αrt, Yt =

∫∞
0

exp{σ(Wt + Ct) − 1
2
σ2t}λ(dσ) とすると、部分積分の公式

より、
dSα

t = d(XtYt) = XtdYt + YtdXt (∵ Xtは有界変動)

ここで、系 3.1から dYt = [
∫∞
0

σ exp{σ(Wt + Ct) − 1
2
σ2t}λ(dσ)]d(Wt + Ct) となる

ので、

dSα
t

= Xt

[∫ ∞

0

σ exp

{
σ(Wt + Ct)− 1

2
σ2t

}
λ(dσ)

]
d(Wt + Ct) + αrYtXtdt

= XtYt
1

Yt

[∫ ∞

0

σ exp

{
σ(Wt + Ct)− 1

2
σ2t

}
λ(dσ)

]
d(Wt + Ct) + αrXtYtdt

= Sα
t

(
αr + C

∫∞
0

σ exp{σ(Wt + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(Wt + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

)
dt

+Sα
t

(∫∞
0

σ exp{σ(Wt + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(Wt + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

)
dWt

となる。ここで、

φ(t) :=

∫∞
0

σ exp{σ(Wt + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(Wt + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

とすると、市場リスク価格過程 θα(t)は、

θα(t) =
(αr + Cσ(t))− r

φ(t)

= C − r(1− α)

φ(t)

となるが、２章で見たように、金融市場が標準的であるためには、

Zα(t) := exp

{
−

∫ t

0

θα(s)dWs − 1

2

∫ t

0

|θα(s)|2ds

}

が 0 ≤ t ≤ T でマルチンゲールである必要がある。そこで、λ ∈ Λの台の下限をm

として、以下の場合を考える。
(i)α = 1のとき

θ1(t) = Cより任意の λ ∈ Λに対して、Z1がマルチンゲールであることは、直接
計算することにより分かる。
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(ii)α 6= 1かつm > 0のとき
θαは有界であるから、補題 1.34よりZα はマルチンゲールになる。

(iii)α 6= 1かつm = 0のとき
θαは非有界である。この場合 Zαがマルチンゲールであるかは自明ではない。そ

こで補題 1.36を用いて、Zα がマルチンゲールになる十分条件を与える。

系 3.3. ([KS1] 3.5.16 Corollary)

f(t, x) =





∫∞
0

σλ(dσ) t = 0

R∞
0 σ exp{σ(x+Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)R∞

0 exp{σ(x+Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)

t > 0

とする。このとき、KT > 0が存在して、
∣∣∣∣C − r(1− α)

f(t, x)

∣∣∣∣ ≤ KT (1 + |x|), 0 ≤ t ≤ T (3.2)

が成り立つならば、Zαは 0 ≤ t ≤ T でマルチンゲールになる。

証明. T > 0に対して、実数列 0 = t0 < t1 < · · · < tn(T ) = T が存在して、1 ≤ n ≤
n(T )に対して (1.11)が成り立てば、補題 1.36 の過程を満たす実数列 1 ≤ n ≤ n(T )

が構成できる。（第１章では簡単のためT = ∞の扱いで基礎事項を要約したが、ファ
イナンスのモデルでは、満期 T < ∞までの時間発展のみ考えるので、１章の結果
を Yt = Xt∧T に適用すればよい。よって、補題 1.36 を適用する際も時刻 T までの有
限列を構成すれば十分である。）(3.2)より、

∣∣∣∣C − r(1− α)

σ(t)

∣∣∣∣ ≤ KT

(
1 + max

0≤t≤T
|Wt|

)
, 0 ≤ t ≤ T

であるから、0 ≤ tn−1 < tn ≤ KT に対して、
∫ tn

tn−1

|θα(s)|2ds ≤ (tn − tn−1)K
2
T

(
1 + max

0≤t≤T
|Wt|

)2

が成り立つ。D(t) := exp[1
4
(tn − tn−1)K

2
T (1 + |Wt|)2]とすると、イエンセンの不等

式より {D(t)}は劣マルチンゲールになる。よって、ドゥーブの最大値不等式 (定理
5.4)より

E

[
exp

{
1

2
(tn − tn−1)K

2

(
1 + max

0≤t≤T
|Wt|

)2}]
= E

[
max
0≤t≤T

D(t)2

]
≤ 4E[D(T )2]

となる。ここで、tn−tn−1 < 1
TK2

T
となるように{tn}n(T )

n=1 たちを選べば、E[D(T )2] < ∞
である。よって、補題 1.36の仮定を満たす実数列 {tn}n(T )

n=1 が構成できるので、Zαは
0 ≤ t ≤ T でマルチンゲールとなる。
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λ ∈ Λ2 := {((0,∞),B((0,∞)))上の確率測度 | ∫∞
0

σ2λ(dσ) < ∞} とすると、
f(t, x)は x ∈ Rに関して非減少となる。よって λ ∈ Λ2の場合、満期 T > 0に対して
(3.2)を満たすKT が存在することを示すには、正定数 y0 = y0(λ), D = D(T )が存
在して、y > y0に対して

f(t,−y) >
D

y
(D > 0は定数) (3.3)

が成り立つことを示せばよい。以下、λ ∈ Λ2かつ (iii)の場合のみを考え、命題 3.4

から命題 3.8の各場合について、(3.3)が成り立つことを示す。

命題 3.4. λ ∈ Λ2がルベーグ測度に対する密度 ρを持ち、定数 d > 0に対して ρが
区間 (0, d]で a ≤ ρ(x) ≤ b (b > a > 0)が成り立つとき、(3.3) を満たす。

証明. t > 0としてよい。

yf(t,−y) =

∫∞
0

yσ exp{σ(−y + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(−y + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

=

∫∞
0

z exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz∫∞

0
exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

(yσ = zと置換)

=

∫ 1

0
z exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

z exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

∫ 1

0
exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

分子第一項は、十分大きな y > 0に対して
∫ 1

0

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≥ a exp

(
− t

2
C2

) ∫ 1

0

z exp(−z)dz

= a exp

(
− t

2
C2

)(
1− 2

e

)

分子第二項は、
∫ ∞

1

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≥

∫ ∞

1

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz

分母第一項は、
∫ 1

0

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≤

∫ 1

0

ρ

(
z

y

)
dz = b

である。よって十分大きな y > 0に対して

yf(t,−y) ≥ min

(
1,

a

b
exp

(
− t

2
C2

)(
1− 2

e

))

となるので示せた。
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命題 3.5. λ ∈ Λ2がルベーグ測度に対する密度 ρを持ち、定数 d > 0に対して ρが
区間 (0, d]で ρ(ax) = ρ̃(a)ρ(x)(aは定数)と書けるとき、(3.3)を満たす。

証明.

yf(t,−y) =

∫∞
0

yσ exp{σ(−y + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(−y + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

=

∫∞
0

z exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz∫∞

0
exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

(yσ = zと置換)

=

∫ 1

0
z exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

z exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

∫ 1

0
exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

分子第一項は、十分大きな y > 0に対して、

∫ 1

0

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz = ρ̃

(
1

y

) ∫ 1

0

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ(z)dz

≥ ρ̃

(
1

y

)
exp

(
− t

2
C2 − 1

) ∫ 1

0

zρ(z)dz

分子第二項は、
∫ ∞

1

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≥

∫ ∞

1

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz

分母第一項は、
∫ 1

0

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz = ρ̃

(
1

y

) ∫ 1

0

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ(z)dz

≤ ρ̃

(
1

y

)

である。よって十分大きな y > 0に対して

yf(t,−y) ≥ min

(
1, exp

(
− t

2
C2 − 1

) ∫ 1

0

zρ(z)dz

)

となるので示せた。

命題 3.6. λ ∈ Λ2がルベーグ測度に対する密度 ρを持ち、定数 d > 0に対して ρが区
間 (0, d]で γ1x

β ≤ ρ(x) ≤ γ2x
β (β > 0, γ2 > γ1 > 0) と書けるとき、(3.3)を満たす。
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証明.

yf(t,−y) =

∫∞
0

yσ exp{σ(−y + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(−y + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

=

∫∞
0

z exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz∫∞

0
exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

(yσ = zと置換)

=

∫ 1

0
z exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

z exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

∫ 1

0
exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

分子第一項は、十分大きな y > 0に対して、
∫ 1

0

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≥

∫ 1

0

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
γ1

(
z

y

)β

dz

≥ γ1

yβ
exp

(
− t

2
C2 − 1

) ∫ 1

0

zβ+1dz

=
γ1

yβ
exp

(
− t

2
C2 − 1

)
1

β + 2

分子第二項は、
∫ ∞

1

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≥

∫ ∞

1

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz

分母第一項は、
∫ 1

0

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≤

∫ 1

0

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
γ2

(
z

y

)β

dz ≤ γ2

yβ

である。よって十分大きな y > 0に対して

yf(t,−y) ≥ min

(
1,

γ1

γ2(β + 2)
exp

(
− t

2
C2 − 1

))

となるので示せた。

注意 3.7. β < 0のときでも、λに関する可積分条件を満たし、γ1x
β ≤ ρ(x) ≤

γ2x
β (γ2 > γ1 > 0) が原点近傍で成り立てば、上の命題は成り立つ。

命題 3.8. λ ∈ Λ2がルベーグ測度に対する密度 ρを持ち、limx↓0 ρ(x) = 0を満たし、
limx↓0

R x
0 ρ(σ)dσ

xρ(x)
が存在するならば、(3.3)を満たす。

注意 3.9. limx↓0 ρ(x) = 0を満たし、limx↓0
R x
0 ρ(σ)dσ

xρ(x)
が存在するなら、limx↓0

R x
0 ρ(σ)dσ

xρ(x)
≤

1 となる。
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証明. t > 0のとき limy→∞ yf(t,−y) > 0を示せばよい。

yf(t,−y) =

∫∞
0

yσ exp{σ(−y + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(−y + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

=

∫∞
0

z exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz∫∞

0
exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

(yσ = zと置換)

=

∫ 1

0
z exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

z exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

∫ 1

0
exp(−z) exp{− t

2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

分子第一項は
∫ 1

0

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≥ exp

{
− t

2
C2 − 1

} ∫ 1

0

zρ

(
z

y

)
dz

分子第二項は
∫ ∞

1

z exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≥

∫ ∞

1

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
−C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz

分母第一項は
∫ 1

0

exp(−z) exp

{
− t

2

(
z

y
− C

)2}
ρ

(
z

y

)
dz ≤

∫ 1

0

ρ

(
z

y

)
dz

となる。よって

yf(t,−y) ≥
exp{− t

2
C2 − 1} ∫ 1

0
zρ( z

y
)dz +

∫∞
1

exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

∫ 1

0
ρ( z

y
)dz +

∫∞
1

exp(−z) exp{− t
2
( z

y
− C)2}ρ( z

y
)dz

(3.4)

(3.4)の右辺の分母分子を
∫ 1

0
ρ( z

y
)dで割ると、分子第一項は

exp{− t
2
C2 − 1} ∫ 1

0
zρ( z

y
)dz

∫ 1

0
ρ( z

y
)dz

=
exp{− t

2
C2 − 1} ∫ x

0
σρ(σ)dσ

x
∫ x

0
ρ(σ)dσ

となる。( z
y

= σ, 1
y

= xと置いた) ここで仮定とロピタルの定理より、

lim
y→∞

∫ 1

0
zρ( z

y
)dz

∫ 1

0
ρ( z

y
)dz

= lim
x↓0

∫ x

0
σρ(σ)dσ

x
∫ x

0
ρ(σ)dσ

= lim
x↓0

xρ(x)∫ x

0
ρ(σ)dσ + xρ(x)

= lim
x↓0

1
R x
0 ρ(σ)dσ

xρ(x)
+ 1

≥ 1

2

となり示せた。
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注意 3.10. λ(dσ) = exp(−σ)dσやλ(dσ) = 1(0,1)(σ)dσの場合は、Ψ(x) :=
∫∞

x
exp(−y2

2
)dy,

x > 0 に対する評価

x

1 + x2
exp

(
−x2

2

)
≤ Ψ(x) ≤

(
1

x
− 1

x3
+

3

x5

)
exp

(
−x2

2

)
(3.5)

を用いて、t ≥ 0に対して、limy→∞ yf(t,−y) = 1が成り立つことを示せる。(3.5)の
不等式は、最右辺を 1

x
exp(−x2

2
)で置き換えても成り立つが、limy→∞ yf(t,−y) = 1

を示すには、より精密な評価が必要である。

注意 3.11. 本修士論文では、全ての λ ∈ Λ2に対して (3.3)の条件が成り立つことは
示せなかったが、仮に (3.3)の条件を満たさない λ ∈ Λ2を発見したとしても、その
λに対してZαがマルチンゲールにならないとは限らない。（ノヴィコフの条件はZα

がマルチンゲールになる十分条件である。）他にZα がマルチンゲールになる十分条
件としては以下のものが知られている。（命題 1.35に対応させた形で書く。）

定理 3.12. ([K]) M = {Mt}t≥0 ∈ Mc,loc , Zt := E[Mt − 1
2
〈M〉t], t ≥ 0 とする。こ

のとき、

E

[
exp

{
1

2
Mt

}]
< ∞

が成り立てば、E[Zt] = 1である。

この判定条件は、ノヴィコフの条件より良い判定条件である。実際、E[exp{1
2
〈M〉t}] <

∞ を仮定すると、シュワルツの不等式より

E

[
exp

{
1

2
Mt

}]
= E

[
exp

(
1

2
Mt − 1

4
〈M〉t

)
exp

(
1

4
〈M〉t

)]

≤
(

E

[
exp

{
1

2
〈M〉t

}]) 1
2

< ∞

となる。しかし、この判定条件を与えられた λ ∈ Λ2に対して直接確認するのは困難
である。

以上より金融市場が標準的であることと、λの台の下限とは密接な関係があるこ
とが分かったが、λの台の下限は以下の意味でも金融市場に影響を与えている。

命題 3.13. mを λ ∈ Λ2の台の下限とし、m > 0と仮定する。この時、t > 0, µ ∈
R, α ∈ Rに対して

lim
x→∞

P
(
log

Sα
t

S0
< −x

)
∫ −x

−∞
1√
2πη

exp
{− (y−µ)2

2η

}
dy

=

{
0 η > m2t

∞ 0 < η < m2t

が成り立つ。
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証明. t > 0に対して、F (x) := log eαrt
∫∞
0

exp{σ(x + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ) とすると、

P

(
log

Sα
t

S0

< −x

)
= P(Wt < F−1(−x)) =

∫ F−1(−x)

−∞

1√
2πt

exp

{
−y2

2t

}
dy

が成り立つ。よって、求める極限の収束または発散を調べるためには、ロピタルの
定理を用いて、

1√
2πt

exp
{−F−1(−x)2

2t

} R∞
0 exp{σ(−x+Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)R∞

0 σ exp{σ(−x+Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)

1√
2πη

exp
{− (−x−µ)2

2η

}

の x →∞とした時の極限を調べればよいが、

lim
x→∞

∫∞
0

exp{σ(−x + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
σ exp{σ(−x + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

=
1

m

に注意すると、

1√
2πt

exp{−F−1(−x)2

2t
}

1√
2πη

exp{− (−x−µ)2

2η
}

= exp

{
1

2η

(
−x−µ+

√
η

t
F−1(−x)

)(
−x−µ−

√
η

t
F−1(−x)

)}

の極限を調べればよい。x →∞とすると

−x− µ +

√
η

t
F−1(−x) → −∞

であるから x →∞とした時の f(x) := −x− µ−√
η
t
F−1(−x)の符号で求める極限

の収束または発散が決まる。

f ′(x) = −1 +

√
η

t

∫∞
0

exp{σ(−x + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
σ exp{σ(−x + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

より、−1 +
√

η
t

1
m

> 0つまり η > m2tのとき

lim
x→∞

P(log
Sα

t

S0
< −x)

∫ −x

−∞
1√
2πη

exp{− (y−µ)2

2η
}dy

= 0

となる。また、−1 +
√

η
t

1
m

< 0つまり η < m2tのとき

lim
x→∞

P(log
Sα

t

S0
< −x)

∫ −x

−∞
1√
2πη

exp{− (y−µ)2

2η
}dy

= ∞

となり得られた。
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更に以下が成り立つ。

系 3.14. mを λ ∈ Λ2の台の下限とし、m = 0かつ (3.3)を満たすと仮定する。この
時、t > 0, η > 0, µ ∈ R, α ∈ Rに対して

lim
x→∞

P
(
log

Sα
t

S0
< −x

)
∫ −x

−∞
1√
2πη

exp
{− (y−µ)2

2η

}
dy

= 0

がなりたつ。

証明. t > 0に対して、F (x) = log eαrt
∫∞

0
exp{σ(x + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ) とすると

P

(
log

Sα
t

S0

< −x

)
= P(Wt < F−1(−x)) =

∫ F−1(−x)

−∞

1√
2πt

exp

{
−y2

2t

}
dy

となる。よって、求める極限の収束を調べるためには、ロピタルの定理を用いて、

1√
2πt

exp
{−F−1(−x)2

2t

} R∞
0 exp{σ(−x+Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)R∞

0 σ exp{σ(−x+Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)

1√
2πη

exp
{− (−x−µ)2

2η

}

の x → ∞とした時の極限が 0になることを示せばよいが、(3.3)より正定数D =

D(T ) が存在して、
∫∞
0

exp{σ(−x + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
σ exp{σ(−x + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

≤ x

D

になる。よって、

1√
2πt

exp
{−F−1(−x)2

2t

} R∞
0 exp{σ(−x+Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)R∞

0 σ exp{σ(−x+Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)

1√
2πη

exp
{− (−x−µ)2

2η

}

≤ exp

{
1

2η

(
−x− µ +

√
η

t
F−1(−x)

)(
−x− µ−

√
η

t
F−1(−x)

)}
x

D

の右辺の極限が 0になることを示せばよい。x →∞とすると

−x− µ +

√
η

t
F−1(−x) → −∞

であるから x →∞とした時の f(x) := −x− µ−√
η
t
F−1(−x)の符号が正となるこ

とを示す。

f ′(x) = −1 +

√
η

t

∫∞
0

exp{σ(−x + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
σ exp{σ(−x + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

より、limx→∞ f ′(x) = ∞となる。これより xが十分大きなところでは f(x)は増加
関数であり、特に limx→∞ f(x) = ∞である。よって示せた。
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同様の議論から以下の二つが示せる。

系 3.15. mを λ ∈ Λ2の台の下限とし、m > 0と仮定する。この時、t > 0, µ ∈ R
に対して

lim
x→∞

P1
(
log

S1
t

S0
< −x

)
∫ −x

−∞
1√
2πη

exp
{− (y−µ)2

2η

}
dy

=

{
0 η > m2t

∞ 0 < η < m2t

が成り立つ。また、m = 0かつ正定数 x0 = x0(λ), D = D(T )が存在して、x > x0

に対して ∫∞
0

σ exp{σ(−x)− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σ(−x)− 1

2
σ2t}λ(dσ)

≥ D

x

が成り立つなら、t > 0, η > 0, µ ∈ Rに対して、

lim
x→∞

P1
(
log

S1
t

S0
< −x

)
∫ −x

−∞
1√
2πη

exp
{− (y−µ)2

2η

}
dy

= 0

となる。ただし、P1(A) := E[1AZ1(T )], A ∈ FT である。

系 3.16. Mをλ ∈ Λ2の台の上限とし、M < ∞とする。この時、t > 0, µ ∈ R, α ∈ R
に対して

lim
x→∞

P
(
log

Sα
t

S0
> x

)
∫∞

x
1√
2πη

exp
{− (y−µ)2

2η

}
dy

=

{
0 η > M2t

∞ 0 < η < M2t

が成り立つ。

注意 3.17. log Bt

B0
= rtである。よって、log

Sα
t

S0
の分布を調べることは Sα

t の収益率
の分布について調べていると見なせる。

3.2 ヨーロピアンコールオプションについて
次にBと Sαからなる金融市場で、ヨーロピアンコールオプションの価格につい
て考える。この節では、

λt(dσ) :=
exp(σWQ

t − σ2

2
t)λ(dσ)∫∞

0
exp(σWQ

t − σ2

2
t)λ(dσ)

WQ
t := Wt + Ct, Pα(A) = E[1AZα(t)], A ∈ Ft とし、Eαを Pαの下での期待値を表
すことにする。また、満期 T で権利行使価格がKのヨーロピアンコールオプション
の価格を Vα,K(t, T )とし、Φ(x) =

∫ x

−∞
1√
2π

exp(−y2

2
)dyとする。
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命題 3.18. ([T1] Proposition 4.2)

V1,K(t, T ) = E1

[
(S1

T −K)+

er(T−t)

∣∣∣∣Ft

]
(3.6)

= S1
t

∫ ∞

0

Φ

(
− x̂t√

T − t
+ σ

√
T − t

)
λt(dσ)−Ke−r(T−t)Φ

(
− x̂t√

T − t

)

ただし、x̂t = x̂t(W
Q
t )は、次の xに関する方程式の解である。

S1
t e

r(T−t)

∫ ∞

0

exp

{
σx− σ2

2
(T − t)

}
λt(dσ) = K

命題 3.18を示すために次を用いる。

補題 3.19. ([MM]Appendices Lemma A0.1) ψ, ηは確率空間 (Ω,F , P)上の可積分な
確率変数で、GをF の部分 σ-加法族とする。このとき、ψが G-可測で、ηが Gと独
立ならば、E[|h(ψ, η)|] < ∞を満たす任意のボレル可測関数 h : R2 → Rに対して、

E[h(ψ, η)|G] = H(ψ)

となる。ただし、H(x) = E[h(x, η)]である。

命題 3.18の証明. k(σ) := exp(σx̂−σ2

2
(T−t))とすると、S1

T = S1
t e

r(T−t)
∫∞

0
exp

{
σ(WQ

T −
WQ

t )− σ2

2
(T − t)

}
λt(dσ) となるので

S1
T −K > 0 ⇔ S1

t e
r(T−t)

∫ ∞

0

exp

{
σ(WQ

T −WQ
t )− σ2

2
(T − t)

}
λt(dσ) > K

⇔ WQ
T −WQ

t > x̂t

⇔ exp

{
σ(WQ

T −WQ
t )− σ2

2
(T − t)

}
− k(σ) > 0

かつ S1
t e

r(T−t)
∫∞
0

k(σ)λt(dσ) = Kより

(S1
T −K)+ = S1

t e
r(T−t)

∫ ∞

0

[
exp

{
σ(WQ

T −WQ
t )− σ2

2
(T − t)

}
− k(σ)

]+

λt(dσ)

が成り立つ。よって、S1
t , WQ

t ,
∫∞
0

exp(σWQ
t − σ2

2
t)λ(dσ) がFt-可測であることと

フビニの定理より、

E1

[
(S1

T −K)+

er(T−t)

∣∣∣∣Ft

]

= S1
t

∫ ∞

0

E1

[(
exp

{
σ(WQ

T −WQ
t )− σ2

2
(T − t)

}
− k(σ)

)+∣∣∣∣Ft

]
λt(dσ)

= S1
t

∫ ∞

0

E1

[
exp

{
σ(WQ

T −WQ
t )− σ2

2
(T − t)

}
1{W Q

T −W Q
t >x̂t}

∣∣∣∣Ft

]
λt(dσ)

−Ke−r(T−t)P1(WQ
T −WQ

t > x̂t|Ft)

(
∵ S1

t

∫ ∞

0

k(σ)λt(dσ) = Ke−r(T−t)

)
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となる。ここで補題 3.19より

E1

[
exp

{
σ(WQ

T −WQ
t )− σ2

2
(T − t)

}
1{W Q

T −W Q
t >x̂t}

∣∣∣∣Ft

]

=
1√

2π(T − t)

∫ ∞

x̂t

exp

{
σx− σ2

2
(T − t)

}
exp

{
− x2

2(T − t)

}
dx

= Φ

(
− x̂t√

T − t
+ σ

√
T − t

)

P1(WQ
T −WQ

t > x̂t|Ft) =
1√

2π(T − t)

∫ ∞

x̂t

exp

{
− x2

2(T − t)

}
dx

= Φ

(
− x̂t√

(T − t)

)

となる。よって

E1

[
(S1

T −K)+

er(T−t)

∣∣∣∣Ft

]
= S1

t

∫ ∞

0

Φ

(
− x̂t√

T − t
+σ
√

T − t

)
λt(dσ)−Ke−r(T−t)Φ

(
− x̂t√

T − t

)

となる。

注意 3.20. 筆者は

V1,K(t, T ) = E1

[
(S1

T −K)+

er(T−t)

∣∣∣∣Ft

]

は C に依らないと予想している。C をパラメータと見るために、危険資産 S1 を
S1

t = S1,C
t と表すことにする。

P1,C(A) := E

[
1A exp

(
−CWt − 1

2
C2t

)]
, A ∈ Ft

と定めれば、ギルザノフの定理よりP1,Cの下でWt +C1tはブラウン運動になる。故
にC1 6= C2とすると

P1,C1(Wt + C1t ∈ A) = P1,C2(Wt + C2t ∈ A), A ∈ B(R)

が成り立つ。よって、

P1,C1

(
S0e

rt

∫ ∞

0

exp

{
σ(Wt + C1t)− σ2

2
t

}
λ(dσ) ∈ A

)

= P1,C2

(
S0e

rt

∫ ∞

0

exp

{
σ(Wt + C2t)− σ2

2
t

}
λ(dσ) ∈ A

)

となるからである。違う確率測度の下で同分布という理由からだけでは、筆者の予
想は正当化できないが、λが単位分布の時の結果であるBlack-Scholesの公式では,筆
者の予想は正しい。λが２点に 1

2
ずつ重みをもつ場合は Ishimura and Sakaguchi[IS]

で、偏微分方程式論の立場から詳細に述べられているが、その表示だけからは筆者
の予想が正しいかは分からない。
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第4章 最適投資問題

この章では、最適投資問題について述べる。ここで言う最適投資問題とは、「二つ
の資産に自分の資金を分散投資することにより、満期時の自分の満足度を最大にす
る戦略を見つける」という意味である。

4.1 最適投資問題の定式化
この節では、一般の金融市場モデルに対して最適投資問題を定式化し、その解を
与える。まず 2.1節と同様に金融市場を定義する。

(Ω,F , P)を完備確率空間、W を１次元標準ブラウン運動とする。T ≥ 0を満期、
FW (t) := σ{W (s); 0 ≤ s ≤ t}, F(t) := σ{FW (t) ∪ N} とする。ただし、N は
FW (T )に含まれる零集合の族とする。
安全資産（第０資産）S0を

S0(t) := ert(⇐⇒ dS0(t) = rS0(t)dt), t ∈ [0, T ] (4.1)

と定義する。危険資産（第１資産）S1を連続で S1(t) > 0, t ∈ [0, T ]かつ、

S1(t) := S1(0) +

∫ t

0

b(s)S1(s)ds +

∫ t

0

σ(s)S1(t)dWs

(⇐⇒ dS1(t) = b(t)S1(t)dt + σ(t)S1(t)dWt), t ∈ [0, T ] (4.2)

という形で表される半マルチンゲールとする。
ただし、{b(t)}は発展的可測であり ∫ T

0
|b(t)|dt < ∞ a.s, {σ(t)}は発展的可測であ

り
∫ T

0
|σ(t)|2dt < ∞ a.s を満たす確率過程である。

さらにこの節では、金融市場は標準的であることを仮定し、θ(t) := b(t)−r
σ(t)

, W0(t) :=

W (t)+
∫ t

0
θ(s)ds, Z0(t) := exp{− ∫ t

0
θ(s)dW (s)− 1

2

∫ t

0
θ(s)2ds}, H0(t) := Z0(t)

S0(t)
とし、

P0(A) = E[1AZ0(T )], A ∈ FT と定める。
また、x ∈ R, (π0, π1)をポートフォリオ過程、(x, π0, π1)に付随する資産価値過
程は x-financedであることを仮定する。このとき、資産価値過程をXx,π0,π1(t)で表
すと、

Xx,π0,π1(t) = xS0(t) + S0(t)

∫ t

0

1

S0(u)
π1(u)σ(u)dW0(u)
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となる。以後 x-financedを仮定するので、ポートフォリオ過程 (π0, π1) のうち π1の
みに注目し、π1を πと置き換えて話を進める。また、ポートフォリオ過程と言った
ら、この πを指すことにする。
つまり、(x, π)に付随する資産価値過程Xx,πは、

Xx,π(t) = xS0(t) + S0(t)

∫ t

0

1

S0(u)
π(u)σ(u)dW0(u)

と表される。

定義 4.1. x ≥ 0, πをポートフォリオ過程とする。このとき、t ∈ [0, T ]に対して
Xx,π(t) ≥ 0を満たすならば、πは xで許容可能 (π is admissible at x)という。

注意 4.2. πが xで許容可能ならば、xS0(t)+S0(t)
∫ t

0
1

S0(u)
π(u)σ(u)dW0(u) ≥ 0 、つ

まり、 ∫ t

0

1

S0(u)
π(u)σ(u)dW0(u) ≥ −x, t ∈ [0, T ]

となるので、N(t) :=
∫ t

0
1

S0(u)
π(u)σ(u)dW0(u)は P0のもとで、下に有界な局所マル

チンゲールになる。よって命題 1.8よりN はP0のもとで優マルチンゲールになり、
E0[N(T )] ≤ E0[N(0)] = 0である。一方、

E0[N(T )] = E

[(
Xx,π(T )

S0(T )
− x

)
Z0(T )

]
= E[Xx,π(T )H0(T )]− x

だから、E[Xx,π(T )H0(T )] ≤ xが成り立つ。これを予算制約条件 (budget con-

straint) という。

注意 4.3. ([KS2] 3.3.4 Remark) τ0 = T ∧ inf{t ∈ [0, T ] ; Xx,π(t) = 0}とすると、
ω ∈ {τ0 < T}に対して、ほとんど確実に

Xx.π(t, ω) = 0, t ∈ [τ0(ω), T ]

となる。

証明.

H0(t)X
x,π(t) = Z0(t)

Xx,π(t)

S0(t)

= exp

{
−

∫ t

0

θ(s)dWs − 1

2

∫ t

0

θ(s)2ds

}

×
{∫ t

0

1

S0(u)
π(u)σ(u)dWu + x +

∫ t

0

1

S0(u)
π(u)σ(u)θ(u)du

}
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N1
t := − ∫ t

0
θ(s)dWs, A1

t := −1
2

∫ t

0
θ(s)2ds, N2

t :=
∫ t

0
1

S0(u)
π(u)σ(u)dWu,

A2
t := x +

∫ t

0
1

S0(u)
π(u)σ(u)θ(u)du とすると、伊藤の公式より

d(H0(t)X
x,π(t)) = H0(t)X

x,π(t)d(N1
t + A1

t ) + Z0(t)d(N2
t + A2

t )

+
1

2
H0(t)X

x,πd
〈
N1

〉
t
+ Z0(t)d

〈
N1, N2

〉
t

= H0(t)X
x,π(t){−θ(t)}dWt + H0(t)X

x,π(t)

{
−1

2
θ(t)2

}
dt

+Z0(t)

{
1

S0(t)
π(t)σ(t)

}
dWt + Z0(t)

{
1

S0(t)
π(t)σ(t)θ(t)

}
dt

+
1

2
H0(t)X

x,π(t){θ(t)2}dt + Z0(t)

{
− 1

S0(t)
π(t)σ(t)θ(t)

}
dt

= H0(t){π(t)σ(t)−Xx,π(t)θ(t)}dWt

よって、H0(t)X
x,π(t) ≥ 0かつH0X

x,πはPの下で局所マルチンゲールであるから、
命題 1.8よりH0X

x,πはPの下で優マルチンゲールである。故に、H0X
x,πは非負優

マルチンゲールであるから、命題 1.5より示せた。

予算制約条件は、πが xで許容可能であることの必要条件であるだけではなく、次
の意味で十分条件にもなっている。

定理 4.4. ([KS2] 3.3.5 Theorem) x ≥ 0とし、ξを非負Ft-可測な確率変数でE[H0(T )ξ] =

xを満たすとする。このとき、xで許容可能かつ ξ = Xx,π(T )を満たすポートフォリ
オ πが存在する。

証明. t ∈ [0, T ]に対してM(t) := E[H0(T )ξ|Ft]とすると、M(t)はマルチンゲー
ルであり、M(0) = xである。よって、マルチンゲール表現定理より、発展的可測
で

∫ T

0
|ψ(u)|2du < ∞ a.sを満たす確率変数 {ψ(t)}0≤t≤T が存在して、M(t) = x +∫ t

0
ψ(u)dWu と表現できる。特に、M(t)はほとんど確実に連続であり、‖M‖∞ :=

max0≤t≤T |M(t)| < ∞ a.sとなる。同様に、κ := max0≤t≤T
1

Z0(t)
< ∞ a.sとなる。

X(t) := M(t)
H0(t)

とおくと、

X(t)

S0(t)
=

M(t)

Z0(t)

=
x +

∫ t

0
ψ(u)dWu

exp{− ∫ t

0
θ(s)dWs − 1

2

∫ t

0
θ(s)2ds}

となるので、N1
t :=

∫ t

0
ψ(u)dWu, N2

t := − ∫ t

0
θ(s)dWs, A2

t := −1
2

∫ t

0
θ(s)2dsとして
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伊藤の公式を用いると、

d

(
X(t)

S0(t)

)
=

1

Z0(t)
dN1

t −
M(t)

Z0(t)
dN2

t −
M(t)

Z0(t)
dA2

t

− 1

Z0(t)
d

〈
N1, N2

〉
t
+

1

2

M(t)

Z0(t)
d

〈
N2

〉
t

=
ψ(t)

Z0(t)
dWt +

M(t)

Z0(t)
θ(t)dWt

+
1

2

Mt

Z0(t)
θ(t)2dt +

1

Z0(t)
ψ(t)θ(t)dt +

1

2

M(t)

Z0(t)
θ(t)2dt

=
1

S0(t)

[
1

H0(t)σ(t)
{ψ(t) + M(t)θ(t)}

]
σ(t)dW0(t)

となる。よって、π(t) := 1
H0(t)σ(t)

{ψ(t) + M(t)θ(t)} とおけば、

X(t) = xS0(t) + S0(t)

∫ t

0

1

S0(s)
π(s)σ(s)dW0(s) (4.3)

と表示できる。次に、この πが (2.4), (2.5)を満たすことを確認する。
∫ T

0

|π(t)(b(t)− r)|dt =

∫ T

0

∣∣∣∣
θ(t)

H0(t)
{ψ(t) + M(t)θ(t)}

∣∣∣∣dt (∵ b(t)− r = θ(t)σ(t))

≤ erT κ{‖ψ‖2‖θ‖2 + ‖θ‖2
2‖M‖∞} < ∞∫ T

0

|σ(t)π(t)|2dt =

∫ T

0

∣∣∣∣
1

H0(t)
{ψ(t) + M(t)θ(t)}

∣∣∣∣
2

dt

≤ e2rT κ2

∫ T

0

(ψ(t) + M(t)θ(t))2dt

≤ e2rT κ2[‖ψ‖2
2 + 2‖M‖∞‖ψ‖2‖θ‖2 + ‖M‖2

∞‖θ‖2
2] < ∞

となり、確かに満たす。また、

X(t) =
M(t)

H0(t)
≥ 0 (4.4)

X(T ) =
M(T )

H0(T )
=

1

H0(T )
E[H0(T )ξ|FT ] = ξ a.s (4.5)

よって、(4.3), (4.4), (4.5)より示せた。

次に効用関数 (Utility function)について述べる。効用関数は、満足度、もしく
はリスク選好を表す関数と解釈できる。本修士論文では、一般的な効用関数につい
ては述べず、次の二つのみ扱う。p ∈ (−∞, 1)\{0}に対して、

U(p)(x) =





xp

p
x > 0

limξ↓0
ξp

p
x = 0

−∞ x < 0
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また、

U(0)(x) =

{
log x x > 0

−∞ x ≤ 0

とする。U(p)(p ∈ (−∞, 1)\{0})をベキ効用関数、U(0)を対数効用関数という。
U(p)(p ∈ (−∞, 1))は次のような性質を持つ。([KS2] 3.4 Section)

(i) inf{x ∈ R; U(p)(x) > −∞} = 0

(ii) U ′
(p)(0+) := limx↓0 U ′

(p)(x)とすると、U ′
(p)(0+) = ∞

(iii) U ′
(p) : (0,∞) → (0,∞)は全射で単調減少な連続関数であるから、U ′

(p)の逆関数
I(p) : (0,∞) → (0,∞)が存在する。

(iv) Ũ(p)(y) := sup{U(p)(x)−xy}, y > 0とすると、Ũ(p)(y) = U(p)(I(p)(y))−yI(p)(y)

となる。

(v) X (y) := E[H0(T )I(p)(yH0(T ))], y > 0とすると、X : (0,∞) → (0,∞)は全射
で単調減少な連続関数であるから、X の逆関数 Y : (0,∞) → (0,∞)が存在す
る。

次に最適投資問題 ([KS2] 3.3.5 Problem)を定義する。

• A(x) := {π;ポートフォリオで Xx,π(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ] a.s}

• A′(x) := {π ∈ A(x); E min[0, U(p)(X
x,π(T ))] > −∞}

V (x) := sup
π∈A′(x)

EU(p)(X
x,π(T )) (4.6)

(4.6)の右辺の上限を達成するポートフォリオ π ∈ A′(x) を探すことを最適投資問
題という。
最適投資問題の解を与える前に予算制約条件と定理 4.4を考慮して、「E[U(p)(ξ)]

を E[H0(T )ξ] ≤ xの下で最大にする非負FT -可測な確率変数 ξを求める」という問
題を考える。この問題に対しては、ラグランジュの未定係数法の考えを用いること
で解ける。まず y > 0とし、

E[U(p)(ξ)]] + y(x− E[H0(T )ξ]) (4.7)

を最大にする非負FT -可測な確率変数 ξを求める。

E[U(p)(ξ)] + y(x− E[H0(T )ξ]) = xy + E[U(p)(ξ)− yH0(T )ξ]

≤ xy + E[Ũ(p)(yH0(T ))] (∵ U の性質) (4.8)
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(4.8)で等号を満たすのは、ξ = I(p)(yH0(T ))のときである。この ξをE[H0(T )ξ] ≤ x

に代入すると、
E[H0(T )I(p)(yH0(T ))] ≤ x ⇔ X (y) ≤ x (4.9)

となり、(4.9)で等号を満たすのは、y = Y(x)である。よって ξ = I(p)(Y(x)H0(T ))と
すれば、(4.7)は最大になり、かつ (4.7)の第二項は0になる。さらにξ = I(p)(Y(x)H0(T ))

はE[H0(T )ξ] = xを満たす非負FT -可測な確率変数なので、定理4.4よりXx,π(T ) = ξ

となるようなポートフォリオπ ∈ A(x)が存在する。故に、Xx,π(T ) = I(p)(Y(x)H0(T ))

を満たすポートフォリオ πが最適投資問題の解の候補である。

定理 4.5. ([KS2] 3.6.3 Theorem) Xx,π(T ) = I(p)(Y(x)H0(T ))を満たす π ∈ A′(x)が
存在して、その πが最適投資問題の解である。

証明. 定理 4.4よりXx,π(T ) = I(p)(Y(x)H0(T ))を満たす π ∈ A(x)が存在すること
が分かるので、この πが π ∈ A′(x)であることを示す。U の性質より

U(p)(X
x,π(T )) = U(p)(I(p)(Y(x)H0(T )))

= Ũ(p)(Y(x)H0(T )) + Y(x)H0(T )I(P )(Y(x)H0(T ))

≥ U(p)(I(c))− cI(c) + Y(x)H0(T )I(P )(Y(x)H0(T )) (c > 0)

≥ U(p)(I(c))− cI(c) (c > 0)

が成り立つ。よって、

E min[0, U(p)(X
x,π(T ))] ≥ min[0, U(p)(I(c))− cI(c)] (c > 0)

> −∞
より、π ∈ A′(x)となる。次に最適投資問題の解であることを示す。U の性質より、

U(p)(I(p)(Y(x)H0(T )))− Y(x)H0(T )I(p)(Y(x)H0(T ))

= Ũ(p)(Y(x)H0(T ))

≥ U(p)(X
x,π̄(T ))− Y(x)H0(T )Xx,π̄(T ) (π̄ ∈ A′(x))

が成り立つ。よって、

EU(p)(X
x,π(T )) = EU(p)(I(p)(Y(x)H0(T )))

≥ EU(p)(X
x.π̄(T ))− Y(x){E[H0(T )I(p)(Y(x)H0(T ))]− E[H0(T )Xx,π̄(T )]}

(π̄ ∈ A′(x))

= EU(p)(X
x,π̄(T ))− Y(x){x− E[H0(T )Xx.π̄(T )]}

(∵ E[H0(T )I(p)(Y(x)H0(T ))] = x)

≥ EU(p)(X
x,π̄(T ))(∵予算制約条件)

が成り立つ。よって示された。
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定理 4.5と定理 4.4より最適投資問題の解の表示が得られる。

系 4.6. 最適投資問題の解 πは次のように表示される。

π(t) =
1

H0(t)σ(t)
{ψ(t) + M(t)θ(t)}

ただし、M(t) = E[H0(T )I(p)(Y(x)H0(T )|Ft]、ψ(t)はMのマルチンゲール表現M(t) =

x +
∫ t

0
ψ(u)dWu を満たすものである。

また、この最適投資問題の解 πに対して、資産価値過程Xx,πは

Xx,π(t) =
1

H0(t)
M(t) =

1

H0(t)
E[H0(T )I(p)(Y(x)H0(T )|Ft]

と表される。

4.2 具体例
以上の議論を第 3章で定義した市場モデル

{
Bt = ert

Sα
t = S0e

αrt
∫∞
0

exp{σ(Wt + Ct)− 1
2
σ2t}λ(dσ)

で考える。ただし,W は完備確率空間 (Ω,F , P)上の１次元標準ブラウン運動、λ ∈
Λ := {((0,∞),B((0,∞)))上の確率測度 | ∫∞

0
σλ(dσ) < ∞} とする。また、満期は

T > 0で、t ∈ [0, T ], r > 0, α ∈ Rとする。フィルター {Ft}は Ft := σ{FW (t) ∪
N}, t ∈ [0, T ] (FW (t) := σ{Ws; 0 ≤ s ≤ t}, N はFW (T )上の零集合の族) である。
その他の記号は 4.1節に従う。

4.2.1 p ∈ (−∞, 1)\{0}, α = 1の時

I(p)(y) = y
1

p−1

X (y) = E[H0(T )I(p)(yH0(T ))] = y
1

p−1 E[(H0(T ))
p

p−1 ] = y
1

p−1X (1)

Y(x) =

(
x

X (1)

)p−1

, M(t) =
x

X (1)
E[H0(T )

p
p−1 |Ft]

となる。ここで θ(t) = Cより、

H0(T )
p

p−1 = exp

(
− p

p− 1
rT

)
exp

{
− p

p− 1
CWT − 1

2

p

p− 1
C2T

}
= D(T )m(T )
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と書ける。ただし、

D(T ) = exp

{
p

1− p
rT +

1

2

p

(p− 1)2
C2T

}

m(T ) = exp

{
− p

p− 1
CWT − 1

2

(
p

p− 1

)2

C2T

}

ここでD(T )は ω ∈ Ωに関して定数で、M はマルチンゲールになるので、

E[H0(T )
p

p−1 |Ft] = D(T )m(t)

であり、さらに

X (1) = E[H0(T )
p

p−1 ] = E[D(T )m(T )] = D(T )

となる。よって、

M(t) = xm(t), Xx,π(t) =
xm(t)

H0(t)

となるが、伊藤の公式よりm(t) = 1− p
p−1

C
∫ t

0
m(s)dWsであるから、

M(t) = x +

∫ t

0

(
− xp

p− 1
Cm(s)

)
dWs

となるので ψ(t) = − xp
p−1

Cm(t)である。故に、

π(t) =
1

H0(t)σ(t)

(
− xp

p− 1
Cm(t) + xCm(t)

)

=
1

H0(t)σ(t)

xCm(t)

1− p
(4.10)

Xx,π(t) =
1

H0(t)
xm(t) (4.11)

Xx,π(t)− π(t) =
xm(t)

H0(t)

(
1− C

σ(t)(1− p)

)
(4.12)

となる。以上は任意の λ ∈ Λについて成り立つ。
(4.10)は、危険資産 S1については、常に正の保有量を持つということを意味して
いる。(4.12)は、安全資産Bは λの台の下限が C

1−p
より大きい時は常に正の保有量

を持つことを意味する。
「α = 1のときは、危険資産は金利から受ける影響があるので、成長率は安全資
産に比べて小さくない」ということと、「λの台の下限が正の定数で下から抑えられ
る時は、危険資産の変動がある程度大きい」ということから、この例は直感にある
程度一致する。時刻 tでの資産過程価値Xx,π(t)の密度関数 f(a) (a > 0)は,

f(a) =
1− p√
2πtCa

exp

{
− (1− p)2(log a)2

2tC2

}
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平均、分散はそれぞれ

E[Xx,π(t)] = x exp

{(
r +

1

1− p
C2

)
t

}

V[Xx,π(t)] = x2 exp

{
2

(
r +

C2

1− p

)
t

}{
exp

(
C2

(1− p)2
t

)
− 1

}

4.2.2 p = 0, α = 1の時

I(0)(y) =
1

y

X (y) = E[H0(T )I(0)(yH0(T ))] =
1

y

Y(x) =
1

x
, M(t) = x

となる。特に ψ(t) = 0である。θ(t) = Cより

π(t) =
xC

H0(t)σ(t)
(4.13)

Xx,π(t) =
x

H0(t)
= x exp

{
CWt +

(
r +

1

2
C2

)
t

}
(4.14)

Xx,π(t)− π(t) =
x

H0(t)

(
1− C

σ(t)

)
(4.15)

(4.13)は、危険資産 S1については、常に正の保有量を持つということを意味してい
る。(4.15)は、安全資産Bは λの台の下限がCより大きい時は常に正の保有量を持
つことを意味する。これは例 4.2.1と同様である。時刻 tでの資産過程価値Xx,π(t)

の密度関数 f(a) (a > 0)は

f(a) =
1√

2πtCa
exp

{
− (log a)2

2tC2

}

平均、分散はそれぞれ

E[Xx,π(t)] = x exp{(r + C2)t}, V[Xx,π(t)] = x2 exp{2(r + C2)t}(exp(C2t)− 1)

となる。例 4.2.1を合わせると、以上の量は pに関して連続であることが分かる。ま
た、対数効用関数の場合、ベキ効用関数よりもM(t)や ψ(t)の表示が明快であるた
め、一般の金融市場モデルに対しても分析が簡単である可能性がある。
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4.2.3 p ∈ (−∞, 1)\{0}, α < 1, λが単位分布の時

α < 1の場合、一般の λ ∈ Λに対しては、上のような具体的な表示が難しいので、
λが σ̄に集中した単位分布の場合のみを扱う。この時 θ(t) = C̄ := C − r(1−α)

σ̄
となる

ので、4.2.1と同様にして

M(t) = x exp

{
− p

p− 1
C̄Wt − 1

2

(
p

p− 1

)2

C̄2t

}

:= xm̄(t)

= x +

∫ t

0

(
− xp

p− 1
C̄m̄(s)

)
dWs

となる。よって、ψ(t) = − xp
p−1

C̄m̄(t)となるので

π(t) =
1

H0(t)σ̄

xC̄m̄(t)

1− p
(4.16)

Xx,π(t) =
1

H0(t)
xm̄(t) (4.17)

Xx,π(t)− π(t) =
xm̄(t)

H0(t)

(
1− C̄

σ̄(1− p)

)
(4.18)

(4.16)は C̄ > 0のとき、つまり C > r(1−α)
σ̄
のときは、危険資産 Sαを正の保有量

を持つことを示している。これを σ̄について解くと、σ̄ > r(1−α)
C
になり、αに対し

て、σ̄を十分大きく取れば成り立つ。逆に C̄ < 0のとき、つまりC < r(1−α)
σ̄
のとき

は、危険資産 Sαを負の保有量を持つことを示している。これを σ̄について解くと、
σ̄ < r(1−α)

C
になり、αに対して、σ̄を十分小さく取れば成り立つ。これは α < 1で λ

が原点近傍に重み 1を持つ場合は、平均的な成長率が小さく、大もうけする機会も
少ないことから、安全資産に比べて危険資産が魅力的でないことを表している。

注意 4.7. α 6= 1かつ任意の λ ∈ Λに対しては、例のような具体的な結果は得ら
れない。特に p 6= 0の場合,系 4.6のM(t)やそのマルチンゲール表現M(t) = x +∫ t

0
ψ(u)dWuに現れる ψ(t)を条件付き期待値や確率積分を用いずに、ブラウン運動

汎関数として表示するのは困難である。Ocone and Karatzas[OK]では、マリアヴァ
ン解析におけるクラーク (Clark)の公式を用いて、M(t)や ψ(t)が確率積分による
表示が可能であることが示されている。ここでは、ブラウン運動のマルコフ性を用
いて、同様の結果を示す。

命題 4.8. ([KOL] pp. 127) f : R→ Rをボレル可測で
∫ ∞

−∞
exp

(
− x2

2T

)
|f(x)|dx < ∞
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を満たすと仮定する。このとき、t < T に対して、

E[f(WT )|Ft] = E[f(Wt)] +

∫ t

0

∂VT

∂x
(s,Ws)dWs

となる。ただし、

VT (t, x) :=

∫ ∞

−∞
p(T − t; x, y)f(y)dy

p(t; x, y) :=
1√
2πt

exp

{
−(x− y)2

2t

}

とする。

証明. ブラウン運動のマルコフ性 (定理 5.22)より、

E[f(WT )|Ft] = EWt [f(WT−t)] =

∫ ∞

−∞
p(T − t; Wt, y)f(y)dy = VT (t,Wt)

となる。また VT (t, x)は
∂VT

∂t
+

1

2

∂2VT

∂x2
= 0

を満たす。よって、伊藤の公式より

VT (t,Wt) = VT (0, 0) +

∫ t

0

∂VT

∂x
(s, Ws)dWs

となり示せた。特に

∂VT

∂x
(t, x) = −

∫ ∞

−∞

1√
2π(T − t)3

(x− y) exp

{
− (x− y)2

2(T − t)

}
f(y)dy

となる。

注意 4.9. Karatzas and Shreve [KS2] Section 3.8 では、φ(t)が決定論的 (ω ∈ Ωに
依らない)関数ならば、最適投資問題はHamilton-Jacobi-Bellman方程式と関係があ
ることが述べられている。しかし、φ(t)が決定論的になる λ ∈ Λは限られている。

命題 4.10. λ ∈ Λ2 とする。このとき、t > 0で φ(t)が決定論的になる必要十分条件
は、λが単位分布ということである。

証明. λが単位分布のとき、φ(t) が決定論的になることは明らか。φ(t) が決定論的
であることを仮定する。x ∈ Rに対して、((0,∞),B((0,∞)))上の確率測度 µxを

µx(A) =

∫
A

exp{σx− 1
2
σ2t}λ(dσ)∫∞

0
exp{σx− 1

2
σ2t}λ(dσ)

, A ∈ B((0,∞))
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で定義し、µxによる期待値を‖f(σ)‖x :=
∫∞
0

f(σ)µx(dσ)と書くと、φ(t) = ‖σ‖Wt+Ct

であり、さらに
d‖σ‖x

dx
= ‖(σ − ‖σ‖x)

2‖x (4.19)

より、‖σ‖xはxに関して、非減少である。ここで、任意のa < bに対して、Wt ≥ b−Ct

ならば、‖σ‖Wt+Ct ≥ ‖σ‖bであり、Wt ≤ a − Ctならば、‖σ‖Wt+Ct ≤ ‖σ‖a だが、
Wt ≥ b−CtもWt ≤ a−CtもPの下で確率正で起きて、仮定より φ(t) = ‖σ‖Wt+Ct

は ω ∈ Ωに依らないので、特に ‖σ‖a = ‖σ‖b, b > aとなる。よって、(4.19)から

0 = ‖σ‖b − ‖σ‖a =

∫ b

a

d

dx
‖σ‖xdx =

∫ b

a

‖(σ − ‖σ‖x)
2‖xdx

となる。‖(σ−‖σ‖x)
2‖xは非負かつ xについて連続であるから、‖(σ−‖σ‖x)

2‖x = 0

が任意の x ∈ R に対して成り立つ必要がある。‖ · ‖x は µx についての期待値で、
(σ − ‖σ‖x)

2は非負より、
σ − ‖σ‖x = 0

が a.e - µxで成り立つ。‖σ‖xは σに依らない定数だから、µx の重みは１点に集中し
ている。よって、λの重みも１点に集中している。
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第5章 補遺

この章では、本文の中で扱えなかった確率論に関する基本事項を述べる。

定義 5.1. X = {Xt}t≥0, Y = {Yt}t≥0を確率空間 (Ω,F , P) 上の実数値確率過程と
する。

(i) 任意の t ≥ 0に対して、P[Xt = Yt] = 1であるとき、X は Y の修正 (modifi-

cation)という。

(ii) P[任意の t ≥ 0に対して、Xt = Yt] = 1であるとき、X と Y は区別できない
(indistinguishable)という。

定義 5.2. (Ω,F , P)を確率空間とし、F の部分集合の族 {Ft}が次を満たすとする。

(i) t ≥ s ≥ 0に対してFs ⊂ Ft ⊂ F

(ii) t ≥に対してFtは σ-加法族

このとき、{Ft}をフィルトレーション(filtration)またはフィルターといい、(Ω,F , P;Ft)

をフィルター付き確率空間という。

定義 5.3. (Ω,F , P;Ft)をフィルター付き確率空間とする。フィルター {Ft}が右連
続 (Ft+ := ∩s>tFs = Ft)であり、F0 がFに含まれる零集合を全て含むならば、フィ
ルター {Ft}は通常の条件 (usual conditions)を満たすという。

定理 5.4. ドゥーブの最大値不等式(Doob’s maximal inequality)([KS1] 1.3.8 The-

orem) (Ω,F , P;Ft)をフィルター付き確率空間、フィルターは通常の条件を満たす
と仮定する。ここで、X = {Xt}t≥0が (Ω,F , P ;Ft)上の右連続な劣マルチンゲール
で、任意の t ≥ 0に対して、ほとんど確実にXt ≥ 0ならば、β > α > 0, p > 1に対
して、

E

(
sup

α≤t≤β
Xt

)p

≤
(

p

1− p

)p

E(Xp
β)

が成り立つ。

定義 5.5. X = {Xt}t≥0をフィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の確率過程とする。
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(i) 写像
(t, ω) 7→ Xt(ω) : ([0,∞)× Ω,B([0,∞))⊗F) → (R,B(R))

が可測であるとき、確率過程Xは可測 (measurable)であるという。

(ii) 写像
(s, ω) 7→ Xs(ω) : ([0, t]× Ω,B([0, t]⊗Ft) → (R,B(R))

が各 t ≥ 0で可測のとき、確率過程Xは {Ft}に関して、発展的可測 (progres-

sively measurable)であるという。

(iii) 各 t ≥ 0で、Xtが Ft -可測確率変数であるとき、X は {Ft}に適合している
(adapted)という。

定義 5.6. フィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の関数 σ : Ω → [0,∞]が停止時刻
(stopping time)であるとは、任意の t ≥ 0に対して {σ ≤ t} ∈ Ftが成り立つこと
である。
また、フィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の関数 σ : Ω → [0,∞]が任意選択
時刻 (optional time)であるとは、任意の t ≥ 0に対して {σ < t} ∈ Ftが成り立つ
ことである。

命題 5.7. ([KS1] 1.2.3 Proposition) フィルター {Ft}が右連続のとき、フィルター
付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の関数 σ : Ω → [0,∞] が停止時刻であることと、任意
選択時刻であることは同値である。

命題 5.8. (イエンセン (Jensen)の不等式) ([KS1] 1.3.7 Problem)X = {Xt}t≥0を
フィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の確率過程、ϕ : R → R を任意の t ≥ 0に
対して、E|ϕ(Xt)| < ∞を満たす凸関数とする。このとき、t ≥ s ≥ 0ならば、

E[ϕ(Xt)|Fs] ≥ ϕ(E[Xt|Fs])

が成り立つ。特に、Xがマルチンゲールならば {ϕ(Xt)}は劣マルチンゲールになる。
定義 5.9. τをフィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の停止時刻とする。このとき、
Fτ を

Fτ := {A ∈ F ;任意の t ≥ 0に対して、A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft}
と定める。

命題 5.10. ([KS1] 1.2.13 Problem) τをフィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の停
止時刻とする。このとき、Fτ は σ-加法族で、τ はFτ - 可測である。

定義 5.11. X = {Xt}t≥0を確率空間 (Ω,F , P)上の確率過程とする。このとき、X

が

lim
N↑∞

sup
t≥0

∫

{|Xt>N |}
|Xt(ω)|P(dω)

を満たすとき、Xは一様可積分 (uniformly integrable) であるという。
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定義 5.12. (Ω,F , P;Ft)をフィルター付き確率空間、フィルターは通常の条件を満
たし、X = {Xt}t≥0を右連続確率過程とする。P(τ < ∞) = 1を満たす停止時刻 τ

の全体を T とし、a > 0に対して P(τ ≤ a) = 1を満たす停止時刻 τ の全体を Taと
する。

(i) {Xτ}τ∈T が一様可積分のとき、XはクラスDに属するという。

(ii) {Xτ}τ∈Ta が任意の a > 0に対して一様可積分のとき、X はクラスDLに属す
るという。

定義 5.13. A = {At}t≥0 をフィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の確率過程で
{Ft}に適合しているとする。このとき、以下の条件を満たすならば、Aは増加 (in-

creasing)過程という。

(i) ほとんど確実にA0 = 0となる。

(ii) ほとんど確実に t 7→ Atが非減少で右連続な関数になる。

(iii) 任意の t ≥ 0に対して、E(At) < ∞

さらに、A∞ := limt→∞ Atとし E(A∞) < ∞ ならば、増加過程 Aは可積分 (inte-

grable)であるという。

定義 5.14. フィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)上の増加過程A = {At}t≥0が以下
の条件を満たすとき、自然 (natural) であるという。
任意の有界で右連続なマルチンゲールM = {Mt}t≥0と任意の t ≥ 0 に対して

E

∫

(0,t]

MsdAs = E

∫

(0,t]

Ms−dAs

が成り立つ。

注意 5.15. ([KS1] 1.4.6 Remarks) 任意の連続な増加過程は自然である。

定理 5.16. (ドゥーブ-メイヤー分解 (Doob-Meyer Decomposition)) ([KS1] 1.4.9

Probrem, 1.4.10 Theorem) (Ω,F , P;Ft)をフィルター付き確率空間、{Ft}は通常の
条件を満たすとする。このとき、(Ω,F , P;Ft)上の右連続な劣マルチンゲールX =

{Xt}t≥0がクラスDLに属するならば、Xは以下のように分解できる。

Xt = Mt + At

ただし、M = {Mt}t≥0は右連続なマルチンゲール、A = {At}t≥0は増加過程であ
る。また、増加過程Aは自然なものをとることができる。この付加条件の下で分解
は（区別できないという意味で）一意である。
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命題 5.17. ([KS1] 1.3.25 Problem) X = {Xt}t≥0をフィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)

上の右連続な劣マルチンゲールとする。このとき、X = {Xt}t≥0がマルチンゲール
になる必要十分条件は、任意の t ≥ 0に対して、E[Xt] = E[X0]が成り立つことで
ある。

命題 5.18. ([KS1] 1.3.24 Problem) X = {Xt}t≥0をフィルター付き確率空間 (Ω,F , P;Ft)

上の右連続な劣マルチンゲールとする。このとき、τを停止時刻とすると、{Xτ∧t}t≥0

は劣マルチンゲールになる。

定理 5.19. ([KS1] 3.4.6 Theorem) (Ω,F , P;Ft)をフィルター付き確率空間とし、
M = {Mt}t≥0 ∈ Mc,locは、ほとんど確実に limt→∞ 〈M〉t = ∞ が成り立つとする。
このとき、s ≥ 0に対して、

T (s) := inf{t ≥ 0; 〈M〉t > s}, Bs := MT (s), Gs := FT (s)

とすると、{Bs}s≥0は１次元標準ブラウン運動であり、{Gs}は通常の条件を満たす。
また、ほとんど確実に

Mt = B〈M〉t , t ≥ 0

が成り立ち、t ≥ 0を固定すると 〈M〉tは {Gs} に関する停止時刻となる。

命題 5.20. ([KS1] 2.3.8 Remark 3.5 Section C) W = {Wt}t≥0をフィルター付き確
率空間 (Ω,F , P;Ft)上の１次元標準ブラウン運動とし、Tb := inf{t ≥ 0; Wt = b}と
する。このとき、b > 0, α > 0, t > 0に対して

P(Tb ≤ t) =
2√
2π

∫ ∞

b√
t

e−
x2

2 dx, Ee−αTb = e−b
√

2α

が成り立つ。また、

Zt := exp

(
µWt − 1

2
µ2t

)
, Pµ(A) := E[1AZt], A ∈ Ft

とすると

Pµ[Tb < ∞] = eµbE

[
exp

(
−1

2
µ2Tb

)]

が成り立つ。

命題 5.21. ([KS1] 3.5.7 Problem) µ ∈ R, W = {Wt}t≥0をフィルター付き確率空間
(Ω,F , P;Ft)上の１次元標準ブラウン運動とする。(Ω,F , P;Ft)上の停止時刻 τ に対
して、

E

[
exp

(
µWτ − 1

2
µ2τ

)]
= 1
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が成り立つための必要十分条件は Pµ[τ < ∞] = 1 である。ただし、Pµは命題 5.20

で定義されるものである。特に、b ∈ R, µb < 0のとき

Sb := inf{t ≥ 0; Wt − µt = b}

とすれば、Pµ[Sb < ∞] = 1を満たす。

定理 5.22. ([KS1] 2.5.12 Theorem) W = {Wt}t≥0を可測空間 (Ω,F)上の実数値関
数列、{Px}x∈Rを以下の性質を満たす確率測度の族とする。

(i) F ∈ F に対して、x 7→ Px(F )が B(R)/B([0, 1])-可測になる。

(ii) x ∈ Rに対して、Px[W0 = x] = 1を満たす。

(iii) Pxの下でW は x出発の１次元ブラウン運動になる。

この時、t ≥ s ≥ 0, ボレル可測関数 f : R→ R に対して、

Ex[f(Wt+s)|Fs] = EWs [f(Wt)]

が Px-a.sで成り立つ。ただし、Exは Pxの下での期待値である。
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