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第1章 序

本修士論文では, [8],[6]で述べられている,次の安全資産 (債券)Bと危険資産 (株)Sα

からなる金融市場モデル{
Bt = ert,

Sα
t = S0e

αrt
∫ ∞
0

exp{σ(Wt + Ct) − 1
2
σ2t}λ(dσ)

について考察を行う. ただし, λは (0,∞)上の確率測度で
∫ ∞

0
σλ(dσ) < ∞をみたす

ものとする. {Wt}t≥0はフィルター付き完備確率空間 (Ω,F , P ;Ft)上の一次元標準
ブラウン運動とする. 満期を正定数 T とし, t ∈ [0, T ]とする. αは実数で, r, C, S0

は正定数とする. ここで Sαは,

dSα
t = (αr + Cφ(t)) Sα

t dt + φ(t)Sα
t dWt,

φ(t) :=

∫ ∞
0

σexp{σ(Wt + Ct) − 1
2
σ2t}λ(dσ)∫ ∞

0
exp{σ(Wt + Ct) − 1

2
σ2t}λ(dσ)

と表示される. ただし, φ(t)は危険資産の価値の変動の大きさを表すボラティリティ
過程と呼ばれる確率過程で, φ(t)Sα

t dWtは確率積分の表示である. α = 1のときは [8]

で提唱されているモデルであり, λがディラック測度のときは Black-Scholesモデル
と呼ばれるものに対応する. [8]で提唱されているモデルの特徴は, Black-Scholesモ
デルの現実のデータに合わない次の二点を補っていることである. 一つ目は, ボラ
ティリティ過程が時間に対して一定である点である. 二つ目は, ログリターンと呼ば
れる収益率の指標 1

t
log( St

S0
)が正規分布に従う点である. また, [8]で提唱されている

モデルのさらなる拡張である [6]で提唱されているモデルの特徴は, 金利から受ける
影響を考慮するパラメーターαを入れることによって, 市場リスク価格過程と呼ばれ
る確率過程が θα(t) := C − r(1−α)

φ(t)
となり, 定数でなくなることである. また, これら

のモデルの良い点は, 大きく二つある. 一つ目は裁定機会が存在しないことである.

裁定機会が存在するとは, 「元手０から投資を始めて, 確率 1で損をすることなく,

かつ, 確率正で利益を得ることが可能な投資の方法が存在する」ということである.

二つ目はリスク中立確率の存在である. Sαは, 市場リスク価格過程 θα(t)を用いて,

dSα
t = rSα

t dt + φ(t)Sα
t d

(
Wt +

∫ t

0

θα(s) ds

)
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と表示できる. ここで, W̃ α
t := Wt +

∫ t

0
θα(s)dsがブラウン運動となるような確率測

度 Pαが存在するとしよう. このような確率 Pαが存在するとき, Pαのもとで危険資
産の成長率は安全資産の成長率と同じと解釈できるので, 金融市場はリスク中立で
あるとみなせる. このような確率測度をリスク中立確率と呼ぶ. 本修士論文で扱う
金融市場モデルがリスク中立確率 Pαを持つための λの条件については [6]で詳しく
議論されいる.

数理ファイナンスの目的の一つとして, ヨーロピアンコールオプション (満期に株
などの有価証券を事前に決められた行使価格で買える権利)に代表されるようない
わゆる金融派生商品 (デリバティブ)の適正な価格付けがある. 本修士論文では, 特に
満期にのみ行使できる権利であるヨーロッパ型条件付請求権について考える. 適正
な価格付けをする際に, 満期における権利の価値を表す確率変数 F を金融市場で複
製できるか考える必要がある. つまり, 満期に資産価値F を生み出すための, 初期資
産と投資の仕方 (ポートフォリオ過程)を見つけることが必要である. ところで, 金
融市場における投資の仕方 (ポートフォリオ過程)が自己充足的(資産価値の増減は,

金融市場での取引によってのみおこり, それ以外からの資産の流出入はないとする)

であるという仮定のもと, 初期資産 x,ポートフォリオ過程 {π(t)}0≤t≤T に付随する
資産価値過程 {Xx,π(t)}0≤t≤T は, Xx,π(t) = ertx +

∫ t

0
er(t−s)π(s)φ(s) dW̃ α

s となる. F

を複製するとは Xx,π(T ) = F となる x, πを求めることである. 特に, この πを F の
ヘッジポートフォリオと呼ぶ. Xx,π(T )の表示から, F を複製するためは, 確率変数
F を確率 Pαのもとでの一次元標準ブラウン運動 W̃αに関する確率積分で表現する
ことが必要である. そのような表現の存在自体はマルチンゲール表現定理などの定
理で保証される. しかしながら, それらの定理は被積分関数の具体的表現を与えるも
のではない.

本修士論文では, F と θαに適当な条件を付加することで, 被積分関数の表現を得
るクラーク・オコンの公式の導出について述べる. また, 行使価格 qのヨーロピアン
コールオプション F = [Sα

T − q]+のヘッジポートフォリオ πを表現する問題を扱う.

特に, Black-Scholesモデルについては, ヘッジポートフォリオ πの表現が知られてい
る. 本修士論文では, α = 1のとき, 拡張のモデルにおいて, F = [S1

T − q]+がP1のも
とでの一次元標準ブラウン運動 W̃ 1と適当なボレル可測関数 f を用いてF = f(W̃ 1

T )

となることに注目し, 二つの方法でヘッジポートフォリオの表現を与えた. 一つ目は
クラーク・オコンの公式の拡張を用いたものである. 二つ目は, ブラウン運動のマル
コフ性と伊藤の公式から導かれる表現を用いたものである. どちらの方法でも, 次の
定理が得られる.

定理 1.1. α = 1とし, F = [S1
T − q]+ とする. 任意の

∫ ∞
0

σλ(dσ) < ∞を満たす
(0,∞)上の確率測度 λに対して,

F = E1[F ] +

∫ T

0

[
er(T−t)S1

t

∫ ∞

0

σΦ(− x̂t√
T − t

+
√

T − t σ)λt(dσ)

]
dW̃ 1

t

3



が成り立つ. よって, ヨーロピアンコールオプションのヘッジポートフォリオは,

π(t) =
S1

t

φ(t)

∫ ∞

0

σΦ(− x̂t√
T − t

+
√

T − t σ)λt(dσ), 0 ≤ t < T.

ただし, W̃ 1
t = Wt + Ctで, P1はP1(A) = E

[
exp

{
−CWT − 1

2
C2T

}
1A

]
(A ∈ FT )で

定義される (Ω,FT )上の確率測度で, E1は P1についての期待値とする.また,

Φ(x) :=

∫ x

−∞

1√
2π

exp

{
−y2

2

}
dy, λt(dσ) :=

exp{σW̃ 1
t − 1

2
σ2t}λ(dσ)∫ ∞

0
exp{σW̃ 1

t − 1
2
σ2t}λ(dσ)

とし, x̂t = x̂t(W̃
1
t )は, 次の xに関する方程式の解である.

S1
t e

r(T−t)

∫ ∞

0

exp
{
σx − σ2

2
(T − t)

}
λt(dσ) = q.

特に λ = δσ0のときは, Black-Scholesの公式から得られる表現 π(t) = S1
t Φ(− x̂t√

T−t
+√

T − t σ0)と一致する.

次に本修士論文の構成について述べる. 2章では金融市場とそこでの取引等の数学
的な定式化について述べる. 3章では確率変数の確率積分表示するとき, その被積分
関数の表現を与えるクラーク・オコンの公式の導出について述べる. 4章では, 本修
士論文で扱うモデルの性質について述べ, さらに主結果であるヨーロピアンコール
オプションのヘッジポートフォリオの表現の導出をする. 5章では確率過程に関する
基本的な定理等についてのまとめをする.
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第2章 金融市場の定式化

この章では, 本修士論文で扱う数理ファイナンスの概念について述べる.

2.1 金融市場を通じての取引の定式化
本修士論文では, 一個の安全資産と一個の危険資産からなる金融市場を考える. ま

ず, この二つの資産を定式化する. (Ω,F , P )を完備確率空間, W をこの上の一次元
標準ブラウン運動とする. T (T > 0)で満期 (terminal time)を表し, FW

t := σ{Ws :

0 ≤ s ≤ t}, Ft := σ{FW
t ∪ N}とする. ただし, N はFW

T に含まれる零集合の族と
する.

安全資産 (第 0資産)B(t)を

dB(t) = r(t)B(t) dt, B(0) = 1 (2.1)

で定義し, 危険資産 (第 1資産)S(t)を

dS(t) = S(t)b(t) dt + S(t)σ(t) dW (t), S(0) = s ∈ (0,∞). (2.2)

利子率過程{r(t)}0≤t≤T ,平均収益率過程{b(t)}0≤t≤T , ボラティリティ過程{σ(t)}0≤t≤T

は, 発展的可測 (定義 5.17参照)であり,∫ T

0

(|r(t)| + |b(t)| + |σ(t)|2) dt < ∞ a.s.

を満たすとする.

定義 2.1. ポートフォリオ過程 (portfolio process)(π0, π1)を以下を満たす発展的可
測なR2-値確率過程とする.∫ T

0

|(π0(t) + π1(t)) r(t)| dt < ∞ a.s.

∫ T

0

|π1(t)(b(t) − r(t))| dt < ∞ a.s.∫ T

0

|σ(t)π1(t)|2 dt < ∞ a.s.
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ここで, πi(t)(i = 0, 1)は (時刻 t ∈ [0, T ]での第 i資産の保有量)×(時刻 t ∈ [0, T ]

での第 i資産の価格)と解釈する.

定義 2.2. ポートフォリオ過程 (π0, π1)が自己充足的 (self-financing)とは, 付随す
る資産価値過程X(t) = π0(t) + π1(t)について,

dX(t) =
π0(t)

B(t)
dB(t) +

π1(t)

S(t)
dS(t)

が成り立つことをいう.

このとき,

dX(t) = (π0(t) + π1(t)) r(t) dt + π1(t) (b(t) − r(t)) dt + π1(t)σ(t) dW (t)

= r(t)X(t) dt + π1(t) (b(t) − r(t)) dt + π1(t)σ(t) dW (t)

より, γ(t) := 1/B(t) = exp
(
−

∫ t

0
r(s) ds

)
とすると,

d(γ(t)X(t)) = γ(t)π1(t) (b(t) − r(t)) dt + γ(t)π1(t)σ(t) dW (t)

となり,

γ(t)X(t) = X(0) +

∫ t

0

γ(s)π1(s)[(b(s) − r(s)) ds + σ(s) dW (s)], 0 ≤ t ≤ T

を得る.また, 以下ではポートフォリオ過程 (π0, π1)は自己充足的であることを仮定
する. このとき, 資産価値過程X(t)は第一資産についてのポートフォリオ過程 π1の
みに依存するので, π1を πと置き換えて話を進め, ポートフォリオ過程とは, この π

を指すことにする.

定義 2.3. ポートフォリオ過程 πが tameであるとは

Mπ(t) :=

∫ t

0

γ(s)π(s)[(b(s) − r(s)) ds + σ(s) dW (s)]

が, ほとんど確実に下に有界であることをいう. つまり,

ある q = qπ ∈ Rが存在して, P [Mπ(t) ≥ qπ : ∀0 ≤ t ≤ T ] = 1

が成り立つことをいう.

定義 2.4. tameなポートフォリオ過程 πが

P [Mπ(T ) ≥ 0] = 1, P [Mπ(T ) > 0] > 0

を満たすとき,裁定機会をもつという. また, これを満たすようなポートフォリオ過
程が存在しないとき, 金融市場モデルは無裁定条件を満たすという.
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定理 2.5 ([1] Theorem 0.2.4). 金融市場モデルが無裁定条件を満たすとき, 発展的可
測な確率過程 θ : [0, T ] × Ω → Rが存在して,

b(t) − r(t) = σ(t)θ(t), 0 ≤ t ≤ T a.s. (2.3)

が成り立つ. この θを市場リスク価格過程 (market price of risk)と呼ぶ. 逆に確率
過程 θで, (2.3)に加えて, ∫ T

0

|θ(t)|2 dt < ∞ a.s. (2.4)

E

[
exp

{
−

∫ T

0

θ(t) dW (t) − 1

2

∫ T

0

|θ(t)|2 dt

}]
= 1 (2.5)

を満たすものが存在するとき, 金融市場モデルは無裁定条件を満たす.

定義 2.6. 発展的可測な確率過程 θ : [0, T ]×Ω → Rで (2.3)-(2.5)を満たすものが存
在するとき, 金融市場モデルは,標準的と呼ばれる.

標準的な金融市場モデルにおいて,

Z(t) := exp

{
−

∫ T

0

θ(t) dW (t) − 1

2

∫ T

0

|θ(t)|2 dt

}
, 0 ≤ t ≤ T (2.6)

はマルチンゲールである. よって可測空間 (Ω,FT )上に確率測度Qを

Q(A) := E[Z(T )1A], A ∈ FT (2.7)

で矛盾なく定義できる. すなわち

dQ

dP

∣∣∣∣
Ft

= Z(t), 0 ≤ t ≤ T

が成り立つ. この Qをリスク中立同値マルチンゲール測度と呼ぶ. ギルサノフの定
理 (定理 5.37参照)より, Qの下で確率過程

W̃ (t) := W (t) +

∫ t

0

θ(s) ds, 0 ≤ t ≤ T (2.8)

はFt-ブラウン運動になる. このとき, 危険資産 S(t)は

dS(t) = rS(t) + σ(t)S(t)dW̃ (t)

と変形できる. さらに,初期資産X(0) = xとポートフォリオ過程 πに付随する資産
価値過程X(t)は,

X(t) = Xx,π(t) = B(t)x + B(t)

∫ t

0

γ(s)π(s)σ(s)dW̃ (s), 0 ≤ t ≤ T

と変形できる.
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2.2 金融市場の完備性
ここで, (2.1)で定義される一個の安全資産と, (2.2) で定義される一個の危険資産

からなる標準的な金融市場を考える.

定義 2.7. 条件付き請求権とはFT 可測な確率変数 Y : Ω → [0,∞)で

u0 := EQ[γ(T )Y ] = E[γ(T )Z(T )Y ] < ∞

をみたすもののことをいう.

定義 2.8. 条件付き請求権 Y がヘッジ可能 (attainable)とは, tameなポートフォリ
オ過程 πで

Xu0,π(T ) = Y a.s.

つまり,

γ(T )Y = u0 +

∫ T

0

γ(u)π(u)σ(u) dW̃ (u)

を満たすものが存在することをいう. また, どんな条件付き請求権もヘッジ可能であ
るとき, 金融市場は完備であるという.

特に本修士論文で扱うような危険資産が一個で, ブラウン運動の次元が一次元で
ある金融市場が, 標準的でかつボラティリティ過程 {σ(t)}0≤t≤T がほとんどすべての
t ∈ [0, T ] についてほとんど確実に σ(t) 6= 0であれば, 金融市場は完備である. 以下
ではこれを示す.

補題 2.9 ([4] Lemma 1.6.7). {M(t),Ft : 0 ≤ t ≤ T}はQの下でマルチンゲールで
あるとする. このとき, 発展的可測な確率過程 ϕ(·)で∫ T

0

|ϕ(s)|2 ds < ∞ a.s. (2.9)

かつ

M(t) = M(0) +

∫ t

0

ϕ(s) dW̃ (s), 0 ≤ t ≤ T a.s.

を満たすものが存在する.

証明. マルチンゲール表現定理 (定理 5.32参照)との相違点は, F W̃
t が FW

t に真に含
まれる場合でもQの下でのFtマルチンゲールを W̃ についての確率積分で表現でき
ることである.

N(t) := E[Z(T )M(T )|Ft], 0 ≤ t ≤ T

とする.このとき, マルチンゲール表現定理より,

N(t) = N(0) +

∫ t

0

ψ(s) dW (s), 0 ≤ t ≤ T.
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ただしψは発展的可測な確率過程で,
∫ T

0
|ψ(s)|2 ds < ∞ a.s.を満たす. また, ベイズ

の法則 (補題 5.36参照)より, M(t) = EQ[M(T )|Ft] = N(t)/Z(t)であることと,伊藤
の公式により,

dM0(t) =
1

Z(t)
[ψ(t) + N(t)θ(t)]dW̃ (t).

よって, ϕ(t) = 1
Z(t)

[ψ(t) + N(t)θ(t)]ととれば, この補題は示される. ((2.9)について
は ψ(·)と θ(·)が同じ条件を満たすことと, 1

Z(·) とN(·)は連続過程であることから成
り立つ.)

よって, 条件付き請求権 Y について, M(t) := EQ[γ(T )Y |Ft], (0 ≤ t ≤ T ) と
すると, 補題 2.9より, M(t) = M(0) +

∫ t

0
ϕ(s) dW̃ (s) (0 ≤ t ≤ T ) a.s. ここで,

π(t) := B(t)ϕ(t)σ−1(t) (0 ≤ t ≤ T )とすれば, これは tameなポートフォリオ過程で
あり, γ(T )Y = u0 +

∫ T

0
γ(u)π(u)σ(u) dW̃ (u)を満たす.よって金融市場は完備である.

2.3 価格付け
条件付き請求権の中で満期にのみ行使できる権利を特にヨーロッパ型条件付き請

求権と呼ぶ.

例. 1. Y = [S(T ) − q]+: 権利行使価格が qのヨーロピアンコールオプション (満
期に S(T )を価格 qで買う権利).

2. Y = [ 1
T

∫ T

0
S(t) dt − q]+: 権利行使価格が qのアジアンオプション.

次に, このような権利を売買する際の適正価格について考える.このとき, 次の値
を定義する.

hup := inf{x ≥ 0 : ∃ポートフォリオ過程 π, s.t. π : tame, Xx,π(T ) ≥ Y a.s.}

hlow := sup{x ≥ 0 : ∃ポートフォリオ過程 π, s.t. X−x,π(T ) ≥ −Y a.s.}

ここで, hupは, 売り手 (権利の発行主体)が, 権利の販売価格を元手に市場で投資を
し, 満期時刻に買い手に支払う Y 以上の資産を形成できるような販売価格の下限で
あり, hlowは, 買い手が, 購入価格の負債をもって, 市場で投資をし, さらに満期時刻
に Y を得たとき, 負債がなくなるような, 購入価格の上限である.

定理 2.10 ([1] Theorem 1.2.1). 金融市場は標準的で完備であるとする.このとき, 任
意のヨーロッパ型条件付き請求権 Y に対して,

hup = hlow = u0 = EQ[γ(T )Y ] ∈ (0,∞)

が成り立ち, さらに, tameなポートフォリオ π̂が存在して,

Xu0,π̂(t) = −X−u0,π̌(t) = X̂(t), 0 ≤ t ≤ T

が成り立つ. ただし, X̂(t) := 1
γ(t)

EQ[γ(T )Y |Ft], π̌(t) := −π̂(t) (0 ≤ t ≤ T )とする.
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証明. 定義から 0 ≤ hlow ≤ u0 ≤ hup ≤ ∞は容易に確認できる. 補題 2.9により,

γ(t)X̂(t) = EQ[γ(T )Y |Ft] = u0 +

∫ t

0

γ(s)π̂(s)σ(s) dW̃ (s), 0 ≤ t ≤ T (2.10)

を満たすポートフォリオ過程 π̂が存在する.また, M π̂(t) :=
∫ t

0
γ(s)π̂(s)σ(s) dW̃ (s) =

EQ[γ(T )Y |Ft] − u0 (0 ≤ t ≤ T )はQ-マルチンゲールであり, −u0によって下に有界
である.よって π̂は tameである.また, Y = Xu0,π̂(T ) = −X−u0,π̌(T )により hup =

hlow = u0が成り立つ. また (2.10)により, Xu0,π̂(t) = −X−u0,π̌(t) = X̂(t) (0 ≤ t ≤ T )

が成り立つ.よって主張は示された.

定義 2.11. ヨーロッパ型条件付き請求権 Y に対して, {X̂(t)}0≤t≤T ただし, X̂(t) :=
1

γ(t)
EQ[γ(T )Y |Ft] (0 ≤ t ≤ T )を Y に対する価格過程と呼び, また {π̂(t)}0≤t≤T を Y

に対するヘッジポートフォリオ過程と呼ぶ.

注意 2.12. 定理 2.10により, ヨーロッパ型条件付き請求権のヘッジポートフォリオ
過程が存在することは分かっている. そこで, 本修士論文の主題は, 条件付請求権の
ヘッジポートフォリオ過程を表現することである. 具体的に表示できることは, ヘッ
ジ可能であることは分かっているとして, どのようにしたらヘッジできるのかが分
かる点で重要である.
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第3章 クラーク・オコンの公式の導出

3.1 Wiener-Ito展開
定義 3.1. 実関数 g : [0, T ]n → Rが対称 (symmetric)とは

g(xσ1 , . . . , xσn) = g(x1, . . . , xn), ∀σ : (1,2, . . . ,n)上の置換

が成り立つこととする. さらに, 対称な実関数 g : [0, T ]n → Rについて

‖g‖2
L2([0,T ]n) :=

∫
[0,T ]n

g2(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn < ∞

が成り立つとき, g ∈ L̂2([0, T ]n)と表す. すなわち L̂2([0, T ]n)は [0, T ]n上の対称な
二乗可積分関数全体である.

さて,

Sn := {(x1, . . . , xn) ∈ [0, T ]n; 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ T}

とする. このとき g ∈ L̂2([0, T ]n)に対して

‖g‖2
L2([0,T ]n) = n!

∫
Sn

g2(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn = n!‖g‖2
L2(Sn)

が成り立つ. また, [0, T ]n上で定義された任意の関数 gについてその対称化 g̃を次で
定義する.

g̃(x1, . . . , xn) :=
1

n!

∑
σ

g(xσ1 , . . . , xσn)

定義 3.2. gを Sn (n ≥ 1)上で定義された決定論的な関数で次を満たすとする.

‖g‖2
L2(Sn) =

∫
Sn

g2(t1, . . . , tn)dt1 · · · dtn < ∞

このとき, n多重伊藤積分が次で定義される.

Jn(f) :=

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t3

0

∫ t2

0

f(t1, . . . , tn)dW (t1)dW (t2) · · · dW (tn−1)dW (tn)

ここで, 仮定より 1 ≤ i ≤ nについて, dW (ti)に対する伊藤積分 (注意 5.28参照)の
被積分関数は, Fti 適合で, dP × dtiについて二乗可積分であることに注意する.
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命題 3.3. g ∈ L2(Sm), h ∈ L2(Sn), m < nに対して,

E[Jn(g)Jm(h)] =

{
0 if n 6= m,

〈g, h〉L2(Sn) if n = m

が成り立つ.

証明. 伊藤積分の等長性 (注意 5.28参照)を使って

E[J2
n(h)] = E

[{∫ T

0

(∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

h(t1, . . . , tn)dW (t1) · · · dW (tn−1)

)
dW (tn)

}2
]

=

∫ T

0

E

[(∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

h(t1, . . . , tn)dW (t1) · · · dW (tn−1)

)2
]

dtn

= · · · =

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

h2(t1, . . . , tn)dt1 · · · dtn = ‖h‖2
L2(Sn).

また, g ∈ L2(Sm),h ∈ L2(Sn), m < nに対して, 同様に

E[Jm(g)Jn(h)] = E

[{∫ T

0

(∫ sm

0

· · ·
∫ s2

0

g(s1, . . . , sm)dW (s1) · · · dW (sm−1)

)
dW (sm)

}
×

{∫ T

0

(∫ sm

0

· · ·
∫ t2

0

h(t1, . . . , tn−m, s1, . . . , sm)dW (t1) · · ·
)

dW (sm)

}]
=

∫ T

0

E

[{∫ sm

0

· · ·
∫ s2

0

g(s1, . . . , sm−1, sm)dW (s1) · · · dW (sm−1)

}
×

{∫ sm

0

· · ·
∫ t2

0

h(t1, . . . , sm−1, sm)dW (t1) · · · dW (sm−1)

}]
dsm

=

∫ T

0

∫ sm

0

· · ·
∫ s2

0

E

[
g(s1, s2, . . . , sm)

∫ s1

0

. . .

∫ t2

0

h(t1, . . . , tn−m, s1, · · · , sm)dW (t1) · · · dW (tn−m)

]
ds1 · · · dsm

= 0

より示された.

また, g ∈ L̂2([0, T ]n)に対して

In(g) := n!Jn(g)

とすると

E[I2
n(g)] = E[(n!)2J2

n(g)] = (n!)2‖g‖2
L2(Sn) = n!‖g‖2

L2([0,T ]n)

が成り立つ.
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定理 3.4 ([5] Theorem 1.1.2, Wiener-Ito展開). ϕはFT 可測な確率変数でϕ ∈ L2(Ω)

とする.このとき, fn ∈ L̂2([0, T ]n)の列 {fn}∞n=0が一意的に存在して,

ϕ(ω) =
∞∑

n=0

In(fn) (L2(Ω)における収束)

さらに

‖ϕ‖2
L2(Ω) =

∞∑
n=0

n!‖fn‖2
L2([0,T ]n)

が成立する.

3.2 Malliavin 微分
H := L2([0, T ],B([0, T ]),m)とする.ただしmはルベーグ測度とする. h ∈ H に

対してW (h) :=
∫ T

0
h(t) dWt とすると, H 3 h 7→ W (h) ∈ L2(Ω)は線形写像で,

W (h)は, 平均 0, 分散
∫ T

0
h2(t)dtの正規分布に従う. また, h1, h2 ∈ H に対して,

E[W (h1)W (h2)] = 〈h1, h2〉H が成立する.

C∞
p (Rn) := {f ∈ C∞(Rn) : f のどの偏導関数も多項式増大である.}

C∞
b (Rn) := {f ∈ C∞(Rn) : f のどの偏導関数も有界である.}

とし,

S := {F = f(W (h1), . . . ,W (hn)) : f ∈ C∞
p (Rn), h1, ..., hn ∈ H,n ≥ 1}

Sb := {F = f(W (h1), . . . ,W (hn)) : f ∈ C∞
b (Rn), h1, ..., hn ∈ H,n ≥ 1}

とする. S上に作用素D : L2(Ω) → L2(Ω; H)を

DF :=
n∑

i=1

∂if(W (h1), . . . ,W (hn))hi

で定め,

DtF :=
n∑

i=1

∂if(W (h1), . . . ,W (hn))hi(t)

とする.

補題 3.5 ([5] Lemma 1.2.1). F ∈ Sとし, h ∈ Hとする. このとき,

E[〈DF, h〉H ] = E[FW (h)]
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証明. h ∈ H は ‖h‖H = 1としてよい. また, e1, · · · , en を H の正規直交な元と
し, h = e1, F = f(W (e1), . . . ,W (en))に対して成り立つことを示せば十分である.

φ(x) = (2π)−
n
2 exp(−1

2

∑n
i=1 x2

i )とすると,

E[〈DF, h〉H ] =

∫
Rn

∂f

∂x1

(x)φ(x) dx =

∫
Rn

f(x)φ(x)x1 dx = E[FW (e1)]

= E[FW (h)]

この補題から次が従う.

補題 3.6 ([5] Lemma 1.2.2). F,G ∈ Sと h ∈ Hに対して,

E[G〈DF, h〉H ] = E[−F 〈DG, h〉H + FGW (h)]

以上より, DがS(⊂ Lp(Ω) )から, Lp(Ω; H)への閉じた作用素であることが分かる.

つまり, {Fk}k≥1 ⊂ Sが limk→∞ Fk = 0 in Lp(Ω)とし, limk→∞ DFk = η in Lp(Ω; H)

とする. このとき, 補題 3.6から η = 0が導ける. 実際, h ∈ H と F ∈ Sbを FW (h)

が有界となるようにとるとき,

E[〈η, h〉HF ] = lim
k→∞

E[〈DFk, h〉HF ]

= lim
k→∞

E[−Fk〈DF, h〉H + FkFW (h)]

= 0

より η = 0を得る. このことから, Dの定義域を次のように定義する.

定義 3.7. Lp(Ω)(p ≥ 1)におけるDの定義域D1,pを S の次のノルムの閉包で定義
する.

‖F‖1,p =

[
E

[
|F |p] + E[‖DF‖p

H

] ] 1
p

命題 3.8 ([5] Proposition 1.2.1). F ∈ L2(Ω)がFT 可測であるとする. F が

F =
∞∑

m=0

Im(fm) fm : L2([0, T ]m)上の対称な関数

と展開されるとき,

F ∈ D1,2 ⇐⇒
∞∑

m=1

mm!‖fm‖2
L2([0,T ]m) < ∞
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である. このとき,

DtF =
∞∑

m=1

mIm−1(fm(., t))

が成り立ち, さらに

E

[∫ T

0

(DtF )2 dt

]
=

∞∑
m=1

mm!‖fm‖2
L2([0,T ]m) < ∞

である.

3.3 The Skorohod integral

定義 3.9. 微分作用素Dは L2(Ω)の稠密な部分空間D1,2から L2([0, T ] × Ω)への作
用素である. ここでDの共役作用素を δとする. このとき δは L2([0, T ] × Ω)から
L2(Ω)への作用素で

1. Dom δは次を満たす u ∈ L2([0, T ] × Ω)全体の集合である.∣∣∣∣E [ ∫ T

0

(DtF ) u(t)dt

] ∣∣∣∣ ≤ ∃C‖F‖L2(Ω) ∀F ∈ D1,2

ただし, C (C > 0)は uにのみ依存する定数である.

2. u ∈ Dom δに対して, δ(u)は L2(Ω)の元で

E[Fδ(u)] = E

[∫ T

0

(DtF ) u(t) dt

]
∀F ∈ D1,2

が成り立つ.

注意 3.10. 微分作用素Dは閉作用素であり, よってその共役作用素 δも閉作用素で
ある.

命題 3.11 ([5] Proposition 1.3.1). u ∈ L2([0, T ] × Ω)が

u(t) =
∞∑

m=0

Im(fm(., t)) fm : L2([0, T ]m)上の対称な関数

と展開されるとき,

u ∈ Domδ ⇐⇒ L2(Ω)の意味で
∞∑

m=0

Im+1(f̃m)が存在する
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である. ただし, f̃mは fmの対称化で,

f̃m(t1, . . . , tm, t) =
1

m + 1

[
fm(t1, . . . , tm, t) +

m∑
i=1

fm(t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , t, ti)

]

である.（fmは最初のm変数については対称であることに注意する)このとき,

δ(u) =
∞∑

m=0

Im+1(f̃m)

が成り立ち, さらに

E[δ(u)2] =
∞∑

m=0

(m + 1)!‖f̃m‖2
L2([0,T ]m+1)

である.

証明. G = In(g), gは対称であるとする.

E

[∫ T

0

u(t)(DtG) dt

]
=

∞∑
m=0

∫ T

0

E[Im(fm(·, t))nIn−1(g(·, t))] dt

=

∫ T

0

E[In−1(fn−1(·, t))nIn−1(g(·, t))] dt

= n(n − 1)!

∫ T

0

〈fn−1(·, t), g(·, t)〉L2([0,T ]n−1) dt

= n!〈fn−1, g〉L2([0,T ]n) = n!〈f̃n−1, g〉L2([0,T ]n)

= E[In(f̃n−1)In(g)] = E[In(f̃n−1)G]

ここで u ∈ Domδ とするとき, E[δ(u)G] = E[In(f̃n−1)G]より, δ(u)の n番目の
Wiener-Ito展開の項が In(f̃n−1)に一致することがわかる.よって

∑∞
m=0 Im+1(f̃m)は

L2(Ω)で収束し, その和は δ(u)に一致する. 逆に, 和が L2(Ω)で V に収束すると仮
定する.このとき上の計算と同様にして

E

[∫ T

0

u(t)Dt

(
N∑

n=0

In(gn)

)
dt

]
= E

[
V

N∑
n=0

In(gn)

]

よって, 極限をとることにより, F ∈ D1,2に対して∣∣∣∣E [∫ T

0

u(t)(DtF ) dt

]∣∣∣∣ ≤ ‖V ‖L2(Ω)‖F‖L2(Ω)

が成り立ち, u ∈ Domである.
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定義 3.12. 任意のG ∈ B([0, T ])に対して, FGを次の形をしたすべての確率変数に
よって生成される σ加法族とする.∫

A

dWt :=

∫ T

0

1A dWt, A ⊂ G(ボレル集合)

特にF[0,t] = FW
t (t ≥ 0)である.

補題 3.13 ([5] Lemma 1.2.4). F ∈ L2(Ω)はF =
∑∞

n=0 In(fn)であるとする. 任意の
G ∈ B([0, T ])に対して

E[F |FG] =
∞∑

n=0

In(fn1⊗
n

G )

が成り立つ. ただし

(fn1⊗
n

G )(t1, . . . , tn) = fn(t1, . . . , tn)1G(t1) · · · 1G(tn).

とする.

命題 3.14 ([5] Proposition 1.2.4). F ∈ D1,2,G ∈ B([0, T ]) とする. このとき,

E[F |FG] ∈ D1,2 であり

DtE[F |FG] = E[DtF |FG]1G(t)

が成り立つ. 特に, F がFG可測のとき

DtF (ω) = 0
(
(t, ω) ∈ Gc × Ω

)
である.

証明. 補題 3.13と命題 3.8により,

DtE[F |FG] =
∞∑

n=1

nIn−1(fn(., t)1⊗
n−1

G )1G(t)

= E[DtF |FG]1G(t)

を得る. また F がFG可測のとき, 上の等式より

DtF = DtF 1G(t)

となり, DtF (ω) = 0
(
(t, ω) ∈ Gc × Ω

)
が成り立つ.

補題 3.15 ([5] Lemma 1.3.2). G ∈ B([0, T ])に対して, F ∈ L2(Ω)は FGc 可測とす
る. このとき, 過程 F1GはDomδに属し

δ(F1G) = FW (1G).

が成り立つ.
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証明. 最初に F ∈ Sとする.

δ(F1G) = FW (1G) −
∫

A

DtF1G(t) dt.

補題 3.14により,
∫

A
DtF1G(t) dt = 0である. よって F ∈ S に対しては成り立つ.

F ∈ L2(Ω)に対してもSがL2(Ω)で稠密であることと, δが閉作用素であることより
従う.

命題 3.16 ([5] Proposition 1.3.4). L := {X ∈ L2([0, T ] × Ω) : XはFt適合である }
とする. L ⊂ Domδであり, L上で作用素 δは伊藤積分と一致する.

証明. u ∈ Lは単過程で, 次のように書けるとする.

u(t) =
m∑

j=1

Fj1(tj ,tj+1](t).

ここで, Fjは有界でFtj 可測とし, 0 ≤ t1 < ... < tm+1 ≤ T とする.補題 3.15により

δ(u) =
m∑

j=1

Fj(Wtj+1
− Wtj).

よって単過程については主張が成り立つ. 一般の u ∈ Lに対しては, 単過程の列
{un}n≥1で L2(Ω × [0, T ])において uに収束するものが存在し∫ T

0

u(t) dWt = lim
n→∞

∫ T

0

un(t) dWt

= lim
n→∞

δ(un)

が成り立つ. δは閉作用素なので u ∈ Dom δであり, δ(u) =
∫ T

0
u(t) dWtである.

3.4 クラーク・オコン (Clark-Ocone)の公式
定理 3.17 ([5] Proposition 1.3.5, クラーク・オコンの公式). FT 可測な F ∈ D1,2に
対して

F = E[F ] +

∫ T

0

E[DtF |Ft] dWt

が成り立つ.
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証明.

命題 3.8と補題 3.13により,

E[DtF |Ft] =
∞∑

n=1

nE[In−1(fn(., t))|Ft]

=
∞∑

n=1

nIn−1(fn(t1, · · · , tn−1, t)1{max{t1,··· ,tn}≤t}).

を得る. また, ut = E[DtF |Ft]とすると,

δ(u) =
∞∑

n=1

nIn

(
(fn(t1, ..., tn−1, t)1{max{t1,··· ,tn−1}≤t})

s
)

=
∞∑

n=1

In(fn)

= F − E[F ].

ただし, (fn(t1, ..., tn−1, t)1{max{t1,··· ,tn−1}≤t})
sはfn(t1, ..., tn−1, t)1{max{t1,··· ,tn−1}≤t}の対

称化である. 一方 {ut = E[DtF |Ft] : 0 ≤ t ≤ T} ∈ Lであり, 命題 3.16より,

δ(u) =
∫ T

0
E[DtF |Ft] dWtが成り立ち, よって主張を得る.

さらに次のことが分かっている.

定理 3.18 ([2], クラーク・オコンの公式の拡張). F ∈ D1,1に対して,

F = E[F ] +

∫ T

0

E[DtF |Ft] dWt

証明. F ∈ D1,1に対して, 列 {Fn}∞n=1 ⊂ Sで

lim
n→∞

‖Fn − F‖1,1 = 0

をみたすものが存在する. マルチンゲールの表現定理により, M(t) := E[F |Ft]と
Mn(t) := E[Fn|Ft]は次のように表現できる.

M(t) = E[F ] +

∫ t

0

ψ(s) dWs,

Mn(t) = E[Fn] +

∫ t

0

ψn(s) dWs.

ここで ψは発展的可測な確率過程で
∫ T

0
|ψ(s)|2 ds < ∞ a.s.を満たす. また, クラー

ク・オコンの公式 (定理 3.17)により, ψn(t) = E[DtFn|Ft]である. 劣マルチンゲー
ル不等式より, どの ε > 0に対しても,

P ( max
0≤t≤T

|Mn(t)−M(t)| > ε) ≤ 1

ε
E[|Mn(T )−M(T )|] =

1

ε
E[|Fn−F |] → 0 as n → ∞
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が成り立つ. 連続な局所マルチンゲールにN に対して, 任意の λ > 0, δ ∈ (0, 1)に
ついて,

P [〈N〉T > 4λ2, max
0≤t≤T

|Nt| ≤ δλ] ≤ δ2P [〈N〉T > λ2]

が成り立つので, 任意の λ > 0, δ ∈ (0, 1)について,

P

[ ∫ T

0

|ψn(t) − ψ(t)|2 dt > 4λ2

]
≤ δ2 + P [ max

0≤t≤T
|Mn(t) − M(t)| > δλ ]

が成り立つ. よって,∫ T

0

|ψn(t) − ψ(t)|2 dt −→ 0 as n → ∞（確率収束） (3.1)

が成り立つ. 一方で, イエンセン (Jensen)の不等式とシュワルツの不等式により,

E

[∫ T

0

|ψn(s) − E[DsF |Fs]| ds

]
≤ E

[∫ T

0

|Ds(Fn − F )| ds

]

≤ T 1/2E

[(∫ T

0

|Ds(Fn − F )|2 ds

)1/2
]

≤ T 1/2‖Fn − F‖1,1 → 0 as n → ∞ (3.2)

よって (3.1)と (3.2)により, E[DtF |Ft] = ψ(t), dt ⊗ dP -a.s.がわかる.

定義 3.19. La
1,1は次を満たす実数値発展的可測な確率過程の族とする.

1. ほとんどすべての s ∈ [0, T ]に対して, u(s, ·) ∈ D1,1

2. (s, ω) → Du(s, ω) ∈ L2([0, T ])について, 発展的可測な変形が存在する.

3. ‖u‖a
1,1 := E

[(∫ T

0
|u(s)|2 ds

)1/2
+

(∫ T

0
‖Du(s)‖2

L2([0,T ]) ds
)1/2

]
< ∞

補題 3.20 ([7] Appendix). F = (F1, · · · , Fk) ∈ (D1,1)kとし, φ ∈ C1(Rk)は実数値
関数で

E

[
|φ(F )| + ‖

∑ ∂φ

∂xi

(F ) DFi‖L2([0,T ])

]
< ∞

を満たすとする.このとき φ(F ) ∈ D1,1で, Dφ(F ) =
∑ ∂φ

∂xi
(F ) DFiが成り立つ.

証明. φ ∈ C1
b (Rk)(その１階偏導関数が有界であるもの)については,この補題が成り

立つことは容易に確認できる. ψ ∈ C∞
0 (R)はψ(u) = u (|u| ≤ 1) |ψ(u)| ≤ u (u ∈ R)

を満たすとする. 任意の自然数 nに対して, φn(x) = nψ(φ(x)/n)(x ∈ Rk)とする.

どの nに対しても φn ∈ C1
b (Rk) であり, よって φn(F ) ∈ D1,1で, さらにDφn(F ) =

ψ′(φ(F )/n)
∑ ∂φ

∂xi
(F ) DFi が成り立つ. すべての nについて |φn(F )| ≤ |φ(F )|が成

20



り立つことと, ほとんど確実に limn→∞ φn(F ) = φ(F ) が成り立つことに注意して,

また,

|Dφn(F )| ≤ (sup |ψ′(x)|)|
∑ ∂φ

∂xi

(F ) DFi|,

ほとんど確実に lim
n→∞

Dφn(F ) =
∑ ∂φ

∂xi

(F ) DFi

より, 有収束定理から,

lim
n→∞

E

[
|φn(F ) − φ(F )| + ‖Dφn(F ) −

∑ ∂φ

∂xi

(F ) DFi‖L2([0,T ])

]
= 0

が成り立ち, DはD1,1上の閉作用素であることから, 主張を得る.

補題 3.21 ([7] Appendix). Kを可分なヒルベルト空間とし, f : [0, T ] × Ω → Kは
可測で次を満たすとする.

E

[(∫ T

0

‖f(s)‖2
K ds

)1/2
]

< ∞.

ここで, ψn(t) =
∑∞

−∞
j
2n 1(j/2n,(j+1)/2n](t)とし, f(t)を f(t, ω) = 0(t /∈ [0, T ])として

t ∈ Rに拡張する. このとき部分列 {ni}が存在して, ほとんどすべての s ∈ [0, T ]に
対して,

lim
ni→∞

E

[(∫ T

0

‖f(s + ψni
(t − s)) − f(t)‖2

K dt

)1/2]
= 0

が成り立つ.

命題 3.22 ([7] Appendix). u ∈ La
1,1 とする.このとき

∫ T

0
u(s) dWs ∈ D1,1 であり,

また,

Dt

∫ T

0

u(s) dWs =

∫ T

0

Dtu(s) dWs + u(t).

証明. L2([0, T ])の元である確率変数について,

D

∫ T

0

u(s) dWs =

∫ T

0

Du(s) dWs + u(·)

を示す. us̃,ni(s) = u (s̃ + ψni
(s − s̃))をすべての s, ni に対して us̃,ni(s) ∈ D1,1 と

なり,

‖us̃,ni − u‖a
1,1 → 0 as ni → ∞

が成り立つものとする. ただし, ψn(t) =
∑∞

−∞
j
2n 1(j/2n,(j+1)/2n](t)とする. また, この

ような列がとれることについては, 補題 3.21より示される. このとき,∫ T

0

us̃,n(s) dWs =
∑

j

u

(
s̃ +

j

2n

)[
W

(
s̃ +

j + 1

2n

)
− W

(
s̃ +

j

2n

)]
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が成り立ち, またどの jに対しても u(s̃ + j/2n) ∈ D1,1であり, u(s̃ + j/2n)と
W (s̃ + j+1

2n ) − W (s̃ + j
2n ) は独立なので, 補題 3.20より,

D

(
u

(
s̃ +

j

2n

)[
W

(
s̃ +

j + 1

2n

)
− W

(
s̃ +

j

2n

)])
=

[
Du

(
s̃ +

j

2n

)][
W

(
s̃ +

j + 1

2n

)
− W

(
s̃ +

j

2n

)]
+ u(s̃ + j/2n)1(s̃+j/2n,s̃+(j+1)/2n](·).

よって

D

∫ T

0

us̃,n(s) dWs =

∫ T

0

Dus̃,n(s) dWs + us̃,n(·)

が成り立つ. Burkholder-Davis-Gundyの不等式 (定理 5.33参照)より,

E

∣∣∣∣∫ T

0

us̃,ni(s) dWs −
∫ T

0

u(s) dWs

∣∣∣∣ ≤ cE

(∫ T

0

|us̃,ni(s) − u(s)|2 ds

)1/2

≤ c‖us̃,ni − u‖a
1,1 → 0, as ni → ∞.

また, Burkholder-Davis-Gundyの不等式と注意 5.34より,

E‖
∫ T

0

Du(s) dWs + u(·) −
∫ T

0

Dus̃,ni(s) dWs − us̃,ni(·)‖L2([0,T ])

≤ cE

[(∫ T

0

|us̃,ni(s) − u(s)|2 ds

)1/2
]

+ cE

[(∫ T

0

‖Du(s) − Dus̃,ni(s)‖2 ds

)1/2
]

= c‖us̃,ni − u‖a
1,1 → 0 as ni → ∞.

補題 3.23 ([7] Appendix). ほとんどすべての t ∈ [0, T ]に対して,∫ T

0

Dtu(s) dWt =

∫ T

t

Dtu(s) dWt

が成り立つ. 実際, t > sに対して, Dtu(s, ω) = 0が ds× dP に関して,ほとんどすべ
ての (s, ω)に対して成り立つ.

定理 3.24 ([7], 一般化されたクラーク・オコンの公式). {θ(t)}0≤t≤T を有界な確率過
程で, θ ∈ La

1,1であるとする,このときFT 可測な確率変数F がF ∈ D1,1であるとし,

E[|F |Z(T )] < ∞, (3.3)

E[Z(T )‖DF‖L2([0,T )] < ∞, (3.4)
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E

[
|F |Z(T )

∥∥∥∥∫ T

0

Dθ(s) dWs +

∫ T

0

Dθ(s) · θ(s) ds

∥∥∥∥
L2([0,T ])

]
< ∞ (3.5)

が成り立つとき, FZ(T ) ∈ D1,1であり,

F = EQ[F ] +

∫ T

0

EQ

[(
DtF − F

∫ T

t

Dtθ(u) dW̃u

) ∣∣∣Ft

]
dW̃t

という確率積分による表現ができる. ただし, {θ(t)}0≤t≤T に対して, {Z(t)}0≤t≤T , 確
率測度Q, {W̃t}0≤t≤T をそれぞれ (2.6), (2.7), (2.8)とする.

証明. まず,仮定より, FZ(T ) ∈ D1,1で

Dt (FZ(T )) = Z(T )

[
DtF − F

{
θ(t) +

∫ T

t

Dtθ(u) dW̃u

}]
(3.6)

が成り立つことを示す. Z(T ) = eG, G = −
∫ T

0
θ(s) dWs − (1/2)

∫ T

0
θ2(s) dsとする.

このとき, 命題 3.22により,
∫ T

0
θ(s) dWs ∈ D1,1であった. 一方,

∫ T

0
θ2(s) dsについて

も, {θ(t)}0≤t≤T が有界な確率過程で, θ ∈ La
1,1であることと, 補題 3.21と,補題 3.20

により, 近似をすることで,
∫ T

0
θ2(s) ds ∈ D1,1で, D

∫ T

0
θ2 ds = 2

∫ T

0
Dθ(s)θ(s) dsを

得る. よってG ∈ D1,1は示された. さらに, E[|FeG|], E[eG‖DF‖], E[|F |eG‖DG‖]が
有限値をとれば, 補題 3.20を適用して, 補題 3.22と補題 3.23により, (3.6)を得るが,

これは, θの有界性と (3.3),(3.4),(3.5)より従う.

次に

F = EQ[F ] +

∫ T

0

EQ

[(
DtF − F

∫ T

t

Dtθ(u) dW̃u

) ∣∣∣Ft

]
dW̃t

を示す. Y (t) = EQ[F |Ft]とする. F は FT -可測なので, Y (T ) = F となる. また,

Λ(t) = Z−1(t)とする. このとき,

Λ(t) = exp(

∫ t

0

θ(s) dW̃s −
1

2

∫ t

0

θ2(s) ds).

と書ける. ベイズの法則 (補題 5.36)と定理 3.18より,

Y (t) = Λ(t)E[Z(T )F |Ft]

= Λ(t)

(
E[E[Z(T )F |Ft]]

+

∫ T

0

E [Ds (E[Z(T )F |Ft]) |Fs] dWs

)
= Λ(t)

(
E[Z(T )F ] +

∫ t

0

E[Ds(Z(T )F )|Fs]dWs

)
= Λ(t)U(t).

23



ここで

U(t) := E[Z(T )F ] +

∫ t

0

E[Ds(Z(T )F )|Fs]dWs

とする. 伊藤の公式により,

dY (t) = U(t)dΛ(t) + Λ(t)dU(t) + d〈U, Λ〉t
= Y (t)θ(t)dW̃t + Λ(t)E[Dt(Z(T )F )|Ft]dWt

+ E[Dt(Z(T )F )|Ft]Λ(t)θ(t)dt

= Y (t)θ(t)dW̃t + Λ(t)E[Dt(Z(T )F )|Ft]dW̃t.

(3.6)より,

dY (t) = Y (t)θ(t)dW̃t

+

[
Λ(t)

(
E[Z(T )DtF |Ft] − E[Z(T )Fθ(t)|Ft]

− E[Z(T )F

∫ T

t

Dtθ(s) dW̃s|Ft]

)]
dW̃t

= Λ(t)E

[
Z(T )

(
DtF − F

∫ T

t

Dtθ(s) dW̃s

) ∣∣∣Ft

]
dW̃t.

よって,

dY (t) = EQ

[(
DtF − F

∫ T

t

Dtθ(s) dW̃s

) ∣∣∣Ft

]
dW̃t

を得る. Y (0) = EQ[F |F0] = EQ[F ]より定理の主張を得る.

注意 3.25. この定理の重要な点は, F がFT 可測であり, 必ずしも F̃T 可測でない場
合についても, W̃ に関する確率積分の表示を与えているという点である.
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第4章 Black-Scholesモデルの拡張

この章では, Takaoka[8]で提唱されているBlack-Scholesモデルを拡張したモデル
と, 沼澤 [6]で述べられているさらなる拡張のモデルを導入し, その性質について述
べる.

4.1 Black-Scholesモデルの拡張
この節では,本修士論文で扱う金融市場モデルについて述べる. 本修士論文では,

次の安全資産Bと危険資産 Sαからなる金融市場モデル{
Bt = ert,

Sα
t = S0e

αrt
∫ ∞
0

exp{σ(Wt + Ct) − 1
2
σ2t}λ(dσ)

について考察を行う. ただし, λ ∈ Λ := {(0,∞)上の確率測度 |
∫ ∞
0

σλ(dσ) < ∞}と
し, W は完備確率空間 (Ω,F , P )上の一次元標準ブラウン運動とする. 満期を正定数
T とし, t ∈ [0, T ]とする. αは実数とし, r, C, S0は正定数とする. フィルトレーショ
ン {Ft}0≤t≤T は, Ft := σ{FW

t ∪N}とする. ただし, FW
t := σ{Ws : 0 ≤ s ≤ t}とし,

N はFW
T 上の零集合の族とする. 特に, λがディラック測度のときは Black-Scholes

モデルに対応し, α = 1のときはTakaoka[8]で提唱されているモデルに対応する. 2

章で考察したように, 危険資産 Sαは (2.2)のような表示の方が扱い易い. そのため
に次を用いる.

補題 4.1 ([8] Appendix). η はR+上の有限測度で,
∫ ∞
0

ση(dσ) < ∞を満たすとす
る. このとき, ほとんど確実に

∫ ∞

0

exp

{
σ(Wt + Ct) − 1

2
σ2t

}
η(dσ)

= η(R+) +

∫ t

0

[∫ ∞

0

σexp

{
σ(Wu + Cu) − 1

2
σ2u

}
η(dσ)

]
d(Wu + Cu)

が t ≥ 0に対して成り立つ.
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ここで, 補題 4.1より, Yt :=
∫ ∞
0

exp{σ(Wt + Ct) − 1
2
σ2t}λ(dσ)とすると, dYt =

[
∫ ∞

0
σexp{σ(Wt + Ct)− 1

2
σ2t}λ(dσ)]d(Wt + Ct) となり, また, Sα

t = S0e
αrtYtとなる

ので,

dSα
t = αrSα

t dt + S0e
αrt

[∫ ∞

0

σexp

{
σ(Wt + Ct) − 1

2
σ2t

}
λ(dσ)

]
d(Wt + Ct)

= αrSα
t dt + Sα

t

1

Yt

[∫ ∞

0

σexp

{
σ(Wt + Ct) − 1

2
σ2t

}
λ(dσ)

]
d(Wt + Ct)

= Sα
t (αr + Cφ(t)) dt + Sα

t φ(t) dWt.

ただし,

φ(t) :=

∫ ∞
0

σexp{σ(Wt + Ct) − 1
2
σ2t}λ(dσ)∫ ∞

0
exp{σ(Wt + Ct) − 1

2
σ2t}λ(dσ)

とする. このとき, 市場リスク価格過程 θα(t)は,

θα(t) =
(αr + Cφ(t)) − r

φ(t)

= C − r(1 − α)

φ(t)

となる. 第 1章で見たように, 金融市場が標準的であるためには,

Zα(t) := exp

{
−

∫ t

0

θα(s) dWs −
1

2

∫ t

0

θ2
α(s) ds

}
について, {Zα(t)}0≤t≤T がマルチンゲールでなければならない. そこで, λ ∈ Λの台
の下限をmとして, 以下の場合を考える.

1. α = 1のとき
θ1(t) = Cにより任意の λ ∈ Λに対して, Z1はマルチンゲールである.

2. α 6= 1かつm > 0のとき
θαは有界であるから, ノビコフ条件により, Zαはマルチンゲールである.

3. α 6= 1かつm = 0のとき
θαは非有界であるから, Zαがマルチンゲールであるかどうかは自明ではない.

そこで, Zαがマルチンゲールになる十分条件を次で与える.

定理 4.2 ([6]). m = 0とする. 正定数 y0 = y0(λ), D = D(T )が存在して y > y0に対
して ∫ ∞

0
σexp{σ(−y + Ct) − 1

2
σ2t}λ(dσ)∫ ∞

0
exp{σ(−y + Ct) − 1

2
σ2t}λ(dσ)

>
D

y

が成り立つ λ ∈ Λに対して, Zα(t)はマルチンゲールになる. 特に λがルベーグ測度
に関する密度 ρを持ち, ρが原点近傍で多項式程度の増大度を持つならばこの条件が
成り立つ.
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4.2 拡張のモデルにおけるヘッジポートフォリオの表現

4.2.1 λ がディラック測度のとき

次に本修士論文の主題である, ヨーロッパ型条件付請求権のヘッジポートフォリ
オの表現について考察する. この小節では特に λ = δσ0のとき, つまり危険資産モデ
ルがBlack-Scholesモデルの場合を扱う. このとき,

dSα
t = Sα

t (αr + Cσ0) dt + Sα
t σ0 dWt

= Sα
t r dt + Sα

t σ0 dW̃α
t

となることにまず注意する. ただし,

W̃ α
t := Wt +

(
C − r(1 − α)

σ0

)
t

とする. このとき, H : [0,∞) × (0,∞) × R → (0,∞)を

H(u, x, y) := xexp
[
u(r − 1

2
σ2

0) + y
]

とするとき,

Sα
t = H

(
t − s, Sα

s , σ0(W̃
α
t − W̃ α

s )
)
, 0 ≤ s ≤ t ≤ T

と書ける. 今, ϕ : (0,∞) → [0,∞)を連続で, |x|と 1/|x|について多項式増大条件を
満たす関数とする. このとき, F = ϕ(S1

T )のヘッジポートフォリオを考える. ここで,

X̂(t) := Eα[e−r(T−t)ϕ(Sα
T )|Ft]

とすると,

(右辺) = e−r(T−t)Eα

[
(ϕ ◦ H)

(
T − t, Sα

t , σ0(W̃
α
T − W̃ α

t )
) ∣∣Ft

]
= e−r(T−t)

∫
R

(ϕ ◦ H)
(
T − t, Sα

t , σ0ξ
)
GT−t(ξ) dξ, 0 ≤ t < T.

ただし, Pαを θαから決まるリスク中立同値マルチンゲール測度 ((2.6),(2.7)参照)と
し, Eαは Pαによる期待値とする. また,

Gs(ξ) := (2πs)−1/2exp
(
− ξ2

2s

)
, s > 0, ξ ∈ R

とする. このとき, X̂(T ) = ϕ(Sα
T )に注意する. また,

U(s, x) :=

{
e−rs

∫
R
(ϕ ◦ H)(s, x, σξ)Gs(ξ) dξ, s > 0, x ∈ (0,∞)

ϕ(x) s = 0, x ∈ (0,∞)
(4.1)
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とするとき,

X̂(t) = U(T − t, Sα
t ), 0 ≤ t ≤ T.

が成り立つ.また,ファインマン-カッツ表現 (定理 5.42参照)により, (4.1)は次のコー
シー問題の一意解である.{

∂U
∂s

= 1
2
x2σ2

0
∂2U
∂x2 + rx∂U

∂x
− rU, s > 0, x ∈ (0,∞)

U(0, x) = ϕ(x), x ∈ (0,∞).
(4.2)

(4.1), (4.2)より, 伊藤の公式から,

dX̂(t) =

(
−∂U

∂s
+

1

2
x2σ2

0

∂2U

∂x2
+ rx

∂U

∂x

)
(T − t, Sα

t ) dt +
∂U

∂x
(T − t, Sα

t )Sα
t σ0 dW̃ α

t

= rX̂(t) dt +
∂U

∂x
(T − t, Sα

t )Sα
t σ0 dW̃ α

t .

よって,

ϕ(Sα
T ) = Eα[erT ϕ(Sα

T )] +

∫ T

0

e−r(T−t)∂U

∂x
(T − t, Sα

t )Sα
t σ0 dW̃α

t

が成り立つ. よって, F = ϕ(Sα
T )のヘッジポートフォリオは,

π(t) = Sα
t · ∂U

∂x
(T − t, Sα

t ) (0 ≤ t < T )

で得られる. よって, 上のϕとして, ϕ(x) = [x− q]+(0 < x < ∞) をとることにより,

次のBlack-Scholesの公式を得る.

定理 4.3 ([1] Example 1.3, Black-Scholesの公式, λ ∈ Λ が単位分布の場合). 行使価
格 qのヨーロッパコールオプション F = [Sα

t − q]+の価格過程は,

X̂(t) = U(T − t, Sα
t ; q), (0 ≤ t ≤ T )

ただし,

U(s, x; q) =

{
xΦ(µ+(s, x; q)) − qe−rsΦ(µ−(s, x; q)), s > 0, 0 < x < ∞
[x − q]+, s = 0, 0 < x < ∞

であり,

µ±(s, x; q) :=
1

σ0

√
s

[
log

(
x

q

)
+

(
r ± σ2

0

2

)
s

]
,

Φ(x) :=
1√
2π

∫ x

−∞
e−y2/2 dy

とする. また, ヘッジポートフォリオは,

π(t) = Sα
t · ∂U

∂x
(T − t, Sα

t ; q), 0 ≤ t < T

となる.
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特に, 前定理のヘッジポートフォリオを計算すると次のようになる.

補題 4.4 (λ ∈ Λ が単位分布の場合). 行使価格 q のヨーロッパコールオプション
F = [Sα

T − q]+のヘッジポートフォリオは,

π(t) = Sα
t · ∂U

∂x
(T − t, Sα

t ; q) = Sα
t Φ(µ+(T − t, Sα

t ; q)) 0 ≤ t < T.

証明.

U(s, x; q) = xΦ (µ+(s, x; q)) − qe−rsΦ (µ−(s, x; q)) , s > 0, 0 < x < ∞

より,

∂U

∂x
(s, x; q) = Φ (µ+(s, x; q)) + x

∂Φ

∂x
(µ+(s, x; q)) µ′

+(s, x; q)

− qe−rs ∂Φ

∂x
(µ−(s, x; q)) µ′

−(s, x; q)

= Φ (µ+(s, x; q)) + x
1√
2π

exp

{
−1

2
µ2

+(s, x; q)

}
× 1

xσ
√

s

− qe−rs 1√
2π

exp

{
−1

2
µ2
−(s, x; q)

}
× 1

xσ
√

s

= Φ (µ+(s, x; q)) +
1

σ
√

2πs
exp

{
−1

2
µ2

+(s, x; q)

}
− q

x
e−rs 1

σ
√

2πs
exp

{
−1

2
µ2
−(s, x; q)

}
= Φ (µ+(s, x; q)) +

1

σ
√

2πs
exp

{
−1

2
µ2

+(s, x; q)

}
− 1

σ
√

2πs
exp

{
−1

2
µ2
−(s, x; q) − log

x

q
− rs

}
= Φ (µ+(s, x; q)) , s > 0, 0 < x < ∞.

よって主張を得る.

4.2.2 一般のλ ∈ Λについて (α = 1の場合)

次に α = 1とし, 一般の λ ∈ Λ について述べる.

命題 4.5. λ ∈ Λ が ∫ ∞

0

σexp{σCT}λ(dσ) < ∞ (4.3)

を満たすとき, S1
T = S0e

rT
∫ ∞
0

exp{σ(WT + CT ) − 1
2
σ2T}λ(dσ) ∈ D1,1 であり,

Dt(S
1
T ) = S0e

rT

∫ ∞

0

σexp

{
σ(WT + CT ) − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)1[0,T ](t)

が成り立つ.
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証明.

f(x) = S0e
rT

∫ ∞

0

exp

{
σ(x + CT ) − 1

2
σ2T

}
λ(dσ) (x ∈ R)

とすると, f ∈ C1(R)であり,

f ′(x) = S0e
rT

∫ ∞

0

σexp

{
σ(x + CT ) − 1

2
σ2T

}
λ(dσ) (x ∈ R)

が成り立つ. S1
T = f(WT )であるから, 補題 3.20により,

E
[
|f(WT )| + ‖f ′(WT )1[0,T ]‖L2([0,T ])

]
< ∞

が成り立てばよい.

E[‖f ′(WT )1[0,T ]‖] = E

[
T 1/2S0e

rT

∫ ∞

0

σexp

{
σ(WT + CT ) − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)

]
= T 1/2S0e

rT E

[∫ ∞

0

σexp

{
σ(WT + CT ) − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)

]
.

フビニの定理より,

(右辺) = T 1/2S0e
rT

(∫ ∞

0

σE

[
exp

{
σ(WT + CT ) − 1

2
σ2T

}]
λ(dσ)

)
= T 1/2S0e

rT

∫ ∞

0

σexp{σCT}λ(dσ).

さらに,

E[|f(WT )|] = E

[
S0e

rT

∫ ∞

0

exp

{
σ(WT + CT ) − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)

]
= S0e

rT

∫ ∞

0

E

[
exp

{
σ(WT + CT ) − 1

2
σ2T

}]
λ(dσ)

= S0e
rT

∫ ∞

0

exp{σCT}λ(dσ).

より主張は示される.

3章において完備確率空間 (Ω,F , P )とその上の一次元標準ブラウン運動 W =

{Wt,Ft : 0 ≤ t ≤ T}に関して, 微分作用素Dを導入し, その定義域D1,1を決めた
(定義 3.7参照) ここで, P1を

P1(A) = E

[
exp

{
−CWT − 1

2
C2T

}
1A

]
(A ∈ FT )

とし, 完備確率空間 (Ω,FT , P1)上の一次元標準ブラウン運動 W̃ = {W̃t,Ft : 0 ≤ t ≤
T}(ただし, W̃t = Wt + Ct)に関しても同様にして, 微分作用素 D̃を導入し, その定
義域を D̃1,1とする.
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命題 4.6. 任意の λ ∈ Λに対して, S1
T = S0e

rT
∫ ∞
0

exp{σW̃T − 1
2
σ2T}λ(dσ) ∈ D̃1,1

であり,

D̃tS
1
T = S0e

rT

∫ ∞

0

σexp

{
σW̃T − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)1[0,T ](t)

が成り立つ.

証明. f̃ : R → Rを

f̃(x) := S0e
rT

∫ ∞

0

exp

{
σx − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)

とすると, f̃ ∈ C1(R)であり,

f ′(x) = S0e
rT

∫ ∞

0

σexp

{
σx − 1

2
σ2T

}
λ(dσ) (x ∈ R)

が成り立つ. S1
T = f̃(W̃T )であるから, 命題 4.5におけるC = 0の場合とみなせるの

で, 主張を得る.

定理 4.7 (クラーク・オコンの拡張による方法). α = 1とし, F = [S1
T − q]+とする.

任意の λ ∈ Λに対して,

F = E1[F ] +

∫ T

0

[
er(T−t)S1

t

(∫ ∞

0

σΦ(− x̂t√
T − t

+
√

T − t σ)λt(dσ)

)]
dW̃t

が成り立つ. よって, F = [S1
T − q]+のヘッジポートフォリオは,

π(t) =
S1

t

φ(t)

∫ ∞

0

σΦ(− x̂t√
T − t

+
√

T − t σ)λt(dσ), 0 ≤ t < T.

ただし, W̃t = Wt + Ctで, E1は P1についての期待値とする.また,

λt(dσ) :=
exp{σW̃t − 1

2
σ2t}λ(dσ)∫ ∞

0
exp{σW̃t − 1

2
σ2t}λ(dσ)

とし, x̂t = x̂t(W̃t)は, 次の xに関する方程式の解である.

S1
t e

r(T−t)

∫ ∞

0

exp

{
σx − σ2

2
(T − t)

}
λt(dσ) = q

証明. クラーク・オコンの公式の拡張 (定理 3.18参照)により, E1[D̃tF |Ft]を計算す
ればよい. ここで, g : R → Rを

g(x) = [x − q]+
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とすると,

F = g(S1
T )

である.ここで, gは, x = qで微分不可能であり, 補題 3.20を直接適用できないので,

次のような近似を考える. gnは gn ∈ C1(R)で,

gn(x) = g(x) (|x − q| ≥ 1

n
)

と
0 ≤ g′

n(x) ≤ 1 (x ∈ R)

を満たすものとする.このとき,

Fn = gn(S1
T )

とすると, D̃が閉作用素であることから,

D̃tF = lim
n→∞

D̃tFn = lim
n→∞

g′
n(S1

T ) D̃tS
1
T = 1[q,∞](S

1
T ) D̃tS

1
T .

よって, 命題 4.6に注意して,

E1[D̃tF |Ft] = E1

[
1[q,∞](S

1
T )S0e

rT

∫ ∞

0

σexp

{
σW̃T − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)

∣∣∣∣Ft

]
= E1

[
1[q,∞](S

1
T )S0e

rT

∫ ∞

0

exp

{
σW̃t −

1

2
σ2t

}
λ(dσ)

×
∫ ∞

0

σexp

{
σ(W̃T − W̃t) −

1

2
σ2(T − t)

}
λt(dσ)

∣∣∣∣Ft

]
= E1

[
1[q,∞](S

1
T )S1

t e
r(T−t)

×
∫ ∞

0

σexp

{
σ(W̃T − W̃t) −

1

2
σ2(T − t)

}
λt(dσ)

∣∣∣∣Ft

]
.

S1
t はFt可測であるから,

(右辺) = er(T−t)S1
t

× E1

[
1[q,∞](S

1
T )

∫ ∞

0

σexp

{
σ(W̃T − W̃t) −

1

2
σ2(T − t)

}
λt(dσ)

∣∣∣∣Ft

]
.

フビニの定理より,

(右辺) = er(T−t)S1
t

　 ×
∫ ∞

0

σE1

[
1[q,∞](S

1
T )exp

{
σ(W̃T − W̃t) −

1

2
σ2(T − t)

}∣∣∣∣Ft

]
λt(dσ)

= er(T−t)S1
t

×
∫ ∞

0

σE1

[
1{W̃T−W̃t≥x̂t}exp

{
σ(W̃T − W̃t) −

1

2
σ2(T − t)

}∣∣∣∣Ft

]
λt(dσ).
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W̃T − W̃tの確率密度関数に注目して,

(右辺) = er(T−t)S1
t ×

∫ ∞

0

σ

[∫ ∞

x̂t

1√
2π(T − t)

× exp

{
σx − 1

2
σ2(T − t)

}
exp

{
− x2

2(T − t)

}
dx

]
λt(dσ)

= er(T−t)S1
t

∫ ∞

0

σΦ(− x̂t√
T − t

+
√

T − t σ)λt(dσ).

ただし,

S1
T = S1

t e
r(T−t)

∫ ∞

0

exp

{
σ(W̃T − W̃t) −

σ2

2
(T − t)

}
λt(dσ)

より,

S1
T − q ≥ 0 ⇐⇒ S1

t e
r(T−t)

∫ ∞

0

exp

{
σ(W̃T − W̃t) −

σ2

2
(T − t)

}
λt(dσ) ≥ q

⇐⇒ W̃T − W̃t ≥ x̂t

に注意する.

注意 4.8. 定理 4.7において得られた,ヘッジポートフォリオの表現において, λ = δσ0

とすると, π(t) = S1
t Φ(− x̂t√

T−t
+
√

T − t σ0)となる. この表現は, 補題 4.4でα = 1と
して得られる表現と一致することが分かる. 実際

x̂t =
1

σ0

[
− log

(
S1

t

q

)
+

(
−r +

σ2
0

2

)
(T − t)

]
より,

− x̂t√
T − t

+
√

T − t σ0 =
1

σ0

√
T − t

[
log

(
S1

t

q

)
+

(
r +

σ2
0

2

)
(T − t)

]
= µ+(T − t, S1

t ; q)

が成り立つ. よって定理 4.7の表現は, Black-Scholesのモデルで知られている表現の
拡張になっている.

次に定理 4.7の別証を与える.そのために次の命題を用いる.

命題 4.9. f : R → Rはボレル可測で,∫
R

exp

{
− x2

2T

}
|f(x)| dx < ∞

を満たすとする. このとき t < T に対して,

E[f(WT )|Ft] = E[f(WT )] +

∫ t

0

∂VT

∂x
(s, Ws) dWs.
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ただし,

VT (t, x) :=

∫
R

p(T − t; x, y)f(y) dy,

p(t; x, y) := Gt (x − y) =
1√
2πt

exp

{
−(x − y)2

2t

}
とする.

証明. ブラウン運動のマルコフ性 (定理 5.16参照)より,

E[f(WT )|Ft] = EWt [f(WT−t)] =

∫
R

P (T − t; Wt, y)f(y) dy = VT (t,Wt)

が成り立つ. ここで, VT (t, x)は,

∂VT

∂t
+

1

2

∂2VT

∂x2
= 0

を満たすことに注意して, 伊藤の公式より,

VT (t,Wt) = VT (0, 0) +

∫ t

0

(
∂VT

∂t
+

1

2

∂2VT

∂x
)(s,Ws) dt +

∫ t

0

∂VT

∂x
(s,Ws) dWs

= VT (0, 0) +

∫ t

0

∂VT

∂x
(s,Ws) dWs

となり示せた.

ここで, F = [S1
T − q]+は, f̃ : R → Rと g : R → Rを

f̃(x) = S0e
rT

∫ ∞

0

exp

{
σx − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)

g(x) = [x − q]+

とすると,

F = (g ◦ f̃)(W̃T )

であり, λ ∈ Λに対して,∫
R

exp

{
− x2

2T

}
|(g ◦ f̃)(x)| dx < ∞

34



が成り立つ. 実際,

(左辺) ≤
∫

R

exp

{
− x2

2T

}
f̃(x) dx

=

∫
R

exp

{
− x2

2T

}(
S0e

rT

∫ ∞

0

exp

{
σx − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)

)
dx

フビニの定理より,

=

∫ ∞

0

exp

{
−1

2
σ2T

}(∫
R

exp

{
− x2

2T
+ σx

}
dx

)
λ(dσ)

=
√

2πT

< ∞

より従う.よって命題 4.9より次が成り立つ.

定理 4.10 (ブラウン運動のマルコフ性と伊藤の公式による方法). α = 1とし, F =

[S1
T − q]+とする. 任意の λ ∈ Λに対して,

F = E1[F ] +

∫ T

0

[
er(T−t)S1

t

(∫ ∞

0

σΦ(− x̂t√
T − t

+
√

T − t σ)λt(dσ)

)]
dW̃t

が成り立つ. よって, F = [S1
T − q]+のヘッジポートフォリオは,

π(t) =
S1

t

φ(t)

∫ ∞

0

σΦ(− x̂t√
T − t

+
√

T − t σ)λt(dσ), 0 ≤ t < T.

証明. VT (t, x) :=
∫
R

p(T − t; x, y)(g ◦ f̃)(y) dy について, ∂VT

∂x
(t, W̃t)を計算すれば

よい.

∂VT

∂x
(t, x) = −

∫
R

1√
2π(T − t)3

(x − y)exp

{
− (x − y)2

2(T − t)

}
(g ◦ f̃)(y) dy

λ ∈ Λより部分積分ができて,

=

∫
R

1√
2π(T − t)

exp

{
− (x − y)2

2(T − t)

}
1{f̃(y)≥q}f̃

′(y) dy

= Ex
1 [1{f̃(W̃T−t)≥q}f̃

′(W̃T−t)].

ブラウン運動のマルコフ性より,

∂VT

∂x
(t, W̃t) = EW̃t

1 [1{f̃(W̃T−t)≥q}f̃
′(W̃T−t)] = E1[1{f̃(W̃T )≥q}f̃

′(W̃T )|Ft]

を得る. また,

(右辺) = E1

[
1[q,∞](S

1
T )S0e

rT

∫ ∞

0

σexp

{
σW̃T − 1

2
σ2T

}
λ(dσ)

∣∣∣∣Ft

]
= E1[D̃tF |Ft]

より, 定理 4.7の証明の計算と同様にして, 主張を得る.
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注意 4.11. α 6= 1の場合は一般化されたクラーク・オコンの公式 (定理 3.24参照)を
用いたヨーロピアンコールオプションのヘッジポートフォリオの表現が考えられる
が, それは今後の課題である.
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第5章 補遺

この章では, 確率過程に関する基本事項のまとめをする.

5.1 マルチンゲール
定義 5.1. (Ω,F , P ;Ft)上の確率過程X = {Xt}t≥0が次を満たすとき {Xt}t≥0はマ
ルチンゲール (martingale)であるという.

1. XはFt適合である. すなわち, すべての tに対してXtはFt可測である.

2. E[|Xt|] < ∞ (t ≥ 0)が成り立つ.

3. E[Xt|Fs] = Xs (t ≥ s)が成り立つ.

また, 3.の等号の代わりに≥のときは, 劣マルチンゲール (submartingale), ≤の
ときは, 優マルチンゲール (supermartingale)という.

定義 5.2. (Ω,F , P ;Ft)上の確率過程X = {Xt}t≥0について停止時刻の増大列{Tn}∞n=1

で

1. P [limn→∞ Tn = ∞] = 1

2. 各 n ≥ 1に対して, {Xn
t }t≥0がマルチンゲールである. ただし, Xn

t = Xt∧Tn と
する.

を満たすものが存在するとき {Xt}t≥0は局所マルチンゲール (local martingale)と
いう.

注意 5.3. マルチンゲールならば, 局所マルチンゲールである (Tn = nとすればよ
い). しかし, 逆は必ずしも成り立たない.

命題 5.4. 確率過程X = {Xt}t≥0を下に有界な局所マルチンゲールであるとする. こ
のとき, Xは優マルチンゲールである.
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証明. Xは局所マルチンゲールであるから, 定義 5.2の 1と 2を満たす停止時刻の増
大列 {Tn}∞n=1が存在する.ファトゥ(Fatou)の補題より, t ≥ sに対して

E[Xt|Fs] = E[lim inf
n→∞

Xt∧Tn|Fs] ≤ lim inf
n→∞

E[Xt∧Tn|Fs] = lim inf
n→∞

Xs∧Tn = Xs

より主張が従う.

次に, 二次変分について述べる. 特に断らない限り, (Ω,F , P ;Ft)上の確率過程に
ついて考える.

Mc
2 := {X = {Xt}t≥0 :連続かつ二乗可積分なマルチンゲールで, X0 = 0 a.s.}

とする. X ∈ Mc
2とすると, イエンセン (Jensen)の不等式より, X2は非負劣マルチ

ンゲールになる. よって, ドゥーブ-メイエ (Doob-Meyer)分解により,

X2
t = Mt + At, 0 ≤ t < ∞

と表せる.ただし, M = {Mt}t≥0は連続なマルチンゲール, A = {At}t≥0は自然な増
加過程である. この分解の一意性から, X の二次変分 〈X〉を一意的に決めることが
できる.

定義 5.5. X ∈ Mc
2 とする. このとき X に対する二次変分 (quadratic varia-

tion)〈X〉とは, 自然な増加過程で 〈X〉0 = 0を満たし, かつ X2 − 〈X〉がマルチ
ンゲールとなるものである.

X,Y ∈ Mc
2とすると,二次変分の定義より, (X+Y )2−〈X+Y 〉, (X−Y )2−〈X−Y 〉

はそれぞれマルチンゲールになる. よって, その差 4XY − [〈X + Y 〉 − 〈X − Y 〉]も
マルチンゲールになる. ここで, 二つの確率過程X,Y に対する相互変動を次のよう
に定める.

定義 5.6. X,Y ∈ Mc
2とする. このときX,Y に対する相互変動過程〈X,Y 〉を

〈X,Y 〉t :=
1

4
[〈X + Y 〉t − 〈X − Y 〉t], 0 ≤ t ≤ ∞

とする.

また, X,Y ∈ Mc,loc := {X = {X}t≥0 :連続な局所マルチンゲールで, X0 = 0 a.s.}
に対しても, 以下の命題から相互変動 〈X,Y 〉と二次変分 〈X〉が定義できる.

命題 5.7 ([3] Problem 1.5.17). X,Y ∈ Mc,locとする. このとき, 以下の条件を満た
す適合した連続な有界変動過程 〈X,Y 〉が一意的に存在する.

1. 〈X,Y 〉0 = 0
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2. XY − 〈X,Y 〉 ∈ Mc,loc

また, X = Y であるとき, 〈X,X〉 = 〈X〉と書く.

定義 5.8. 命題 5.7の過程 〈X,Y 〉をX,Y の相互変動と呼び, 〈X〉をXの二次変分と
呼ぶ.

注意 5.9 ([3] Problem 1.5.17, Problem 1.5.21). X,Y, Z ∈ Mc,locかつ α, β ∈ Rとす
ると,

〈X,Y 〉 = 〈Y,X〉, 〈αX + βY, Z〉 = α〈X,Z〉 + β〈Y, Z〉

が成り立つ.さらに, X,Y の少なくとも一方がほとんど確実に有界変動ならば, ほと
んど確実に 〈X,Y 〉 = 0である.

5.2 ブラウン運動と確率積分

5.2.1 ブラウン運動について

定義 5.10. 一次元標準ブラウン運動とは, 確率空間 (Ω,F , P )上で定義された適合し
た連続過程 W = {Wt,Ft : 0 ≤ t ≤ ∞} で以下を満たすものをいう.

1. ほとんど確実にW0 = 0,

2. 0 ≤ s ≤ tに対して, 増分Wt − WsはFsに対して独立で,平均 0, 分散 t − sの
正規分布に従う.

注意 5.11. W がブラウン運動で 0 = t0 < t1 < · · · < tn < ∞であるとき, 増分
{Wtj − Wtj−1

}n
j=1は独立で, Wtj − Wtj−1

の分布は tj − tj−1のみに依存している. こ
のとき, 過程W は定常で, 独立増分をもつという. また, この性質により, ブラウン
運動はマルチンゲールである.

注意 5.12. フィルトレーション {Ft}はブラウン運動の定義の一部である.しかしな
がら, フィルトレーションが与えられずW が定常で独立増分をもち, Wtが平均 0分
散 tの正規分布に従うとき, {Wt,FW

t : 0 ≤ t < ∞}はブラウン運動である. ただし,

FW
t := σ{Wt : 0 ≤ s ≤ t}とする.

注意 5.13. 一次元ブラウン運動WはW ∈ Mc
2であり,二次変分の定義より, 〈W 〉t = t

が分かる.

定義 5.14. dを正の整数とし, µを (Rd,B(Rd))上の確率測度とする. W = {Wt,Ft :

0 ≤ t ≤ ∞} をある確率空間 (Ω,F , P )上に定義されたRdに値をもつ適合した連続
過程とする. この過程が次の条件をみたすとき, 初期分布 µをもつ d次元ブラウン運
動とよぶ.
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1. P [W0 ∈ Γ] = µ(Γ), ∀Γ ∈ B(Rd),

2. 0 ≤ s < tに対して, 増分Wt −WsはFsに対して独立で,平均 0, 共分散行列が
(t − s)Idの正規分布に従う. ここで, Idは (d × d)単位行列である.

定義 5.15. d次元ブラウン族とは可測空間 (Ω,F)上の適合した d次元過程W =

{Wt,Ft : t ≥ 0}と確率測度族 {P x}x∈Rd との組で, 次の条件をみたすものである.

1. 各 F ∈ F に対して, 写像 x 7→ P x(F )はボレル可測である.

2. 各 x ∈ Rdに対して, P x[W0 = x] = 1.

3. 各 P xのもとで, 過程W は xを出発する d次元ブラウン運動である.

定理 5.16 ([3] Theorem 2.5.12). d次元ブラウン族はマルコフ性をもつ. つまり
x ∈ Rd, s, t ≥ 0, Γ ∈ B(Rd)に対して,

P x[Xs+t ∈ Γ|Fs] = EXs [1Γ(Xt)]

が P xに関してほとんど確実に成り立つ. ただしExは P xのもとでの期待値である.

5.2.2 確率積分について

この節では, 確率積分という概念について述べる. 目標はM ∈ Mc,locに対して, 発
展的可測 (定義 5.17参照)な確率過程 {Xt}t≥0で, 任意の T > 0に対して,∫ T

0

X2
t d〈M〉t < ∞, a.s. (5.1)

を満たすもの全体を ρ∗(M)とするとき, X ∈ ρ∗(M)に対して, 確率積分
∫ t

0
Xs dMs

を定義することである.

定義 5.17 ([3] Definition 1.1.11). 確率過程Xがフィルトレーション {Ft}に関して
発展的可測であるとは, 写像 (s, ω) 7→ Xs(ω) : ([0, t] × Ω,B([0, t] ⊗Ft) → (R,B(R))

が各 t ≥ 0で可測であることをいう.

注意 5.18. 任意の発展的可測過程は可測であり, 適合している.

定義 5.19. X が次の条件を満たすとき単過程であるという. 狭義単調増加実数列
{tn}∞n=0 (t0 = 0, limn→∞ tn = ∞) と, 確率変数列 {ξn}∞n=0と, 定数 C < ∞が存在し
て, ω ∈ Ω に対して, supn≥1 |ξn(ω)| ≤ C, また, n ≥ 0について ξnはFtn-可測で,

Xt(ω) = ξ0(ω)10(t) +
∞∑
i=0

ξi(ω)1(ti,ti+1](t), 0 ≤ t ≤ ∞, ω ∈ Ω

が成り立つ. また, すべての単過程の集合をL0で表す.
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定義 5.20. ここで, M ∈ Mc
2とX ∈ L0に対して確率積分 (X · M)t =

∫ t

0
Xs dMsを

マルチンゲール変換

(X · M)t :=
∞∑
i=1

ξi(Mt∧ti+1
− Mt∧ti), 0 ≤ t < ∞

で定義する.

次にL0より広い集合に対して確率積分を定義する.

定義 5.21. M ∈ Mc
2に対して, 発展的可測な確率過程 {Xt}t≥0で, 任意の T > 0に

対して,

[X]T :=

(
E

∫ T

0

X2
t d〈M〉t

) 1
2

< ∞

を満たすもの全体をL∗(M)とする. また, L∗(M)上の距離を

[X − Y ] :=
∞∑

n=1

2−n(1 ∧ [X − Y ]n) (5.2)

と定める.

命題 5.22 ([3] Proposition 3.2.8). 単過程の集合 L0は定義 5.21の (5.2)の距離に関
してL∗で稠密である.

命題 5.23 ([3] Propsition 1.5.23). M ∈ Mc
2 とする. t ≥ 0に対して, ‖M‖t :=

(E[M2
t ])

1
2 とし, ‖M‖ :=

∑∞
n=1 2−n(1 ∧ ‖M‖n)とする. このとき, ‖ · ‖についてMc

2

は, 完備距離空間である.

命題 5.24 ([3] 3.2 section B). X,Y ∈ L0, M ∈ Mc
2, に対して,

‖X · M‖ = [X], (5.3)(
(αX + βY ) · M

)
= α(X · M) + β(Y · M) α, β ∈ R (5.4)

が成り立つ.

ここで, X ∈ L∗に対して,命題5.22により, {Xn}∞n=1 ⊂ L0で, limn→∞[Xn−X] = 0

を満たすものが存在する.　よって (5.4)と (5.3)より,

‖(Xn · M) − (Xm · M)‖ = ‖((Xn − Xm) · M)‖ = [Xn − Xm] → 0 (n,m → ∞)

が成り立つ. よって {(Xn ·M)}n=1はMc
2でコーシー列となり, 命題 5.23より, その

完備性から, limn→∞ ‖(X · M) − (Xn · M)‖ = 0を満たすような (X · M) ∈ Mc
2が存

在する.
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定義 5.25. X ∈ L∗に対して, M ∈ Mc
2に関する確率積分は, 唯一に定まる二乗可積

分マルチンゲール (X · M) = {(X · M)t,Ft : 0 ≤ t < ∞}で, limn→∞[Xn − X] = 0

が成り立つあらゆる列 {Xn}∞n=1 ⊂ L0に対して, limn→∞ ‖(Xn · M) − (X · M)‖ = 0

が成り立つものとする.

ここで, 確率積分の性質について述べる.

命題 5.26 ([3] 3.2 section C). M,N ∈ Mc
2, X ∈ L∗(M), Y ∈ L∗(N)に対して,

E

[(∫ t

s

Xu dMu

)(∫ t

s

Yu dNu

) ∣∣∣∣Fs

]
= E

[∫ t

s

XuYu d〈M,N〉u
∣∣∣∣Fs

]
, 0 ≤ s < t < ∞

(5.5)

よって,

E

[(∫ t

0

Xs dMs

)(∫ t

0

Ys dNs

)]
= E

[∫ t

0

XsYs d〈M,N〉s
]

, 0 ≤ t < ∞ (5.6)

〈
(X · M), (Y · N)〉t =

∫ t

0

XuYud〈M,N〉u, t ≥ 0 (5.7)

最後にM ∈ Mc,locに関するX ∈ ρ(M)に対しての確率積分 (X ·M)t =
∫ t

0
Xs dMs

については, 局所化によって, M ∈ Mc
2に関するX ∈ L∗(M)に対しての確率積分に

帰着して定義される. このとき, 確率積分 (X ·M)t =
∫ t

0
Xs dMsは局所マルチンゲー

ルである.

命題 5.27 ([3] 3.2 section D). M ∈ Mc,loc, X ∈ ρ(M)に対して, (5.7)が成り立つ.

注意 5.28. 一次元標準ブラウン運動W ∈ Mc
2に関する確率積分は, 二次変分過程

〈W 〉の標本軌道 t 7→ 〈W 〉t(ω)(= t) が, P に関してほとんど確実に tの絶対連続関数
であることにより, X が発展的可測でなく, 可測かつ {Ft}-適合であれば, 確率積分
を定義できる. また, 本修士論文では, ブラウン運動に関する確率積分を伊藤積分と
呼び, 確率積分の性質 (5.6)を伊藤積分の等長性と呼ぶ.

定義 5.29. 連続半マルチンゲールX = {Xt,Ft : 0 ≤ t < ∞}とは,適合した過程で,

P に関してほとんど確実に分解

Xt = X0 + Mt + Bt, 0 ≤ t < ∞ (5.8)

をもつものである. ここで, M = {Mt,Ft : 0 ≤ t < ∞} ∈ Mc,loc であり, B =

{Bt,Ft : 0 ≤ t < ∞}は連続かつ非減少な適合過程A± = {A±
t ,Ft : 0 ≤ t < ∞}の差

である. つまり,

Bt = A+
t − A−

t , 0 ≤ t < ∞ (5.9)

がほとんど確実に成り立つ. ここでA±
0 = 0. また, (5.9)は最小の分解であると常に

仮定しよう. つまり, A+
t は [0, T ]上のBの正の変動で, A−

t は負の変動である. する
と [0, t]上のBの全変動は B̌t := A+

t + A−
t である.
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次に, 伊藤の公式について述べる. これは, 連続半マルチンゲールの適当な関数は,

また連続半マルチンゲールであることを示し, その分解を与える.

定理 5.30 ([3] Theorem 3.3.3, 伊藤の公式). f : R → Rを C2 級の関数とする.

X = {Xt,Ft : 0 ≤ t < ∞}は,分解 (5.8)をもつ連続な半マルチンゲールとする. こ
のとき, P に関してほとんど確実に,

f(Xt) = f(X0)+

∫ t

0

f ′(Xs) dMs +

∫ t

0

f ′(Xs) dBs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs) d〈M〉s, 0 ≤ t < ∞

また,伊藤の公式は多次元版に拡張できる.

定理 5.31 ([3] Theorem 3.3.6, 伊藤の公式多次元版). {Mt = (M1
t , · · · ,Md

t ),Ft : 0 ≤
t < ∞}をMc,locに属する局所マルチンゲールベクトルとする. {Bt = (B1

t , · · · , Bd
t ),Ft :

0 ≤ t < ∞}をB0 = 0なる適合した有界変動過程ベクトルとする. Xt = X0 + Mt +

Bt, 0 ≤ t < ∞ とおく. ここでX0はRdに値をもつ F0可測確率ベクトルである.

f : [0,∞) × Rd → RdをC1,2級とする. このとき, P に関してほとんど確実に

f(t,Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

∂

∂t
f(s,Xs) ds +

d∑
i=1

∫ t

0

∂

∂xi

f(s,Xs) dB(i)
s

+
d∑

i=1

∫ t

0

∂

∂xi

f(s,Xs) dM (i)
s

+
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

∫ t

0

∂2

∂xi∂xj

f(s,Xs)d〈M i,M j〉s, 0 ≤ t < ∞

が成り立つ.

定理 5.32 ([3] Problem 3.4.16,マルチンゲール表現定理). W = {Wt,Ft : 0 ≤ t < ∞}
を (Ω,F , P )上の一次元ブラウン運動とし, {Ft}をW により生成されたフィルトレー
ション{FW

t }のPのもとでの拡張とする. 任意のM = {Mt,Ft : 0 ≤ t < ∞} ∈ Mc,loc

に対して,発展的可測過程Y = {Yt,Ft : 0 ≤ t < ∞}が存在して,あらゆる0 < T < ∞
に対して, ∫ T

0

Y 2
t dt < ∞ a.s. (5.10)

かつ

Mt =

∫ t

0

Ys dWs, 0 ≤ t < ∞ (5.11)

が成り立つ. また, 一意性については, Ỹ が (5.10),(5.11)を満たす任意の他の発展的
可測過程とするとき, ほとんど確実に∫ ∞

0

|Yt − Ỹt|2 dt = 0

である.
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定理 5.33 ([3] Theorem 3.3.26, Burkholder-Davis-Gundyの不等式). M ∈ Mc,locと
し, M∗

t := max0≤s≤t |Ms|とする. あらゆるm > 0に対して, 正定数 km,Kmが存在
して,

kmE[〈M〉mT ] ≤ E[(M∗
T )2m] ≤ KmE[〈M〉mT ]

があらゆる停止時刻 T に対して成り立つ.

注意 5.34. K を可分なヒルベルト空間とする. このとき, K 値連続局所マルチン
ゲールM に対して, 定理 5.33と同様の主張が成り立つ.

X = {Xt,Ft : 0 ≤ t < ∞}は発展的可測過程で, ほとんど確実に∫ T

0

X2
t dt < ∞, 0 ≤ T < ∞

を満たすとする. このとき, 伊藤積分が定義され, Mc,locの要素であった.

Zt(X) := exp

[∫ t

0

Xs dWs −
1

2

∫ t

0

X2
s ds

]
.

とする. このとき, 伊藤の公式より,

Zt(X) = 1 +

∫ t

0

Zs(X)Xs dWs

これから, Z(X)は Z0(X) = 1なる連続な局所マルチンゲールであることがわかる.

特に非負であり, 補題 5.4から, 連続な優マルチンゲールである. 次に, Z(X)がマル
チンゲールになる十分条件について述べる.

補題 5.35 ([3] Corollary 3.5.13, ノビコフ (Novikov)条件).

E

[
exp

(
1

2

∫ T

0

X2
s ds

)]
< ∞, 0 ≤ T < ∞

であるとき, Z(X)はマルチンゲールになる.

Z(X)がマルチンゲールであるとき, E[Zt(X)] = 1(0 ≤ t < ∞)である.この場合,

各 0 ≤ T < ∞に対して FT 上の確率測度 P̃T を

P̃T (A) = E[1AZT (X)], A ∈ FT

により定義することができる.またマルチンゲール性により, 確率測度の族 {P̃t}t≥0

は整合性条件
P̃T (A) = P̃t(A), A ∈ Ft

を満たす.
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補題 5.36 ([3] Lemma 3.5.3, ベイズ (Bayes)の法則). 0 ≤ T < ∞を固定し, Z(X)

がマルチンゲールであると仮定する. 0 ≤ s ≤ t ≤ T とし, Y が ẼT [|Y |] < ∞を満た
すFt可測確率変数であるとき,

ẼT [Y |Fs] =
1

Zs(X)
E[Y Zt(X)|Fs]

が P, P̃ に関してほとんど確実に成り立つ. ただし, ẼT は P̃T のもとでの期待値で
ある.

定理 5.37 ([3] Theorem 3.5.1,ギルサノフ (Girsanov)の定理). Z(X)はマルチンゲー
ルであると仮定し,過程 W̃ を

W̃t := Wt −
∫ t

0

Xs ds 0 ≤ t < ∞

により定義する. このとき, 各固定した T ∈ [0,∞)に対して, 過程 {W̃t,Ft : 0 ≤ t <

T}は (Ω,FT , P̃T )上の一次元標準ブラウン運動となる.

5.3 コーシー問題とファインマン・カッツ表現

5.3.1 確率微分方程式

bi(t, x), σij(t, x) : 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ rを [0,∞)×RdからRへのボレル可測関数と
し,ずれベクトル b(t, x) = {bi(t, x)}1≤i≤dおよび分散行列σ(t, x) = {σij(t.x)}1≤i≤d,1≤j≤r

を定義する. このとき, 次の確率微分方程式の意味づけをする.

dXt = b(t,Xt) dt + σ(t,Xt) dWt (5.12)

ここでW = {Wt : 0 ≤ t < ∞}は r次元ブラウン運動である.

まず, 確率微分方程式 (5.12)の強い解を定義する. そのために, 確率空間 (Ω,F , P )

とその上の r次元ブラウン運動W = {Wt,FW
t : 0 ≤ t < ∞}をとる. また, この空間

は十分大きく, FW
∞ に独立で, 与えられた分布 µをもつ確率ベクトル ξを定義できる

とする.

µ(Γ) = P [ξ ∈ Γ] Γ ∈ B(Rd).

Gt := σ(ξ,Ws : 0 ≤ s ≤ t)（0 ≤ t < ∞), G∞ := σ
(∪

t≥0 Gt

)
とし, 零集合の全体

N := {N ∈ Ω : ∃G ∈ G∞, N ⊆ G,P (G) = 0}を考え,

Ft := σ(Gt ∪N ) (0 ≤ t < ∞), F∞ := σ

(∪
t≥0

Ft

)
(5.13)

とする.
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定義 5.38. 確率空間 (Ω,F , P )上で, 固定したブラウン運動の, 初期条件 ξ に関す
る, 確率微分方程式 (5.12)の強い解とは, 連続標本軌道をもち, 次の性質をもつ過程
X = {Xt : 0 ≤ t < ∞}である.

1. Xは (5.13)のフィルトレーション {Ft}に適合している.

2. P [X0 = ξ] = 1.

3. P [
∫ t

0
{|bi(s,Xs)|+σ2

ij(s,Xs)} ds < ∞] = 1 (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ r, 0 ≤ t < ∞).

4. (5.12)の積分表現

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs) ds +

∫ t

0

σ(s,Xs) dWs, 0 ≤ t < ∞

がほとんど確実に成り立つ.

定義 5.39. (5.12)の弱い解は三つ組 (X,W ), (Ω,F , P ), {Ft}で次をみたすものである.

1. (Ω,F , P )は確率空間で {Ft}は通常の条件をみたす F の部分 σ加法族の情報
系である.

2. X = {Xt,Ft : 0 ≤ t < ∞}は連続な適合したRd値過程である. W = {Wt,Ft :

0 ≤ t < ∞} は r次元ブラウン運動である.

さらに定義 5.38の 3と 4が満たされる.

定義 5.40. (X,W ), (Ω,F , P ), {Ft}, および (X̃,W ), (Ω,F , P ), {F̃t}が共通の確率空
間 (Ω,F , P )上の共通のブラウン運動と共通の初期条件, つまり P [X0 = X̃0] = 1,に
対する (5.12)の弱い解であるとき, 二個の過程Xと X̃は区別できないという. すな
わち P [Xt = X̃t, 0 ≤ t < ∞] = 1である.そのとき, 道ごとの一意性が方程式 (5.12)

に対して成り立つという.

定義 5.41. 方程式 (5.12)に対する確率法則の意味で一意性が成り立つとは, 同一の
初期条件をもつ, つまり

P [X0 ∈ Γ] = P̃ [X̃0 ∈ Γ], ∀Γ ∈ B(Rd)

である任意の二個の弱い解 (X,W ), (Ω,F , P ), {Ft}, および (X̃,W ), (Ω,F , P ), {F̃t}
に対して, 二個の過程X, X̃が同一法則に従うことである.

46



5.3.2 コーシー問題とファインマン・カッツ表現

本節を通じて次の確率積分方程式を考える.

X(t,x)
s = x +

∫ s

t

b(θ,X
(t,x)
θ ) dθ +

∫ s

t

σ(θ,X
(t,x)
θ ) dWθ, t ≤ s < ∞ (5.14)

また, 次の (5.15)-(5.17)を常に仮定する.{
係数 bi(t, x), σij(t, x) : [0,∞) × Rd → Rは連続で, 一次増大条件

|b(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 ≤ K2(1 + |x|2) を満たす
(5.15)

方程式 (5.14)は弱い解 (X(t,x),W ), (Ω,F , P ), {Ft}をあらゆる組 (t, x)に対してもつ.

(5.16)

この解は確率法則の意味で一意的である. (5.17)

また, ２階微分差用素Atを (5.14)に付随するものとする. つまり,

(Atf)(x) =
1

2

d∑
i=1

d∑
k=1

aik(t, x)
∂2f(x)

∂xi∂xk

+
d∑

i=1

bi(t, x)
∂f(x)

∂xi

, f ∈ C2(Rd).

ただし, aik(t, x) :=
∑r

j=1 σij(t, x)σjk(t, x)とし, aik(t, x)は拡散行列と呼ばれるもの
の成分である.

次に, 任意ではあるが固定した T > 0と, 適当な定数 L > 0, λ ≥ 1に対して, 関数
f(x) : Rd → R, g(t, x) : [0, T ] × Rd → Rおよび k(t, x) : [0, T ] × Rd → [0,∞)を考
える. これらは連続で次の (5.18),(5.19)を満たすとする.

(i) |f(x)| ≤ L(1 + |x|2λ) または (ii) f(x) ≥ 0,∀x ∈ Rd. (5.18)

(i) |g(t, x)| ≤ L(1 + |x|2λ) または (ii) g(t, x) ≥ 0, ∀0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rd. (5.19)

定理 5.42 ([3] Theorem 5.7.6, コーシー問題とファインマン・カッツ表現). 仮定
(5.15) ∼ (5.19)のもとで, v(t, x) : [0, T ] × Rd → R が連続で C1,2([0, T ] × Rd)級で
あり, コーシー問題

−∂v

∂t
+ kv = Atv + g, [0, T ) × Rd

v(T, x) = f(x), x ∈ Rd

を満たすとする. また, あるM > 0, µ ≥ 1に対して多項式増加条件

max
0≤t≤T

|v(t, x)| ≤ M(1 + |x|2µ), x ∈ Rd
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をみたすとする. このとき, v(t, x)は [0, T ] × Rd上の確率表現

v(t, x) = Et,x

[
f(XT )exp

{
−

∫ T

t

k(θ,Xθ) dθ

}
+

∫ T

t

g(s,Xs)exp

{
−

∫ s

t

k(θ,Xθ) dθ

}
ds

]
をゆるす. 特に, そのような解は一意的である.

証明. 伊藤の公式を過程 v(s,Xs)exp{−
∫ s

t
k(θ,Xθ) dθ}, s ∈ [t, T ]に適用する. τn :=

inf{s ≥ t : |Xs| ≥ n} とすると,

v(t, x) = Et,x

[∫ T∧τn

t

g(s,Xs)exp

{
−

∫ s

t

k(θ,Xθ) dθ

}
ds

]
+ Et,x

[
v(τn, Xτn)exp

{
−

∫ τn

t

k(θ,Xθ)dθ

}
1{τn≤T}

]
+ Et,x

[
f(XT )exp

{
−

∫ T

t

k(θ,Xθ)dθ

}
1{τn>T}

]
を得る. また,

Et,x[max
t≤θ≤s

|Xθ|2m] ≤ C(1 + |x|2m)eC(s−t); t ≤ s ≤ T (5.20)

があらゆるm ≥ 1とあるC = C(m,K, T, d) > 0に対して成り立つので, 右辺の初項
は, n → ∞とすると, ルベーグの収束定理 ((5.19)(i)と (5.20)より）または単調収束
定理（もし (5.19)(ii)が成り立つとき）より

Et,x

[∫ T

t

g(s,Xs)exp

{
−

∫ s

t

k(θ,Xθ) dθ

}
ds

]
に収束する. 第２項は絶対値が次式を超えない.

Et,x[|v(τn, Xτn)|1{τn≤T}] ≤ M(1 + n2µ)P t,x[τn ≤ T ] (5.21)

しかしながら, この最後の確率は (5.20)とチェビシェフの不等式とより,

P t,x[τn ≤ T ] = P t,x[maxt≤θ≤T |Xθ| ≥ n] ≤ n−2mEt,x[maxt≤θ≤T |Xθ|2m]

≤ Cn−2m(1 + |x|2m)eCT

と評価できる. よって, m > µと選ぶと, (5.21)の右辺は n → ∞のとき０に収束す
る. 最後の項はルベーグの収束定理または単調収束定理のいずれかにより

Et,x

[
f(XT )exp

{
−

∫ T

t

k(θ,Xθ) dθ

}]
に収束する.
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補題 5.43 ([3] Problem 5.7.7). 有界係数の場合, つまり,

|bi(t, x)| +
r∑

j=1

σ2
ij(t, x) ≤ ρ, 0 ≤ t < ∞, x ∈ Rd, 1 ≤ i ≤ d

であるとき, 定理 (5.42)の多項式増加条件は, あるM > 0, 0 < µ < ( 1
18ρTd

)に対して,

次式で置き換えることができる.

max
0≤t≤T

|v(t, x)| ≤ Meµ|x|2 , x ∈ Rd.
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