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第1章 序文

本論文では, ある空間上の複雑な関数に対し, その最小値を取る点を, 時間非一様
なマルコフ過程を構成することにより確率的に探し出す手法, シミューレーテッド
アニーリングについて述べる. 最小値を与える点の集合を大域的最適解という. 現
時点での状態よりも小さい値をとる近傍の点に推移する決定論的なアルゴリズムを
考えると, 極小値をとる点に滞在し続けてしまう可能性がある. シミュレーテッドア
ニーリングは, ランダム性を持たせるためにより大きい値をとる状態への推移もあ
る確率で許すが, その確率を時間に関する単調増加関数で制御することにより, 大域
的な情報の詮索を可能にしている. 単調増加関数が早く増大するほど, 極小値に陥る
可能性が高くなってしまう. このことに注意しながら, できるだけ早くマルコフ過程
が大域的最適解に収束するような単調増加関数をみつけることが求められる.

Eを有限集合, U を E上の実数値関数とする. 各点で正の値をとる E上の確率
測度 µ0と, µ0を可逆分布に持つ既約なマルコフ核を q0(x, y)とする. 可逆とは任意
の x, y ∈ Eに対して, q0(x, y)µ0(x) = q0(y, x)µ0(y) が成り立つことをいう. ここで
µ0, q0の取り方は U に依存しないものとする. 任意の β ≥ 0に対して,

µβ(x) :=
e−βU(x)

Zβ

µ0(x) (1.1)

とおく. Zβ は µβ の全測度を 1とするような規格化定数である. また任意の β ≥
0, x, y ∈ Eに対して,

qβ(x, y) =

{
exp{−β(U(y) − U(x))+}q0(x, y) ( y 6= x)

1 −
∑

z 6=x qβ(x, z) ( y = x)

でマルコフ核を定義する. ここで, (x)+ := max{x, 0} である. このとき qβ(x, y)は
µβを可逆分布に持つ. E上の実数値関数 φに対して, 作用素 Lβを

Lβφ(x) =
∑
y∈E

(φ(y) − φ(x))qβ(x, y)

で定義する. β(0) = 0, lim
t→∞

β(t) = ∞を満たす滑らかな単調増加関数 β(t)に対し,

Lβ(t)を生成作用素とする時間非一様なマルコフ過程 {Xt}t≥0をシミュレーテッドア
ニーリング過程という.
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そもそもアニーリングとは融解状態まで熱した金属を徐々に冷却することにより,

内部のひずみを取り除き, しなやかな金属を精製する手法のことである. 金属を徐々
に冷却することにより, 分子の配列エネルギーが低い状態で安定させることができ
る. 一方, 融解状態にある金属を急速に冷却した場合, 金属分子の配列エネルギーが
高い状態のまま安定してしまう. ある空間上の関数の最小値を探し出すことを最適
化問題といい, シミュレーテッドアニーリングは, アニーリングという物理現象をヒ
ントにして作られた最適化問題を解く確率的アルゴリズムである. 冷却する早さを
表現する関数 β(t)をクーリングスケジュールという. アニーリングにおいて β(t)は
時刻 t ≥ 0における温度の逆数, U はエネルギーに対応しており, 式 (1.1)で与えら
れる測度はギブス測度と呼ばれる. 関数 β(t)は少なくとも,

(i) β(0) = 0 (時刻 0では融解状態)

(ii) lim
t→∞

β(t) = ∞ (配列が変わらなくなるまで冷却)

(iii) 単調増加 (再加熱することはない)

(iv) 滑らか (急激に冷却することはない)

を満たすようなものとする. 集合 E0 = {x ∈ E : U(x) = inf U}で大域的最適解の集
合を記す. また x ∈ Eの近傍を Nx = {y ∈ E : q0(x, y) > 0} ∪ {x}とするとき, 集
合 {x ∈ E : U(x) = infy∈Nx U(y)} ∩ Ec

0の元を局所最適解という. すなわち, 極小値
を与える点であって, 大域的最適解でない点の集合である. 上で述べたような決定論
的なアルゴリズムの多くが局所最適解に陥る可能性を持つという欠点を持っている.

一方, シミュレーテッドアニーリングはクーリングスケジュール β(t)を適切に取れ
ば, 大域的最適解を得ることができる.

シミュレーテッドアニーリング過程 {Xt}t≥0は以下のようなアルゴリズムで推移
している.

1. (クーリング)

推移の待ち時間は平均 1の指数分布に従っており, それに従って生成処理を行う
時刻 tを決定する. その時のクーリングスケジュールは β(t)である.

2. (生成処理)

状態 xにいた時に次の行き先 yを分布 q0(x,・) に従って選択する.

3. (受理判定)

もし U(y) ≤ U(x)(改善方向への推移)ならば確率 1で yに推移する.

逆に U(y) > U(x)(改悪方向への推移)ならば確率 exp (−β(t)(U(y) − U(x)))で y

に推移する. それ以外は xにとどまるとする. 受理判定後クーリングに戻る.
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受理判定により, 時間が経過するにつれ悪い方向 (エネルギーの高い状態)へ推移し
にくくなるが, その確率が 0ではないことが, 局所最適解へ陥ることを防ぐ要因と
なっている.

シミュレーテッドアニーリング過程 {Xt}t≥0の大域的最適解への収束をいかに保
証するかを述べる. Xtの分布の µβ(t)に関するラドン・ニコディム密度を ftとおく.

ただし Xtの初期分布は任意にとって固定する. ある q > 1が存在して ft ∈ Lq(µβ(t))

ならば,

P(Xt ∈ Ec
0) ≤ ‖ft‖Lq(µβ(t)) · µβ(t)(E

c
0)

1− 1
q

が成り立つ. 式 (1.1)より limt→∞ µβ(t)(E
c
0) = 0 がわかるので, ある定数 Cq, Tq > 0

が存在して, 任意の t ≥ Tqに対して, ‖ft‖Lq(µβ(t)) < Cqを満たすように β(t)を構成
することができれば, 十分大きな時刻 tに対して Xtは大域的最適解に十分大きな確
率でいることになる. また β(t)が早く増大するほど, qが大きいほど µβ(t)(E

c
0)

1− 1
q は

早く 0に収束するので, 良い評価を得ることになる. 以下 ‖ft‖Lq(µβ(t))を評価する方
法と結果について述べる.

Lβの生成するディリクレ形式 Eβとスペクトルギャップ γ(β)を,

Eβ(φ, ψ) = −
∫

φLβψdµβ, γ(β) = inf

{
Eβ(φ, φ)

Varβ(φ)
: Varβ(φ) 6= 0

}
.

で定義する. ここでVarβ(φ) =
∫

(φ − 〈φ〉µβ
)2dµβ, 〈φ〉µβ

=
∫

φdµβであり, それぞれ
φの確率測度 µβに関する分散と平均を表している. スペクトルギャップについて評
価できているとき, 以下の結果が知られている.

定理 1.1 (Holley-Stroock). スペクトルギャップ γ(β)が ce−βm ≤ γ(β), β ≥ 0 を満た
しているとする. このとき, 任意の正の実数 εに対して, β(t) = (m + ε)−1 log (1 + t)

とおくと, Kε > 0が存在し,

‖ft‖L∞(µβ(t)) ≤ Kε, t ≥ e2/ε (1.2)

が成り立つ.

q = ∞で ‖ft‖L∞(µβ(t)) ≤ Kεを満たすような早く増大するクーリングスケジュー
ルが取れたので, 確率 P(Xt ∈ Ec

0)の良い評価を与えている事がわかる.

Eが可算集合の場合にもシミュレーテッドアニーリングを考えることができる. そ
のときは, 大域的最適解 E0ではなく, 正の実数 δに対して δ近似解と呼ばれる,

Eδ := {x ∈ E : U(x) < min
x∈E

U(x) + δ}

に収束するシミュレーテッドアニーリング過程を構成する. q(0) = 2, lim
t→∞

q(t) = ∞
を満たす滑らかな単調増加関数 q(t)に対して, ‖ft‖Lq(t)(µβ(t))

を評価する際には対数
ソボレフ不等式と呼ばれる,∫

φ2 log

(
φ

‖φ‖L2(µβ)

)2

dµβ ≤ α(β)Eβ(φ, φ)
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を用いる. α(β)を対数ソボレフ定数といい, もしある自然数 kが存在して α(β) ≤
A(1 + β)keβmが任意の β ≥ 0で成り立っていたとき, 以下の結果が知られている.

定理 1.2 (Holley-Stroock). 対数ソボレフ定数 α(β)が, α(β) ≤ A(1 + β)keβm, β ≥ 0

を満たしているとする. このとき, B(β) = A
∫ β

0
(1 + ξ)k+3eξmdξとし β(t) = B−1(t)

とすると,

P(Xt ∈ Ec
δ) ≤ ‖f0‖L2(µ0) · e2M2

(µβ(t)(E
c
δ))

β(t)−1
β(t)+1

が任意の t ≥ 0で成り立つ. ここで M := supx∈E U(x) − infx∈E U(x)である.

以上の結果から, クーリングスケジュールを構成するうえで, スペクトルギャップ,

対数ソボレフ定数の評価が重要になる. 本修士論文では, これらの評価法とクーリン
グスケジュールの構成方法を参考文献 [1]に従って整理した.

最後に本論文の構成を述べる. 2章では可算集合上の時間一様なマルコフ連鎖につ
いて基本的な事実をまとめた. 3章では可算集合 E上のシミュレーテッドアニーリ
ングを構成し, スペクトルギャップの評価から ‖ft‖Lq(µβ(t))を評価する方法を述べて
いる. また式 (1.2)を満たすのに必要な仮定を述べている. 4章では Eを有限集合と
し, スペクトルギャップの良い評価と定理 1.1の証明を述べている. 5章では定理 1.2

の証明と α(β)を評価するふたつの方法を述べている.
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第2章 時間一様なマルコフ連鎖

本稿における議論にあたり, 必要な基礎概念について述べる.

2.1 連続時間マルコフ連鎖の構成
Eを可算集合とする.

定義 2.1. K : E × E → Rが,

(i) K(x, y) ≥ 0 x, y ∈ E.

(ii)
∑
y∈E

K(x, y) = 1 x ∈ E.

を満たすとき, Kを E上のマルコフ核という.

E上の実数値関数 φに対して, Kφ(x) =
∑

y∈E φ(y)K(x, y)とする. また, Iを恒等
作用素とする.

定理 2.2 ([8, Theorem 2.8.3]). Kを E上のマルコフ核とする. このとき,後退方程式

P ′
t = (K − I)Pt, P0 = I (2.1)

の最小非負解 {Pt}t≥0が存在する. この解は半群性を満たす.

半群性とは, 任意の t, s ≥ 0に対して PsPt = Ps+tが成り立つことをいう. {Pt}t≥0

をマルコフ半群という.

定理 2.3 ([8, Theorem 2.8.6]). Kを E上のマルコフ核とする. 式 (2.1)で与えられ
る後退方程式の最小非負解 {Pt}t≥0 は前進方程式

P ′
t = Pt(K − I), P0 = I

の最小非負解でもある.
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Pt = {pt(x, y)}x,y∈Eとする. マルコフ核 K から作られる E上の時間一様マルコ
フ連鎖 {Xt}t≥0は, 任意の時間列 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tnと任意の点列 x0, x1, . . . , xn

に対して,

P(Xtn = xn|Xt0 = x0, . . . Xtn−1 = xn−1) = ptn−tn−1(xn−1, xn)

が成り立つ.

もし Eが有限集合ならば Ptを決定することができる.

定理 2.4 ([8, Theorem 2.1.1 ]). Eを有限集合, Kを E上のマルコフ核とする. この
とき,

Pt = et(K−I) := e−t

∞∑
k=i

tiKi

i!

とすると Ptは以下の性質を満たす.

(i) Ps+t = PsPt.

(ii) Ptは以下で表される前進方程式の一意解である.

d

dt
Pt = Pt(K − I), P0 = I.

(iii) Ptは以下で表される後退方程式の一意解である.

d

dt
Pt = (K − I)Pt, P0 = I.

定義 2.5. Kを E上のマルコフ核とする. 任意の x, y ∈ Eに対して Ki(x, y) > 0を
満たすある自然数 iが存在するとき, Kは既約であるという.

ここで Kiは Ki(x, y) :=
∑

z∈E Ki−1(z, y)K(x, z)によって帰納的に定義される.

2.2 定常分布
定義 2.6. K を E上のマルコフ核とする. E上の確率測度 πが任意の y ∈ Eに対
して, ∑

x∈E

π(x)K(x, y) = π(y)

を満たすとき, πを Kの定常分布という.

定義 2.7. Kを E上のマルコフ核とする. E上の確率測度 πが任意の x, y ∈ Eに対
して,

π(x)K(x, y) = π(y)K(y, x)

を満たすとき, πを Kの可逆分布という.

命題 2.8. Kを E上のマルコフ核, πを E上の確率測度とする. πが Kの可逆分布
ならば, 定常分布となる.
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2.3 ディリクレ形式
各点で正の値をとる E上の確率測度を πとし, πを可逆分布に持つ既約なマルコフ

核を Kとする. E上の実数値関数 φに対して, πに関する平均 〈φ〉πと分散 Varπ(φ)

を,

〈φ〉π =
∑
x∈E

φ(x)π(x), Varπ(φ) =
∑
x∈E

(φ(x) − 〈φ〉π)2π(x)

と定義する. また p ≥ 1としたとき, πに関して p乗可積分な関数空間を Lp(π) と
し, その上のノルムを

‖φ‖Lp(π) =

(∑
x∈E

|φ(x)|pπ(x)

)1/p

と記し, L2(π)内積 (·, ·)πを (φ, ψ)π =
∑

x∈E φ(x)ψ(x)π(x) とする.

定義 2.9. D(Eπ) := {φ ∈ L2(π) : limt→0
1
t
(φ − Ptφ, φ)π < ∞}としたとき, φ, ψ ∈

D(Eπ)に対して二次形式

Eπ(φ, ψ) = lim
t→0

1

t
(φ − Ptφ, ψ)π

を定義する. このとき (Eπ,D(Eπ))を (K,π)に対応したディリクレ形式 (Dirichlet

form)という.

ディリクレ形式は次の補題を満たす.

補題 2.10. ディリクレ形式 Eπは φ, ψ ∈ D(Eπ)に対して次を満たす.

(i) Eπ(φ, ψ) =
1

2

∑
x,y∈E

(φ(x) − φ(y))(ψ(x) − ψ(y))K(x, y)π(x)

(ii)
∂

∂t
‖Ptφ‖2

L2(π) = −2Eπ(Ptφ, Ptφ)

2.4 スペクトルギャップと収束の評価
この節ではスペクトルギャップと呼ばれる解析的な量が可逆なマルコフ半群の収

束の速さを与えていることについて述べる.

定義 2.11. Eπをディリクレ形式とする.このとき

γπ := inf

{
Eπ(φ, φ)

Varπ(φ)
: Varπ(φ) 6= 0

}
をスペクトルギャップ (spectral gap)という.
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補題 2.12 ([6, Lemma 2.1.4]). γπをスペクトルギャップ, Ptをマルコフ半群とする．
このとき任意の t ≥ 0, φ ∈ L2(π)に対して,

‖Ptφ − 〈φ〉π‖2
L2(π) ≤ e−2γπtVarπ(φ)

が成り立つ.

証明 . Varπ(Ptφ)を tの関数とみて, u(t)とおくと,

u(t) = ‖Ptφ − 〈Ptφ〉π‖2
L2(π) = ‖Pt(φ − 〈φ〉π)‖2

L2(π)

が成り立つ. 補題 2.10の (ii)より,

u′(t) = −2Eπ(Pt(φ − 〈φ〉π), Pt(φ − 〈φ〉π)) ≤ −2γπu(t)

がわかる. 以上より u(t) ≤ e−2γπtu(0)を満たし，また u(0) = Varπ(φ)であるから補
題が示される.

系 2.13 ([6, Corollary 2.1.5]). γπをスペクトルギャップ, Ptをマルコフ半群とする．
このとき任意の t ≥ 0, x, y ∈ Eに対して,

|Pt(x, y) − π(y)| ≤

√
π(y)

π(x)
e−γπt

が成り立つ.

証明 . x ∈ Eに対して,

δx(y) =

{
π(x)−1 ( y = x)

0 ( y 6= x)

とおく. Ptは πに関して可逆であるから, 任意の x, y ∈ Eに対して,

Pt(x, y)

π(y)
=

Pt(y, x)

π(x)
= Ptδx(y)

が成り立つ. π(δx) = 1に注意すると, 補題 2.12より,

‖Ptδx − 1‖2
L2(π) ≤ e−2γπtVarπ(δx)

が成り立つ. また Varπ(δx) =
1 − π(x)

π(x)
であるから，シュワルツの不等式より,

∣∣∣∣Pt(x, y)

π(y)
− 1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∑
z∈E

(
P t

2
(x, z)

π(z)
− 1

)(
P t

2
(z, y)

π(y)
− 1

)
π(z)

∣∣∣∣∣
≤ ‖P t

2
δx − 1‖2

L2(π)‖P t
2
δy − 1‖2

L2(π)

≤ 1√
π(x)π(y)

e−γπt

が成り立つ．両辺に π(y)をかけることで題意が示される.

9



第3章 シミュレーテッドアニーリング

3.1 シミュレーテッドアニーリング過程の構成
Eを可算集合, UをE上の実数値関数とする. µ0を任意の x ∈ Eに対して µ0(x) > 0

を満たす E上の確率測度とし, q0(x, y)を µ0を可逆分布に持つ既約なマルコフ核と
する. 各 β ≥ 0に対して,

µβ(x) :=
e−βU(x)

Zβ

µ0(x)

とする. ここで Zβ :=
∫

e−βUdµ0であり, µβの全測度を 1とするような規格化定数
である. 測度 µβ は βの逆数を温度としたギブス測度 (Gibbs measure)に対応し
ている. 各 β ≥ 0に対してマルコフ核 qβ(x, y)を,

qβ(x, y) :=

exp(−β(U(y) − U(x))+)q0(x, y) ( y 6= x)

1 −
∑
z 6=x

qβ(x, z) ( y = x)

とする. ここで, (x)+ := max{x, 0} である. α(x, y) := q0(x, y)µ0(x) とすると,

qβ(x, y)µβ(x) =
1

Zβ

e−β(U(x)∨U(y))α(x, y) (3.1)

であるから qβは µβを可逆分布に持つ. ここで x ∨ y := max{x, y}である. E上の
実数値関数 φに対して作用素 QβをQβφ(x) :=

∑
y∈E φ(y)qβ(x, y)とする. このとき,

作用素 Lβを Lβ = −(I −Qβ)で定義する. ここで Iは恒等作用素である. つまり作
用素 Lβは E上の実数値関数 φに対して,

Lβφ(x) =
∑
y∈E

(φ(y) − φ(x))qβ(x, y)

を満たす. β(0) = 0, lim
t→∞

β(t) = ∞を満たす滑らかな β(t)に対し, Lβ(t)から生成さ

れるマルコフ過程 {Xt}t≥0をシミュレーテッドアニーリング過程 (Simulated An-

nealing Process) という. シミュレーテッドアニーリング過程の推移確率 Ps,t(x, y)

は以下の偏微分方程式の解で与えられている.

∂

∂t
Ps,t(x, y) = [L∗

β(t)Ps,t(x, ·)](x), t ≥ s. (3.2)

Ps,s = I.
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式 (3.2)の意味は E上の実数値関数 φを用いると,

∂

∂t
[Ps,tφ](x) = [Ps,tLβ(t)φ](x), t ≥ s (3.3)

と表現することができる. ここで [Ps,tφ](x) :=
∑

y∈E φ(y)Ps,t(x, y)である. この偏微
分方程式は前進方程式 (forward equation)と呼ばれ, 解の存在と一意性は保証さ
れている. 有限集合上の時間一様な推移確率の場合は定理 2.4によって具体的に解を
与えることが出来るが, 時間非一様な場合は解を具体的に構成することは難しい. ま
た式 (3.3)の解 Ps,t(x, y)はチャップマン・コルモゴロフ (Chapman-Kolmogorov)

の等式
Pr,t(x, y) =

∑
z∈E

Pr,s(x, z)Ps,t(z, y), 0 ≤ r ≤ s ≤ t,

を満たす.また
∂

∂s
[Ps,tφ](x) = [Lβ(t)Ps,tφ](x), 0 ≤ s ≤ t.

で表される後退方程式 (backward equation)の一意解でもある. 最後に, 推移確率
Ps,t(x, y) で {Xt}t≥0の分布は初期分布 νを与えると表すことができることに注意す
る. つまり 0 = t0 ≤ · · · ≤ tn, Γ0, . . . , Γn ⊂ E に対して,

P(X(t0) ∈ Γ0, . . . , X(tn) ∈ Γn) =
∑

yn∈Γn

· · ·
∑

y0∈Γ0

ν(y0)Pt0,t1(y0, t1) · · ·Ptn−1,tn(yn−1, tn)

が成り立つ.

3.2 推移確率密度
この節ではシミュレーテッドアニーリング過程が最適解に収束するための十分条

件を与える. 正の実数 δに対して,

Eδ := {x ∈ E : U(x) < inf
x∈E

U(x) + δ}

とおき, これを δ近似解という. 測度 µβは βを大きくしていくと集合 Eδに集中し
ていく. つまり次の補題が成り立つ.

補題 3.1. 任意の δ > 0に対して, lim
β→∞

µβ(Eδ) = 1 が成り立つ.

証明 .

µβ(Ec
δ) ≤

∑
x∈Ec

δ
e−βU(x)µ0(x)∑

x∈E δ
2

e−βU(x)µ0(x)
≤

∑
x∈Ec

δ
e−β(U(x)−inf U− δ

2
)µ0(x)∑

x∈E δ
2

µ0(x)
≤ e−

δ
2
β µ0(E

c
δ)

µ0(E δ
2
)

となることから示すことができる.
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P(Xt ∈ Eδ) → 1となる条件を述べる. X0の分布, つまり初期分布を ν0とおく.

このとき νt(x) := ν0P0,t(x)(=
∑

y∈E ν0(y)P0,t(y, x)) は Xtの分布を表している. Xt

の分布の µβ(t)に関するラドン・ニコディム密度 (Radon-Nikodym derivative)を
ftとおく. つまり,

ft :=
dνt

dµβ(t)

(3.4)

とする. ftの q乗ノルムのが tに依らず上から評価されることが分かれば Xtの大域
的最適解への収束を保証することができる. すなわち, 以下の補題が成り立つ.

補題 3.2. ある q > 1と Tq, Cq > 0が存在して ‖ft‖Lq(µβ(t)) < Cqが任意の t ≥ Tqに
対して成り立っているとする. このとき任意の A ⊂ Eに対して,

P(Xt ∈ A) ≤ Cqµβ(t)(A)1− 1
q (3.5)

が成り立つ.

証明 . IAを集合 Aの定義関数とする. t ≥ Tq に対して, ヘルダーの不等式を用い
ると,

P(Xt ∈ A) =

∫
IAdνt =

∫
IAftdµβ(t) ≤ ‖ft‖Lq(µβ(t)) · µβ(t)(A)1− 1

q

であるから示される.

limt→∞ β(t) = ∞と補題 3.1よりある q > 1 と Tq, Cq > 0が存在して, 任意の
t ≥ Tqに対して ‖ft‖Lq(µβ(t)) ≤ Cqを満たせば Xtの δ近似解への収束を保証できる.

式 (3.5)から qが大きいほど収束が速くなるように考えられるが, そのときはクーリ
ングスケジュールの発散が遅くなってしまうのではないかと考えられる. 以下

µt = µβ(t), 〈·〉t = 〈·〉µβ(t)
, ‖ · ‖q,t = ‖ · ‖Lq(µβ(t)),Lt = Lβ(t)

と略記する. また
‖f‖∞,t = ‖f‖L∞(µβ(t)) := sup

x∈E
|f(x)|

である. [3]では f ′
t を用いずに ‖ft‖2,t等の評価を得ているが, 今後 ftについて考察

するにあたり必要となるので以下の補題を示す.

補題 3.3 ([1, Lemma 1.6]). ftを式 (3.4)で定義した密度とする. このとき,

d

dt
ft = Ltft + β′(t)(U − 〈U〉t)ft

が成り立つ.
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証明 . gt :=
dµt

dµ0

とおくとE上の実数値関数 φに対して以下が成り立つ.

d

dt

∫
φftgtdµ0 =

d

dt

∫
φ(x)ft(x)µt(dx) =

d

dt

∫∫
φ(x)P0,t(y, dx)ν0(dy)

=
d

dt

∫
P0,tφ(y)ν0(dy) =

∫
P0,tLtφ(y)ν0(dy)

=

∫∫
Ltφ(x)P0,t(y, dx)ν0(dy) =

∫
Ltφ(x)ft(x)µt(dx)

=

∫
φLtftgtdµt.

故に (ftgt)
′ = (Ltft)gtが分かる. ところで g′

t/gt = − β′(t)(U − 〈U〉t)となること
から,

f ′
t =

(
ftgt

gt

)′

=
(Ltft)g

2
t − ftgtg

′
t

g2
t

= Ltft + β′(t)(U − 〈U〉t)ft

となるので補題が示される.

3.3 スペクトルギャップを用いた簡単な評価
Lβ(t)に関するディリクレ形式とスペクトルギャップを考える. 任意の β ≥ 0に対

して, (qβ, µβ)に対応するディリクレ形式を Eβとする. Eβは補題 2.10(i)と式 (3.1)か
ら以下を満たす.

Eβ(φ, ψ) =
1

2Zβ

∑
x,y∈E

e−β(U(x)∨U(y))(φ(x) − φ(y))(ψ(x) − ψ(y))α(x, y).

このとき, ‖ft‖q,tを評価する際に用いる以下の補題を示す.

補題 3.4 ([5, Lemma 2.6]). 任意の q ≥ 2, β ≥ 0, f ∈ Lq(µβ)に対して,

Eβ(f, f q−1) ≥ 4(q − 1)

q2
Eβ(f

q
2 , f

q
2 )

が成り立つ.

証明 . 任意の q > 2, a > b ≥ 0に対して,(
aq/2 − bq/2

a − b

)2

=

(
q

2(a − b)

∫ a

b

xq/2−1dx

)2

≤ q2

4(a − b)

∫ a

b

xq−2dx

=
q2

4(q − 1)

aq−1 − bq−1

a − b
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が成り立つので,

(a − b)(aq−1 − bq−1) ≥ 4(q − 1)

q2
(a

q
2 − b

q
2 )2

が成り立つ. よってディリクレ形式の定義から導くことができる.

任意の β ≥ 0に対して, Eβ に関するスペクトルギャップを γ(β)とする. 以下
Et = Eβ(t)の意味で表記していく. スペクトルギャップに関して以下の補題を与える
ことができる.

補題 3.5. γ(0) > 0が成り立つならば, 任意の β > 0に対して,

γ(0)e−βM ≤ γ(β) (3.6)

が成り立つ. ここで M := sup
x∈E

U(x) − inf
x∈E

U(x)である.

証明 . ディリクレ形式の定義から,

Eβ(φ, φ) =
1

2

∑
x,y∈E

1

Zβ

e−β(U(x)∨U(y))(φ(x) − φ(y))2α(x, y)

≥ 1

Zβ

e−β sup UE0(φ, φ)

が成り立つ. また Varβ(φ)を計算すると,

Varβ(φ) =
∑
x∈E

(φ(x) − 〈φ〉β)2µβ(x)

= inf
y∈R

{∑
x∈E

(φ(x) − y)2µβ(x)

}
≤

∑
x∈E

(φ(x) − 〈φ〉0)2µβ(x)

≤ 1

Zβ

e−β inf UVar0(φ)

が成り立つ. 以上のことから,

Eβ(φ, φ)

Varβ(φ)
≥

1
Zβ

e−β sup UE0(φ, φ)

1
Zβ

e−β inf UVar0(φ)
≥ γ(0)e−βM

が任意の φ ∈ L2(µβ)に対して成り立つので示すことができる.

補題 3.5よりスペクトルギャップは少なくともM := supx∈E U(x)− infx∈E U(x)と
γ(0)を用いて評価できることが示された. 次にスペクトルギャップの評価から ‖ft‖q,t

を評価する次の命題を示していく.
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命題 3.6. ある定数 c,m > 0が存在して, 任意の βに対して ce−βm ≤ γ(β)を満た
しているとする. また M := sup U − inf U とする. このとき任意の q ≥ 2に対して
β(t) = 1/m log(1 + 3mct/qM)とすれば, 任意の t ≥ 0に対して,

‖ft‖q,t ≤ ‖f0‖q,0 ∨ 4(q−1)/q

が成り立つ.

証明 . q′ = q/(q − 1)とおき補題 3.3と補題 3.4を用いることにより以下が成り立つ.

d

dt
‖ft‖q

q,t = −qEt(ft, f
q−1
t ) + (q − 1)β′(t)

∫
f q

t (U − 〈U〉t)dµt

≤ − 4

q′
Eβ(f

q
2
t , f

q
2
t ) + (q − 1)Mβ′(t)‖ft‖q

q,t

≤ − 1

q′
(4γ(β(t)) − qMβ′(t))‖ft‖q

q,t +
4γ(β(t))

q′
〈f

q
2
t 〉2t .

また 4γ(β(t)) − qMβ′(t) ≥ γ(β(t)), 〈f
q
2
t 〉2t = 〈f

q
2
−1

t 〉2νt
≤ 〈f q−1

t 〉
q−2
q−1
νt = 〈f q

t 〉
q−2
q−1

t である
ことを用いると,

d

dt
‖ft‖q

q,t ≤
γ(β(t))

q′
‖ft‖q

q,t +
4γ(β(t))

q′
(
‖ft‖q

q,t

)1− q′
q

が成り立つ. Λ(t) =
∫ t

0
γ(β(s))dsとおいて, 両辺に e

Λ(t)
q をかけると,

d

dt
e

Λ(t)
q ‖ft‖q′

q,t ≤ 4
d

dt
e

Λ(t)
q

積分することにより,

‖ft‖q′

q,t ≤ 4(1 − e−
Λ(t)

q ) + ‖f0‖q′

q,0e
−Λ(t)

q ≤ 4 ∨ ‖f0‖q′

q,0

がわかるので示すことができる.

命題 3.6において qが大きければ,補題 3.2より µt(E
c
δ)の指数は大きくなるが, β(t)

の発散する速さは遅くなっていることがわかる. 実際に, 補題 3.1, 補題 3.2と命題
3.6を用いると, β(t) = 1/m log(1 + 3mct/qM)とすれば,

P(Xt ∈ Ec
δ) ≤ Cqµt(E

c
δ)

1− 1
q

≤ Cq exp

{
−δ

2
β(t)

(
1 − 1

q

)}
≤ Cq

(
1 +

3mct

qM

)− δ(q−1)
2mq

(3.7)

となる. ここで, Cq = (‖f0‖q,0 ∨ 4(q−1)/q) · (µ0(E
c
δ)/µ0(Eδ/2))

(q−1)/q である.
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3.4 推移確率密度の L∞評価を得るために
補題 3.5より少なくとも γ(0)e−βM ≤ γ(β)は成り立ち, 補題 3.6より任意の q ≥ 2

に対して ‖ft‖q,tを評価することができた. この節では ‖ft‖∞,tを評価していく方法
を述べていく. 以下を仮定する.

仮定 3.7. エネルギーは有界である. 即ち M := sup U − inf U < ∞

仮定 3.8. ある定数 0 < B < ∞が存在して, β′(t) ≤ B/(1 + t)が成り立つ.

仮定 3.9. ある定数 0 < A < ∞, 2 < p < ∞が存在して, 任意の t > 0に対して

‖f − 〈f〉t‖2
p,t ≤ A(1 + t)Et(f, f) (3.8)

が成り立つ.

まず ‖ft‖∞,tを評価するのに必要ないくつかの補題を述べていく.

補題 3.10 ([1, Lemma 1.1(i)]). 正の実数 a, εと非負の実数 b, cが存在して, 任意の
t > 0に対して u ∈ C1([0,∞); [0,∞))が,

u′(t) ≤ −a

1 + t
u(t)1+ε +

bu(t)

1 + t
+

cu(t)1/2

1 + t
,

を満たすとき, 任意の t > 0に対して,

u(t) ≤
[
4λ

a

(
1

1 − (1 + t)−ελ

)]1/ε

が成り立つ.ここで λ = b ∨ (a + c)である.

証明 . 仮定から以下が成り立つ.

2(u(t)1/2)′ ≤ −a

1 + t
(u(t)1/2)1+2ε +

b

1 + t
u(t)1/2 +

c

1 + t

=
−a

1 + t
(1 + (u(t)1/2)1+2ε) +

bu(t)1/2 + a + c

1 + t

≤ −a

4ε(1 + t)
(1 + u(t)1/2)1+2ε +

λ

1 + t
(1 + u(t)1/2).

ここで ω(t) = (1 + t)−λ/2(1 + u(t)1/2)とおくと,

ω′(t) = (1 + t)−
λ
2

[
(u(t)1/2)′ − λ

2(1 + t)
(1 + u(t)1/2)

]
≤ − a

8(1 + t)1+λ/2
(1 + u(t)1/2)1+2ε

= −a

8
(1 + t)ελ−1ω(t)1+2ε.
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また

(ω(t)−2ε)′ = −2ε
ω(t)′

ω(t)1+2ε
≥ aε

4
(1 + t)ελ−1

であるから, 両辺を (0, t]で積分する事により以下が導かれる.

ω(t)−2ε ≥ a

4λ
((1 + t)ελ − 1)

(1 + t)ελu(t)−ε ≥ a

4λ
((1 + t)ελ − 1)

であるから,

u(t) ≤
[
4λ

a

(
1

1 − (1 + t)−ελ

)]1/ε

が示される.

補題 3.11 ([1, Lemma 1.1(ii) ]). 正の実数 a, εと非負の実数 b, T, sが存在して, 任
意の t ∈ [s, T )に対して u ∈ C1([s, T ); [0,∞))が,

u′(t) ≥ a

1 + t
u(t)1+ε − bu(t)

1 + t

を満たすとき,

u(s) ≤

 b

a

(
1 −

(
1 + s

1 + T

)εb
) 

1/ε

が成り立つ.

証明 .

((1 + t)bu(t))′ = (1 + t)b

(
u′(t) +

b

1 + t
u(t)

)
≥ a(1 + t)b−1u(t)1+ε

= a(1 + t)−εb−1
(
(1 + t)bu(t)

)1+ε
.

故に以下が分かる.

d

dt

[
(1 + t)bu(t)

]−ε
= −ε

((1 + t)bu(t))′

((1 + t)bu(t))1+ε
= −aε(1 + t)−εb−1.

両辺を [s, T )で積分すると,

−(1 + s)−εbu(s)−ε ≤
∫ T

s

(−aε(1 + t)−εb−1)dt =
a

b

(
(1 + T )−εb − (1 + s)−εb

)
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まとめると,

u(s)−ε ≥ a

b

(
1 −

(
1 + s

1 + T

)εb
)

となるので,

u(s) ≤

 b

a

(
1 −

(
1 + s

1 + T

)εb
) 

1/ε

が示される.

補題 3.12 ([1, Lemma 1.5]). 仮定3.9が成り立っているとする.そのとき ε = (p−2)/p

として, 任意の f ∈ L2(µβ(t))に対して,

‖f − 〈f〉t‖2+2ε
2,t ≤ A(1 + t)Et(f, f)‖f − 〈f〉t‖2ε

1,t

が成り立つ.

証明 . θ = 1/(1 + ε)としたときに, 1/2 = θ/p + (1 − θ)であるから, ヘルダーの不
等式より,

‖f − 〈f〉t‖2,t ≤ ‖f − 〈f〉t‖θ
p,t‖f − 〈f〉t‖1−θ

1,t

≤ [A(1 + t)Et(f, f)]1/2(1+ε) ‖f − 〈f〉t‖ε/(1+ε)
1,t

となるので両辺 2(1 + ε)乗すれば示される.

‖ft‖∞,tは二段階に分けて評価する.

補題 3.13 ([1, Lemma 1.7 ]). 仮定 3.7–3.9を満たすとする.

K1 = 4(1 + 4ABM)/(1 − e−( 1
2
A+2BM))としたとき, 任意の t ≥ e1/εに対して,

‖ft‖2,t ≤ 1 + K
1
2ε
1

が成り立つ.

証明 . u(t) = ‖ft − 1‖2
2,tとおくと, 補題 3.12より,

u(t)1+ε ≤ A(1 + t)Et(f, f)‖ft − 1‖2ε
1,t ≤ A(1 + t)Et(f, f)22ε

が成り立つ. また,

u′(t)

= 2

∫
ftLtftdµt + β′(t)

∫
(U − 〈U〉t)f 2

t dµt

= −2Et(ft, ft) + β′(t)

∫
(U − 〈U〉t)(ft − 1)2dµt + 2β′(t)

∫
(U − 〈U〉t)(ft − 1)dµt

≤ − 2

4εA(1 + t)
u(t)1+ε +

BM

1 + t
u(t) +

2BM

1 + t
u(t)1/2

を満たし, 補題 3.10を用いると, u(t) ≤ K
1
2ε
1 となるから示すことができる.
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補題 3.14 ([1, Lemma 1.9]). 仮定 3.7–3.9を満たすとする. K2 = 2ABMe2BM/(1−
e−BM)としたとき, 任意の T > e1/εと φ ∈ L2(µT )に対して, t = (1 + T )e−1/ε − 1と
おくと,

‖Pt,T φ‖2,t ≤ (K
1/ε
2 + e2BM/ε)1/2‖φ‖1,T

が成り立つ.

証明 . 任意の T > e1/εに対して, φ ≥ 0, 〈φ〉T = 1であると仮定する. s ≤ T に対し
て φs = Ps,T φとおくと, 以下が成り立つ.

d

ds
〈φs〉s = −

∫
Lsφsdµs − β′(s)

∫
(U − 〈U〉s)φsdµs ≥ − BM

1 + s
〈φs〉s.

T ≥ t ≥ e−1/ε(1 + T ) − 1に対して両辺を [t, T )で積分して

〈φt〉t ≤
(

1 + T

1 + t

)BM

≤ eBM/ε

がわかる. 次に s ≤ T に対して,

u(s) := ‖φs − 〈φs〉s‖2
2,s = ‖φs‖2

2,s − 〈φs〉2s
とすると,

d

ds
u(s) = 2Es(φs, φs) − β′

s

∫
(U − 〈U〉s)(φs − 〈φs〉s)2dµs

≥ 2Es(φs, φs) −
BM

1 + t
u(s)

を満たす.補題 3.12より T ≥ t ≥ e−1/ε(1 + T ) − 1に対して,

Et(φt, φt) ≥
‖φt − 〈φt〉t‖2+2ε

2,t

A(1 + t)‖φt − 〈φt〉t‖2ε
1,t

≥ u(t)1+ε

A(1 + t)(2〈φt〉t)2ε

≥ e−2BM

4εA(1 + t)
u(t)1+ε

であるから代入して,

d

dt
u(t) ≥ 2e−2BM

4εA(1 + t)
u(t)1+ε − BM

1 + t
u(s)

が成り立つ. 補題 3.11を用いると, t = e−1/ε(1 + T ) − 1に対して, u(t) ≤ K
1/ε
2 が成

り立つ. 最後に任意の φ ∈ L2(µT )に対して φ′ = φ/‖φ‖1,T で適用して,

‖Pt,T φ‖2,t = ‖Pt,T φ′‖2,t‖φ‖1,T

= (u(t) + 〈φt〉2t )
1
2‖φ‖1,T

≤ (K
1/ε
2 + e2BM/ε)1/2‖φ‖1,T

が成り立つので示される.
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定理 3.15 ([1, Theorem 1.10]). 仮定3.7-3.9を満たすとする. 補題3.13, 3.14のK1, K2

を用いて,

Kε =
(
1 + K

1/2ε
1

)(
K

1/ε
2 + e2BM/ε

)1/2

とおくと, 任意の T ≥ e2/εに対して,

‖fT‖∞,T ≤ Kε

が成り立つ.

証明 . E上の有界関数 φと, 任意の T ≥ e2/εに対して∣∣∣∣∫ φfT dµT

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ (Pt,T φ)ftdµt

∣∣∣∣ ≤ ‖Pt,T φ‖2,t‖ft‖2,t ≤ Kε‖φ‖1,T

がわかるので, 示される.
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第4章 有限状態空間上のシミュレー
テッドアニーリング

この章では Eの元の個数が有限であるような空間を考える. 有限集合の場合はス
ペクトルギャップについて式 (3.6)よりもいい評価を与えることができる. また, そ
の評価から β(t)を仮定 3.8, 仮定 3.9を満たすように構成する方法を述べる. E0 =

{x ∈ E : U(x) = minx∈E U(x)}とおき, この章では, minx∈E U(x) = 0と仮定する.

このように仮定していいのは, 改めて U ′ = U − minx∈E U を考えれば同様の議論が
できるからである.

4.1 スペクトルギャップの評価
この節では m ≤ M を構成し, mを用いて式 (3.6)より良いスペクトルギャップの

評価を与える. 任意の x, y ∈ Eに対して, 列 p = {pi}n
i=0が, x = p0, p1, · · · , pn = y

で q0(pi−1, pi) > 0を満たすとき, pを xから yへの道であるという. xから yへの道
全体の集合を Px,yとおく. p ∈ Px,yに対して pの最も高いエネルギー (高度）を

Elev(p) := max{U(pi) : pi ∈ p}

とおく. また,

H(x, y) := min{Elev(p) : p ∈ Px,y}

とする. これは Px,y の最も低い高度を意味している. つまり H(x, y)よりも大き
くならない xから yへの道があるということである. 一般に x, y, z ∈ Eに対して
H(x, y) = H(y, x), H(x, y) ≤ H(x, z) ∨ H(z, y)が成り立つ. 最後に,

m := max
x,y∈E

{H(x, y) − U(x) − U(y)} (4.1)

とする. これは U と q0 にのみよって構成され, m ≤ M を満たす. 式 (4.1)の等
号を満たすような x, y ∈ Eに対して, x, y 6∈ E0 であると仮定する. z ∈ E0 に対
して, H(x, y) ≤ H(x, z) ∨ H(y, z) = H(x, z)とすると, U(y) > U(z)であるから,

m = H(x, y) − U(x) − U(y) < H(x, z) − U(x) − U(z)となるので矛盾する. よって
式 (4.1)の等号を満たす x, y ∈ Eの少なくとも一方は E0に属していることがわか
る. 式 (4.1)で定義した mを用いてスペクトルギャップを評価することができること
を示す.
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定理 4.1 ([1, Theorem2.1]). ある定数 0 < c ≤ C < ∞が存在して, 任意の β ≥ 0に
対して以下が成り立つ.

ce−βm ≤ γ(β) ≤ Ce−βm

証明 . 最初に上からの評価を示す.

m > 0の場合を示す. m = H(x0, y0) − U(x0) − U(y0)を満たすような x0, y0 ∈ Eを
固定する. Eの部分集合 Aとして以下のようなものを考える,

A = {z ∈ E : H(y0, z) < H(y0, x0)}

このとき x0 6∈ A, y0 ∈ Aがわかる. また x ∈ A, y 6∈ A, q0(x, y) > 0とすると,

H(y0, x) < H(y0, x0) ≤ H(y0, y) ≤ H(y0, x) ∨ U(y) = U(y)

がなりたつから, H(y0, x0) ≤ U(y) ∨ U(x)がわかる. F (x) = IA(x) とすると

Eβ(F, F ) =
1

2

∑
x∈E

∑
y∈E

(F (x) − F (y))2qβ(x, y)µβ(x)

=
1

Zβ

∑
x∈A

∑
y∈Ac

e−β(U(x)∨U(y))q0(x, y)µ0(x)

≤ 1

Zβ

e−βH(x0,y0)
∑
x∈A

∑
y∈Ac

q0(x, y)µ0(x)

一方で,

Varβ(F ) = µβ(A)µβ(Ac) ≥ 1

Zβ
2 e−β(U(x0)+U(y0))µ0(x0)µ0(y0)

が成り立つ.以上よりスペクトルギャップの定義から βに依存しない定数を Cとお
けば

γ(β) ≤ Eβ(F, F )

Varβ(F )
≤ ZβCe−βm

Zβ ≤ 1であるから m > 0の場合は示される. 最後に m = 0の場合は F として
{x ∈ E : U(x) = maxy∈E U(y)}の定義関数をとり同様の議論をすれば示せる.

次に下からの評価を示す.

各 x, y ∈ Eに対して px,y ∈ Px,yを H(x, y) = Elev(px,y) を満たすように選んでくる.

px,yの長さを n(x, y)とするとき,

N := max
x,y∈E

n(x, y)

とおく. また z, w ∈ Eに対して次を定義する.

χz,w(x, y) =

{
1 (px,y

i = z, px,y
i+1 = wとなるような i < n(x, y)が存在するとき)

0 (それ以外)
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α(z, w) = 0ならば任意の x, y ∈ Eに対して χz,w(x, y) = 0である. よって α(z, w) = 0

ならば χz,w(x,y)

α(z,w)
= 0としてよい. 任意の f ∈ L2(µβ)に対して,

2Varβ(f) =
∑

x,y∈E

(f(x) − f(y))2µβ(x)µβ(y)

=
∑

x,y∈E

{
n(x,y)∑
i=1

(f(px,y
i ) − f(px,y

i−1))}2µβ(x)µβ(y)

≤
∑

x,y∈E

n(x, y)

n(x,y)∑
i=1

(f(px,y
i ) − f(px,y

i−1))
2µβ(x)µβ(y)

≤ N
∑

x,y∈E

∑
z,w∈E

(f(z) − f(w))2e−βU(z)∨U(w)α(z, w)
χz,w(x, y)

α(z, w)

µβ(x)µβ(y)

e−βU(z)∨U(w)

≤ 2N

[
max
z,w∈E

∑
x,y∈E

χz,w(x, y)

α(z, w)

µβ(x)µβ(y)Zβ

e−βU(z)∨U(w)

]
Eβ(f, f)

がわかる.ここで

χz,w(x, y)

α(z, w)

µβ(x)µβ(y)Zβ

e−βU(z)∨U(w)
=

χz,w(x, y)

α(z, w)

µ0(x)µ0(y)

Zβ

eβ(U(z)∨U(w)−U(x)−U(y))

≤ eβm χz,w(x, y)

α(z, w)

µ0(x)µ0(y)∑
v∈E0

µ0(v)

よって, βに依存しない定数を cとおくと 0 < c < ∞を満たし任意の f ∈ L2(µβ)に
対して ce−βmVarβ(f) ≤ Eβ(f, f) が成り立つので, ce−βm ≤ γ(β)が示された.

4.2 推移確率密度の L∞評価
また Eが有限なら仮定 3.8, 仮定 3.9を満たすようにクーリングスケジュールを構

成することができる.

定理 4.2 ([1, Theorem 2.11]). 任意の正の実数 ε > 0 に対して, β(t) = (m +

ε)−1 log (1 + t), p = 2M/(M − ε)とおくと, ある正の定数 A > 0が存在して式
(3.8)が成り立つ.

証明 . t ≥ 0を固定する.∫
|f − 〈f〉t|pdµt =

∫
(f − 〈f〉t)2|f − 〈f〉t|p−2dµt

≤
∫

(f − 〈f〉t)2dµt‖f − 〈f〉t‖p−2
∞,t

≤ 1

c
eβ(t)mEt(f, f)‖f − 〈f〉t‖p−2

∞,t
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が成り立つ. また,

‖f − 〈f〉t‖p
∞,t e−β(t)M min

x∈E
µ0(x) ≤ ‖f − 〈f〉t‖p

∞,t min
x∈E

µt(x) ≤ ‖f − 〈f〉t‖p
p,t

が成り立つので,

‖f − 〈f〉t‖p
p,t ≤

1

c
eβ(t)mEt(f, f)eβ(t)M p−2

p
‖f − 〈f〉t‖p−2

p,t

(minx∈E µ0(x))(p−2)/p
.

を満たす. tに依存しない定数を Aとおくと,

‖f − 〈f〉t‖2
p,t ≤ Aeβ(t)(m+M p−2

p
)Et(f, f)

となる. 最後に β(t) = (m + ε)−1 log (1 + t), p = 2M/(M − ε)とおけば式 (3.8)を満
たす.

U の次に小さい値を δ := minx∈Ec
0
U(x) とし δ > 0であるとすると,

µβ(Ec
0) ≤

∑
x∈Ec

0
e−βU(x)µ0(x)∑

x∈E0
µ0(x)

≤ µ0(E
c
0)

µ0(E0)
e−δβ (4.2)

を満たす. 定理 4.2から β(t) = (m + ε)−1 log (1 + t), p = 2M/(M − ε)とおくと, 式
(3.8)を満たすことがわかる. 仮定 3.7–3.9を満たすことから定理 3.15を用いること
ができ, 補題 3.2, 式 (4.2)から,

P(Xt ∈ Ec
0) ≤ Cε exp{−δβ(t)} ≤ Cε(1 + t)−δ/(m+ε)

が t > e2/εに対して成り立つ. ここで Cε = Kεµ0(E
c
0)/µ0(E0) である. 式 (3.7)と比

較してもわかるように, 有限集合の場合は大域的最適解に早く集中しているのがわ
かる.
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第5章 対数ソボレフ定数

q(0) = 0, lim
t→∞

q(t) = ∞を満たす単調増加で滑らかな時刻 tの関数 q(t)とクーリン

グスケジュール β(t)に対し, ‖ft‖q(t),t ≤ Cが成り立っているならば, 補題 3.2より,

P(Xt ∈ Ec
δ) ≤ Cµt(E

c
δ)

1− 1
q(t)

がわかる. そこで,
d

dt
‖ft‖q(t),tを評価するのに,

∫
φ2 log

(
φ

‖φ‖2,β

)2

dµβ ≤ α(β)Eβ(φ, φ) (5.1)

で表される対数ソボレフ不等式 (logarithmic Sobolev inequality)を用いる. 右辺
の α(β)を対数ソボレフ定数と呼ぶ. この章では対数ソボレフ定数を用いて, q(t), β(t)

を構成し ‖ft‖q(t),tを評価していく.

5.1 対数ソボレフ定数を用いた評価
β : [0,∞) → [0,∞)と q : [0,∞) → [2,∞) を β(0) = 0, q(0) = 2, lim

t→∞
q(t) =

∞, lim
t→∞

β(t) = ∞ を満たし, 滑らかな単調増加関数とする. このとき補題 3.4より,

d

dt
‖ft‖q(t),t ≤

‖ft‖1−q(t)
q(t),t

q(t)2

[
q′(t)

∫
f

q(t)
t log

(
ft

‖ft‖q(t),t

)q(t)

dµt − 2q(t)Et(f
q(t)/2
t , f

q(t)/2
t )

]

+ β′(t)

(
1 − 1

q(t)

)
‖ft‖q(t),t

∫ (
ft

‖ft‖q(t),t

)q(t)

(U − 〈U〉t)dµt (5.2)

が成り立つ. 式 (5.2)の微分不等式を簡単にするため以下の補題を用いる.

補題 5.1 ([1, Lemma 3.3]). µを確率測度とし, θ ∈ L1(µ)が 〈θ〉µ = 1, θ > 0を満た
しているとする. このとき任意の 〈ψ〉µ = 0を満たす ψ ∈ L∞(µ)に対して,∣∣∣∣∫ ψθdµ

∣∣∣∣ ≤ 81/2‖ψ‖L∞(µ)

(∫
θ log θdµ

)1/2

が成り立つ.
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証明 . 各 θ ∈ L1(µ), 〈θ〉µ = 1, θ > 0に対して, [2]の (3.38)Lemmaより∫
θ(x) log(θ(x))µ(dx) = sup

φ∈L∞(µ)

{∫
φθdµ − log

(∫
eφdµ

)}
が成り立つ. 特に φ(x) = aψ(x), a ∈ Rで制限すれば,∫

θ(x) log(θ(x))µ(dx) ≥ sup
a∈R

{∫
aψθdµ − log

(∫
eaψdµ

)}
が成り立つ. イェンセンの不等式より

∫
eaψdµ ≥ exp{

∫
aψdµ} = 1であるから, 任意

の a ∈ Rに対して log
∫

eaψdµ ≥ 0が成り立つ. もし
∫

ψθdµ ≥ ε ≥ 0ならば,∫
θ(x) log(θ(x))µ(dx) ≥ sup

a≥0

{
aε − log

(∫
eaψdµ

)}
が成り立つ. ε =

∫
ψθdµとおき, もし ε < 0ならば ψを −ψで置き換え ε ≥ 0とな

るようにとる.

F (a) := log

(∫
eaψdµ

)
K(ε) := sup

a≥0
{aε − F (a)}

とすると, F (a) ≥ 0, F (0) = 0, F ′(0) = 0を満たす. F
′′
(a) ≤ 4‖ψ‖2

∞がいえるので,

F (a) ≤ 2a2‖ψ‖2
∞が成り立つ. また K(0) = 0より K(ε) ≥ 0がわかるので,

K(ε) = sup
a≥0

{aε − F (a)} ≥ sup
a≥0

{
aε − 2a2‖ψ‖2

∞
}

=
ε2

8‖ψ‖2
∞

が成り立つ. 以上より,∫
θ(x) log(θ(x))µ(dx) ≥ K(ε) ≥ ε2

8‖ψ‖2
∞

が成り立つ. よって任意の ψ ∈ L∞(µ)に対してが成り立つので題意が示される.

補題 5.1を µ = µt, θ = (ft/‖ft‖q(t),t)
q(t), ψ = U − 〈U〉t として適用し, また

ρ : [0,∞) → [0,∞)を用いると,∣∣∣∣∣
∫ (

ft

‖ft‖q(t),t

)q(t)

(U − 〈U〉t)dµt

∣∣∣∣∣ ≤ 81/2M

(∫ (
ft

‖ft‖q(t),t

)q(t)

log

(
ft

‖ft‖q(t),t

)q(t)

dµt

)1/2

≤ 2M2

ρ(β(t))
+

α(β(t))ρ(β(t))

‖ft‖q(t)
q(t),t

Et(f
q(t)/2
t , f

q(t)/2
t )
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となるので, 式 (5.2)に代入することにより,

d

dt
‖ft‖q(t),t ≤

‖ft‖1−q(t)
q(t),t

q(t)2
[(q′(t) + ρ(β(t))β′(t)q(t)2)α(β(t)) − 2q(t)] · Et(f

q(t)/2
t , f

q(t)/2
t )

+
2M2β′(t)

ρ(β(t))
‖ft‖q(t),t

を得る. もし,

(q′(t) + ρ(β(t))β′(t)q(t)2)α(β(t)) − 2q(t) = 0 (5.3)

を満たすとすると,

sup
t≥0

‖ft‖q(t),t ≤ ‖f0‖2,0 exp

(
2M2

∫ ∞

0

1

ρ(β)
dβ

)
(5.4)

が成り立つ. 故に, 式 (5.3)を満たし
∫ ∞
0

1/ρ(β)dβ < ∞となるように β(t), q(t), ρを
構成すればよい. 滑らかで単調非増加な σ : [0,∞) → (0,∞)に対して β(t)を,

β′(t) =
σ

ρα
(β(t)), β(0) = 0

で定義する. つまり,

β(t) = B−1(t), B(β) :=

∫ β

0

ρα

σ
(ξ)dξ. (5.5)

また q(t)を
1

q(t)
=

1

Q(β(t))
(5.6)

で定義する. ここで,

1

Q(β)
:= e−2Γ(β)

[
1

2
+

∫ Γ(β)

0

σ(Γ−1(γ))e2γdγ

]
, Γ(β) :=

∫ β

0

ρ

σ
(γ)dγ

である. このようにして構成された, β(t), q(t)は式 (5.3)を満たす. よって次の定理
が示される.

定理 5.2 ([1, Theorem3.9]). 式 (5.1)が単調非減少で滑らかな α : [0,∞) → (0,∞)

に対して成り立っているとする. 滑らかで単調非増加な σ : [0,∞) → (0,∞)と
R :=

∫ ∞
0

(1/ρ(β))dβ < ∞を満たす滑らかで単調非減少な ρ : [0,∞) → (0,∞)に対
して式 (5.5), (5.6)によって β(t), q(t)を定義する. このとき任意の t ≥ 0に対して

‖ft‖q(t),t ≤ ‖f0‖2,0 exp(2M2R)

が成り立つ.
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証明 . β(t), q(t)は式 (5.3)を満たすことを示す.

d

dt

(
1

q(t)

)
= β′(t)

(
−2

ρ(β(t))

σ(β(t))q(t)
+ ρ(β(t))

)
= − 2

α(β(t))q(t)
+ β′(t)ρ(β(t))

となり,
d

dt

(
1

q(t)

)
= − q′(t)

q(t)2
である. 以上より,

−q′(t) = −2
q(t)

α(β(t))
+ ρ(β(t))β′(t)q(t)2

が成り立つので β(t), q(t)は式 (5.3)を満たす.

5.2 対数ソボレフ定数の評価
定理 5.2の大事な仮定は式 (5.1)が α(β)を用いて成り立っていることである. α(β)

がある関数 ᾱ(β)で上から評価されたときに, 式 (5.3)の α(β)を ᾱ(β)に, 等式を不
等式に置き換えた,

(q′(t) + ρ(β(t))β′(t)q(t)2)ᾱ(β(t)) − 2q(t) ≤ 0 (5.7)

を満たすように β(t), q(t), ρを構成したときも, 同様の議論により式 (5.4)を満たす
ことがわかる. また β(t)の定義式 (5.5)の αを ᾱで置き換えたとしても定理 5.2と
同様の議論をすることで式 (5.7)が成り立つことがわかる. この節では, α(β)を上か
ら評価する方法について述べる.

最初に, ∫
φ2 log

(
φ

‖φ‖2,0

)2

dµ0 ≤ AE0(φ, φ) (5.8)

が成り立っている場合を考える. つまり, 時刻 0での対数ソボレフ定数が, ある定数
A > 0によって α(0) ≤ Aと評価できているということである. 時刻 0でのスペクト
ルギャップが存在したとき, 補題 3.5により γ(0)を用いてスペクトルギャップを評価
できた. 同様に時刻 0での対数ソボレフ定数が存在したときに, α(0)を用いて対数
ソボレフ定数を評価することができる. それが以下の補題である.

補題 5.3 ([1, Lemma 3.13]). ある定数 A > 0が存在して, α(0) ≤ Aが成り立つなら
ば, 任意の β > 0に対して α(β) ≤ AeβM が成り立つ.ここで M = sup U − inf U で
ある.
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証明 . ディリクレ形式の定義より,

E0(φ, φ) ≤ Zβeβ supE UEβ(φ, φ)

が成り立つ. また E上の任意の確率測度 mと任意の f : E → Rに対して,∫
f2(ξ) log

(
f 2(ξ)

‖f‖2
L2(m)

)
m(dξ) = inf

x>0

∫ (
f2(ξ) log

(
f 2(ξ)

x

)
− f 2(ξ) + x

)
m(dξ)

が成り立つ. 右辺の下限は x = ‖f‖2
L2(m) のときに満たす. f = φ,m = µβ とし

x = ‖φ‖2
2,0を代入すると,∫
φ2 log

((
φ

‖φ‖2,β

)2
)

dµβ ≤
∫ (

φ2 log

(
φ2

‖φ‖2
2,0

)
− φ2 + ‖φ‖2

2,0

)
dµβ

≤ 1

Zβ

e−β infE U

∫
φ2 log

((
φ

‖φ‖2,0

)2
)

dµ0

が成り立つ.以上より,∫
φ2 log

((
φ

‖φ‖2,β

)2
)

dµβ ≤ 1

Zβ

e−β infE U

∫
φ2 log

((
φ

‖φ‖2,0

)2
)

dµ0

≤ 1

Zβ

Ae−β infE UE0(φ, φ)

≤ 1

Zβ

Ae−β infE UZβeβ supE UEβ(φ, φ)

≤ AeβMEβ(φ, φ)

が任意の φ ∈ L2(µβ)に対して成り立つので示される.

0 < m ≤ M とある定数 B > 0が存在して, 任意の β ≥ 0に対してスペクトル
ギャップが,

‖φ − 〈φ〉β‖2
2,β ≤ BeβmEβ(φ, φ) (5.9)

で評価されているとする. また, ある p > 2と, ある定数 C > 0が存在して, 任意の
β ≥ 0に対して,

‖φ − 〈φ〉0‖2
p,0 ≤ CE0(φ, φ) (5.10)

で表されるポワンカレの不等式を満たしているとする. このとき α(β)は補題 5.3よ
りもよい評価を与えることができる. その準備として以下の補題を示す.

補題 5.4 ([1, Lemma 3.17]). 任意の確率測度 µと任意の φ ∈ L2(µ)に対して,∫
φ2 log

(
φ

‖φ‖2,µ

)2

dµ ≤
∫

(φ − 〈φ〉µ)2 log

(
φ − 〈φ〉µ

‖φ − 〈φ〉µ‖2,µ

)2

dµ + 2‖φ − 〈φ〉µ‖2
2,µ

が成り立つ.
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証明 . まず 〈ψ〉µ = 0, ‖ψ‖2,µ = 1を満たす ψ ∈ L2(µ)に対して,
∫

ψ2 log ψ2dµ < ∞
ならば,

F (α, ψ, β) :=

∫
(ψ + α)2 log

(
(ψ + α)2

1 + α2

)
dµ −

∫
ψ2 log ψ2dµ ≤ 2 (5.11)

が成り立つことを示す.

Ψ(µ) :=

{
ψ ∈ L2(µ) : 〈ψ〉µ = 0, ‖ψ‖2,µ = 1,あるεが存在してε ≤ |ψ| ≤ 1

ε
を満たす

}
とすると, ψ ∈ Ψ(µ)ならば,

〈1/ψ〉ψ2µ =

∫
1

ψ
ψ2dµ = 0,

‖1/ψ‖2
2,ψ2µ =

∫
1

ψ2
ψ2dµ = 1

を満たすので 1/ψ ∈ Ψ(ψ2µ)である. また

F (α, ψ, µ) = α2F

(
1

α
,
1

ψ
, ψ2µ

)
+ 2α

∫
ψ log ψ2dµ (5.12)

が成り立つ. 次に確率測度 νと ζ ∈ Ψ(ν)に対して,

d

dβ
F (β, ζ, ν) = 2

∫
(ζ + β) log

(ζ + β)2

1 + β2
dν

d2

dβ2
F (β, ζ, ν) = 2

∫
log

(ζ + β)2

1 + β2
dν +

4

1 + β2
≤ 4

であるから, 積分することにより,

F (β, ζ, ν) ≤ 2β

∫
ζ log ζ2dν + 2β2 (5.13)

がわかる. よって ν = ψ2µ, ζ = 1/ψ, β = 1/αを式 (5.13) に代入し, 式 (5.12)を使え
ば式 (5.11)が成り立つ. 任意の φ ∈ L2(µ)に対して,

ψ =
φ − 〈φ〉µ

‖φ − 〈φ〉µ‖2,µ

, α =
〈φ〉µ

‖φ − 〈φ〉µ‖2,µ

を式 (5.11)に適用すると題意が成り立つ.

式 (5.9)と式 (5.10)が成り立っていたとするとき補題 5.4を用いて α(β)を評価す
る次の定理が成り立つ.
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定理 5.5 ([1, Theorem 3.21]). ある定数 B,C ∈ (0,∞), p ∈ (2,∞), m ∈ (0,M ]が存
在して, 式 (5.9), (5.10)が成り立っているならば, ある定数 A = A(p,B,C,M) < ∞
が存在して, 任意の β ≥ 0に対して α(β) ≤ A(1 + β)eβmが成り立つ.

証明 . 式 (5.10)から, ψ = φ − 〈φ〉0とすると,

‖φ − 〈φ〉β‖2
p,β = ‖φ − 〈φ〉0 − 〈φ − 〈φ〉0〉β‖2

p,β

≤ (‖φ − 〈φ〉0‖p,β + ‖〈φ − 〈φ〉0〉β‖p,β)2

≤ 4‖φ − 〈φ〉0‖2
p,β

≤ 4CeβMEβ(φ, φ) (5.14)

が任意の β ≥ 0に対して成り立つ. またイェンセンの不等式から,∫ (
ψ

‖ψ‖2,β

)2

log

(
ψ

‖ψ‖2,β

)2

dµβ =
2

p − 2

∫ (
ψ

‖ψ‖2,β

)2

log

(
ψ

‖ψ‖2,β

)p−2

dµβ

≤ 2

p − 2
log

(
‖ψ‖p,β

‖ψ‖2,β

)p

=
p

p − 2
log

(
‖ψ‖p,β

‖ψ‖2,β

)2

が任意の β ≥ 0に対して成り立つ. 任意の x > 0, δ > 0に対して, log x ≤ δx +

log (1/δ)が成り立つことから,∫
ψ2 log

(
ψ

‖ψ‖2,β

)2

dµβ ≤ p

p − 2

(
δ‖ψ‖2

p,β + (log 1/δ)‖ψ‖2
2,β

)
がわかる. ψ = φ − 〈φ〉β , δ = e−βM として, 式 (5.9)と式 (5.14)から,∫

(φ − 〈φ〉β)2 log

(
φ − 〈φ〉β

‖φ − 〈φ〉β‖2,β

)2

dµβ ≤ p

p − 2
(4C + βMBeβm)Eβ(φ, φ)

≤ p

p − 2
(4C + βMB)eβmEβ(φ, φ) (5.15)

を得る. 最後に補題 5.4と式 (5.15)を用いると,∫
φ2 log

(
φ

‖φ‖2,β

)2

dµβ ≤ p

p − 2
(4C + βMB)eβmEβ(φ, φ) + 2BeβmEβ(φ, φ)　

≤ A(1 + β)eβmEβ(φ, φ)

を満たすので, 補題を示すことができる.

ここで, 実際に

A = max

{
4Cp

p − 2
+ 2B,

MBp

p − 2

}
で成り立つ. 定理 5.3と定理 5.5より,対数ソボレフ定数を α(β) ≤ A(1+β)keβmとい
う形で評価することができた. このとき定理 5.2から次の定理を得ることができる.
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定理 5.6 ([1, Theorem 3.23]). ある非負の整数 kが存在して, α(β) ≤ A(1 + t)keβm

が任意の β ≥ 0で成り立っているとする. B(β) = A
∫ β

0
(1 + ξ)k+3eξmdξとおき, クー

リングスケジュールを β(t) = B−1(t)と定義したとき,

P(Xt ∈ Ec
δ) ≤ ‖f0‖2,0e

2M2

(µβ(t)(E
c
δ))

β(t)−1
β(t)+1 (5.16)

が成り立つ.

証明 . 定理 5.2において ρ(β) = (1 + β)2, σ(β) = (1 + β)−1 とする. このとき
Γ(β) =

∫ β

0
(1 + γ)3dγとなり, β ≥ 0に対して

Λ(β) := 2e2Γ(β) − 1

2
(1 + β) − (1 + β)

∫ Γ(β)

0

e2γ

1 + Γ−1(γ)
dγ

とおく. このとき,

Λ′(β) = 3e2Γ(β)(1 + β)3 − 1

2
−

∫ β

0

(1 + γ)2e2Γ(γ)dγ

≥ 2e2Γ(β)(1 + β)3 − 1

2
≥ 0

となり, Λ(0) ≥ 0であるから, Λ(β) ≥ 0がわかる. 以上より q(t)の定義式 (5.6)から
任意の t ≥ 0に対して,

q(t) ≥ 1 + β(t)

2
(5.17)

を満たすことがわかる. 最後に定理 5.2においてR =
∫ ∞

0
(1/ρ(β))dβ = 1であるから,

P(Xt ∈ Ec
δ) ≤ ‖f0‖2,0e

2M2R(µβ(t)(E
c
δ))

1− 1
q(t)

≤ ‖f0‖2,0e
2M2

(µβ(t)(E
c
δ))

β(t)−1
β(t)+1

が成り立つので示される.

実際には, 式 (5.8)が成り立って, 式 (5.10)が成り立ってない場合は定理 5.3を用
いて, B(β) = A

∫ β

0
(1 + ξ)3eξMdξとおき, 式 (5.9)と式 (5.10)が成り立っている場合

は定理 5.5を用いて, B(β) = A
∫ β

0
(1 + ξ)4eξmdξとおいて, クーリングスケジュール

β(t) = B−1(t)とすれば, 定理 5.6より式 (5.16)が成り立つ. このときクーリングス
ケジュールは以下の評価を与えることができる.

補題 5.7. B(β) = A
∫ β

0
(1 + ξ)k+3eξmdξとおいて, β(t) = B−1(t)とすると,

1

m
log

(
1 +

mt

A

)
> β(t) ≥ 1

m
log

1 +

mt

A

(
1 +

1

m
log

(
1 +

mt

A

))k+3


が成り立つ.
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証明 . 最初に上からの評価を与える.

t = B(β(t)) >

∫ β(t)

0

Aemξdξ =
A

m
(emβ(t) − 1)

が任意の t ≥ 0で成り立つから,

β(t) <
1

m
log

(
1 +

mt

A

)
(5.18)

次に下からの評価を与える. 式 (5.18)より,

t = B(β(t)) ≤ A(1 + β(t))k+3

∫ β(t)

0

emξdξ

≤ A

m

[
1 +

1

m
log

(
1 +

mt

A

)]k+3

(emβ(t) − 1)

であるから,

β(t) ≥ 1

m
log

1 +

mt

A

(
1 +

1

m
log

(
1 +

mt

A

))k+3


が成り立つ.

B(β) = A
∫ β

0
(1 + ξ)k+3eξmdξとおいて, β(t) = B−1(t)とすると, 補題 5.7から,

mt

A

(
1 +

1

m
log

(
1 +

mt

A

))k+3
≤ λ(t) ≤ mt

A

を満たす λ(t)を用いて, β(t) = (1/m) log(1+λ(t))とすることができる. ここで λ(t)

は, 任意の ε < 1に対して limt→∞ tε/λ(t) = 0を満たしている. 式 (5.17)から q(t)は
β(t)と同程度で増大していくことがわかる. 最後に, 式 (5.16) は指数が時刻が経過
するにつれ大きくなっているので, 定理 5.6は良い評価を与えていることがわかる.

33



参考文献

[1] R. Holley and D. Stroock, Simulated annealing via Sobolev inequalities, Comm.

Math. Phys. 115 (1988), 553–569.

[2] D. Stroock, An Introduction to the Theory of Large Deviations, Springer, 1984.

[3] D. Stroock, An Introduction to Markov Processes, Springer-Berlin. 2005.

[4] B. Hajek, Cooling schedules for optimal annealing, Math. Oper. Res. 13 (1988),

311–329.

[5] P. Diaconis and L. Saloff-Coste, Logarithmic Sobolev inequalities for finite

Markov chains, Ann. Appl. Probab. 6 (1996) 695–750.

[6] Salloff-Coste, Lectures on finite Markov chains, Lecture Notes on Probability

Theory and Statistics, Lecture Notes in Math, 1665 (1996) 301–413. Springer-

Berlin.

[7] L. Saloff-Coste, Aspects of Sobolev-type inequalities, London Math. Soc. Lecture

Note Ser. vol. 289, Cambridge Univ. Press, Cambridge. 2002

[8] J. Norris, Markov Chains, Cambridge University Press, 1997

34


