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はじめに

本修士論文ではWiener汎関数の分布密度の存在と滑らかさを,従来より拡張された意味での局所
非退化性の下で証明する. 多重Wiener積分や確率微分方程式の解などのRd 値Wiener汎関数の分
布密度については, Malliavin解析とよばれるWiener空間を典型例とする無限次元空間上の解析学
の枠組みで様々な考察が行われている. これらはMalliavin [10]がある種の確率微分方程式の解の
時刻ごとの分布密度の存在を示したことに始まり, Shigekawa [14]が抽象Wiener空間上の Sobolev
空間の枠組みでそれらを整理し, Wiener汎関数が分布密度をもつための十分条件を与えた. のちに
Watanabe [18]が分布密度の滑らかさに関する議論を行い, Shigekawa [15]がそれを精密化した. こ
の一連の研究は「Wiener汎関数が大域的に非退化,つまり全空間上で汎関数自身の高階のMalliavin
微分が存在し,さらにMalliavin共分散行列 γ の行列式∆が高次の負べきのモーメントをもつなら
ばRd 上で高階微分可能な分布密度が存在する」という結果であり,汎関数の微分可能性と分布密
度の微分可能性の関係なども調べられている. これらの証明では部分積分公式が重要な役割を果た
している. 一方Wiener汎関数が大域的に非退化でない場合に滑らかな分布密度が存在するための
十分条件を与えたのが Florit-Nualart [2]である. 彼らは「局所的に非退化なWiener汎関数,つまり
ある部分集合上では汎関数の 1階微分と見なしうる無限階微分可能な uとMalliavin共分散行列と
見なしうる無限階微分可能な行列 γ が存在し,さらに γ の行列式 ∆がすべての負べきのモーメン
トをもつならばRdのある開集合上で無限階微分可能な分布密度が存在する」ことを部分積分公式
を拡張することで示した. しかし大域的に非退化でない場合はこれ以外の結果は知られておらず,
uと γ の微分可能性と分布密度の微分可能性の関係も調べられていない. これ以外の結果としては
Bouleau-Hirsch [1]の結果がある. 彼らは分布密度の存在のみを「Malliavin共分散行列 γが非退化」
という非常に弱い条件の下で，部分積分公式を用いずに示している. 大域的に非退化な場合の結果
は Ikeda-Watanabe [6], Shigekawa [15]に詳しく,局所的に非退化な場合の結果は Nualart [11]に詳し
い. ただし [11]の該当部分の証明には誤りがあるので注意が必要である. また Bouleau-Hirschの結
果も Nualart [11]に詳しい.
先行研究を正確に述べるためにいくつか記号を用意する. (B,H, µ) を抽象 Wiener 空間, K を

可分 Hilbert空間とする. B 上で定義された p乗可積分な K 値Wiener汎関数の全体を Lp(K) =
Lp(B,µ; K)と表わし, H方向への微分であるMalliavin微分Dを用いて定義される微分指数 n,可積
分指数 pのB上のK値 Sobolev空間をWn,p(K) = Wn,p(B,µ; K)と表わす. ただし s ∈ N∪{∞},
1 < p ≤ ∞−である. この設定の下で [1]はWiener汎関数のMalliavin共分散行列が非退化ならば
Rd 上で分布密度をもつという次の定理を示した.

定理 1 ([1]). F ∈ W 1,p(Rd)とする. F のMalliavin共分散行列 γ = ((DF j , DF k)H)1≤j,k≤dが確
率 1で非退化,つまり∆ = det γ ̸= 0µ-a.s.ならば F は分布密度をもつ.

定理 1は次のような描像をもつ. まず γ は Jacobi行列に対応するものであり,その行列式∆が 0
でないことは, x ∈ B を固定したときに F (x)と xを h ∈ H だけ動かした F (x + h)の差が “大き
い”ことを意味する. つまり F は H 方向のずらしに対して “よく動く”ために µ(F = a) > 0とな
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る a ∈ Rd が存在ぜず F がRd 上で分布密度をもつといえる. この描像をさらに押し進めることで
[15]は大域的に非退化なWiener汎関数は Rd 上で高階微分可能な分布密度をもつという定理, [2]
は局所非退化Wiener汎関数はRd のある開集合上で無限階微分可能な分布密度をもつという定理
を示した.

定理 2 ([15, Theorem 5.9]). p > dとする. F = (F 1, . . . , F d) ∈ Wn+1,2dn(n+3)p(Rd)のMalliavin
共分散行列 γ := ((DF j , DF k)H)1≤j,k≤d の行列式 ∆が 1/∆ ∈ Ln(n+3)p(R)を満たすならば F は
Rd 上で分布密度 ρ ∈ Cn−1(Rd;R)をもつ.

定理 3 ([2, Theorem 2.1]). F = (F 1, . . . , F d) ∈ W 1,2(Rd) に対して Rd の開集合 A と u =
(u1, . . . , ud) ∈ W∞,∞−(Hd), γ = (γjk)1≤j,k≤d ∈ W∞,∞−(Rd2

)が存在し

1{F∈A}
[
(DF j , uk)H − γjk

]
= 0 µ-a.s.(1)

を満たし, さらに γ の行列式 ∆ が 1/∆ ∈ L∞−(R) を満たすならば F は A 上で分布密度 ρ ∈
C∞(A;R)をもつ.

定理 2は確率微分方程式の解の時刻ごとの分布密度の存在と滑らかさを示すためには有用である
が,つぎの場合には定理 2を用いて滑らかな分布密度の存在を示すことはできない.

(i) Wiener汎関数の分布が Lebesgue測度に関して特異な部分をもつとき.

(ii) Wiener汎関数が十分な微分可能性をもたないとき.

(iii) Malliavin共分散行列の行列式の逆数がある点の周りでは高次モーメントをもたないとき.

しかし特異な部分が含まれないような開集合 Aが存在するならば, (i)の場合でも定理 3を用いて
A上で滑らかな分布密度の存在がいえる可能性がある. また定理 3を用いれば (iii)の場合でも高次
モーメントをもたない点を除外した部分で滑らかな分布密度の存在いえることがある. (ii),(iii)の場
合に定理 2ではなく定理 3を用いることで滑らかな分布密度の存在を示しうることを例をあげて詳
しく見ていく. (B,H, µ)を 1次元古典Wiener空間すれば, x ∈ B は µのもとで x(0) = 0なる 1次
元Wiener過程となる. Wiener汎関数 F を

F (x) := inf
s∈[0,1]

x(s), x ∈ B,(2)

とおくと, F は C∞ 級の分布密度 ρをもち,さらにそれが ρ(u) = 1(−∞,0)(u)
√

2/π exp(−u2/2)と
なることも知られている [9, Section 2.8]. まず定理 2を用いて連続な分布密度の存在を示すために
は F ∈ W 2,8p(R)が必要であるが,実際には F ∈ W 1,∞−(R) \ W 2,∞−(R)であり, F のMalliavin
の意味での微分可能性が不足している. さらにDF は s 7→ x(s)が最小値を取るただ一つの時刻を
σ(x) ∈ [0, 1]とすれば

DF =
∫ ·

0

1[0,σ](u) du

と与えられるので ∆ = ∥DF∥2
H = σ が得られる. そして [9, Section 2.8]によれば σ は逆正弦法則

に従うので ∫
B

( 1
∆

)p

dµ =
∫ 1

0

( 1
u

)p 1
π
√

u(1 − u)
du = ∞(3)
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となり, 1/∆は原点付近でモーメントをもたないことが分かる. このように (2)で定義されたWiener
汎関数は (ii)と (iii)に該当し,滑らかな分布密度の存在は定理 2の範疇にはない. ここで a < 0を
固定し, F が開集合 A = (−∞, a)に属する事象,つまり {F ∈ A}を考える. 道の連続性よりWiener
過程はある程度時間を経なければ Aに達することはできず,最小値をとる時刻 σは {F ∈ A}上で
は 0付近には存在しにくい. そして (3)は原点で発散しているので, {F ∈ A}に制限することによっ
て, ∆が大きければ F は滑らかな分布密度をもつという直感がそのまま使える可能性がある. 実際
この方針は正しく, {F ∈ A}という事象を考察の対象とし定理 3を用いることで F が A上で滑ら
かな分布密度をもつことを証明できる.
このように局所非退化性は有用な概念であるものの定理 3の仮定を満たす uと γをみつけること

は易しくはない. (2)で定義されたWiener汎関数の場合でさえ巧妙な方法でMalliavinの意味で無限
階微分可能な uと γ を選んでいる. 応用上,分布密度に高い微分可能性を要求しない場合に uや γ

に高い微分可能性を要求することは有意義とはいえず,また高い微分可能性をもつ uや γを取り得
えないWiener汎関数も存在する. この点を鑑みて,本論文ではより弱い “拡張された意味での局所
非退化性”の下でWiener汎関数の分布密度の存在を示し, uと γの微分可能性と分布密度の微分可
能性の関係を考察した. それは定理 2の部分的拡張,定理 3の精密化となっている. 1 < p, q, r < ∞
とし,本論文で中心的役割を果たす “拡張された意味での局所非退化性”を次で定義する.

定義 (局所非退化). F = (F 1, . . . , F d) ∈ W 1,p(Rd)に対して Rd の開集合 A と 1/q = 1/q1 +
· · · + 1/qn なる 1 < q1, . . . , qn < ∞および,すべての 1 ≤ m ≤ nに対して U ∈ Wm,qm(Hd)とな
るHd 値Wiener汎関数 U = (U1, . . . , Ud)が存在し

1{F∈A}[(DF j , Uk)H − δjk] = 0 µ-a.s.(4)

を満たすならば, F を (A, n, q)局所非退化という. ただし δjk は j = kのとき 1, j ̸= kのとき 0を
とる.

この局所非退化の仮定のもとで分布密度の存在を示すために重要な補題となる主定理 1が得られ
る. さらにMalliavinの絶対連続性に関する補題の拡張と Sobolevの不等式を用いることで主定理 2
が得られる.

主定理 1 (定理 5.6). 1/p + 1/q + 1/r ≤ 1, 1/s := 1/q + 1/r, F ∈ W 1,p(Rd)は (A,n, q)局所非退
化とする. すべての 1 ≤ |α| ≤ nなる多重指数 αと G ∈ Wn,r(R)に対して Gα ∈ Ls(R)が存在し∫

B

(∂αϕ ◦ F )Gdµ =
∫

B

(ϕ ◦ F )Gα dµ ϕ ∈ Cn
0,A(Rd;R),

が成り立つ. ここで Cn
0,A(Rd;R)は Aに含まれるコンパクトな台をもつRd からRへの n階連続

微分可能な関数全体である. とくに形式的に r = ∞, G = 1とすれば s := qに対してこれらは成り
立つ.

主定理 2 (定理 5.7). q > d, 1/p + 1/q ≤ 1とする. F ∈ W 1,p(Rd)が (A,n, q)局所非退化ならば
F は A上で分布密度 ρ ∈ Cn−1(A;R)をもつ.

定理 2 の仮定のもとで Uk
m :=

∑d
j=1 DF j(γ−1)jk, qm := 2dn(n + 3)p/(4d(m + 1) − 1) とお

くと, Um ∈ Wm.qm(Hd) であり, A = Rd に対して (4) を満たす. これより定理 2 の仮定のも
とで F は (Rd, n, 2d(n + 3)p/(2d(n + 3) − 1)) 局所非退化である. また定理 3 の仮定のもとで
Uk

m :=
∑d

j=1 uj(γ−1)jk とおくと, Um ∈ W∞,∞−(Hd)であり, (1)から (4)が従う. これより定理 3
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の仮定のもとで F は (A,∞,∞−)局所非退化である. いずれの場合でも拡張された意味における局
所非退化であることが分かる. 具体的なWiener汎関数の局所非退化性を示すために,然るべき性質
をもつ U を見つけることは汎関数自身が高い微分可能性をもつ場合は易しいが,そうでない場合は
非常に難しい. 主定理 2がある種のWiener汎関数に適用できれば,熱方程式の基本解の領域変形に
関する微分可能性が得られるものの,現時点においては本質的に (2)で定義されたWiener汎関数以
外に主定理 2を適用できるものは見つかっていない.
本論文の当初の目的は (2)をより拡張したWiener汎関数に対して主定理 2を用いて滑らかな分

布密度の存在を示すことであった. つまり (B,H, µ)を N 次元古典Wiener空間とし, f : RN → R

に対して

F (x) := inf
s∈[0,1]

f(x(s)), x ∈ B,(5)

とおいたときに, F が滑らかな分布密度をもつための f の十分条件を与えることであった. しかし
F の微分可能性が十分でないために主定理 2における適切な U を見つけることができなかった. そ
こで定理 1を用いて分布密度が存在するための f の十分条件を求めることにした. これによって得
られた定理は次のようなものである.

主定理 3 (定理 5.23). N ≥ 2のとき f ∈ C1
poly(R

N ;R) ∩ C2(RN ;R)に対して Σf := {ξ ∈ RN |
f(ξ) > f(0)}とおく. もし

(A) ∇f(ξ) = 0となる ξ ∈ RN が高々可算個であり,

(B) 0 ∈ ∂Σf であって, 0が Zarembaの錐条件を満たす

ならば, F は分布密度をもつ.

ここで Zarembaの錐条件とは,粗くいって 0 ∈ ∂Σf を頂点とする Σ{
f に含まれる円錐が存在する

ことをいう. この定理において, (A)は µ-a.s. x ∈ B に対して s 7→ f(x(s))が最小値をとる時刻が
一意的に定まることを保証し, (B)はその時刻が 0ではないことを保証している. N ≥ 2のときに
f(ξ) = 4|ξ|2(|ξ|+1)(|ξ|−1)を考えると, µ(F = −1) > 0となることが分かる. これは正の確率で最
小値をとる時刻が一意的に定まらない例である. また確率 1で最小値をとる時刻が一意的に定まっ
たとしても,それが正の確率で 0であれば分布密度をもたない. たとえば f(ξ) = |ξ|2 は最小値を取
る時刻は確率 1で 0となる. このとき µ(F = 0) = 1となり, F は分布密度をもたないことが分かる.
本論文の構成を述べる. 第 1章では抽象Wiener空間の定義と例を与え,さらに p乗可積分なWiener

汎関数の空間 Lp(K)について考察する. 第 2章では Lp(K)上で定義された Ornstein-Uhlenbeck半
群の性質と連続作用素について考察し, これを用いて第 3章において多項式Wiener汎関数の空間
上で定義された二つのノルムの同値性について議論する. 第 4章では抽象Wiener空間上に Sobolev
空間W s,p(K)を定義しその性質を調べる. 第 5章で主定理とその証明を述べる.
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記号表
最も基本的なもの

N := {1, 2, 3, . . . }, R := {実数 }とする．Rd の内積とノルムを次で定める:

ξ · η :=
d∑

j=1

ξjηj , ξ = (ξ1, . . . , ξd), η = (η1, . . . , ηd) ∈ Rd,

|ξ| :=
√

ξ · ξ, ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd.

多重指数と微分

{1, . . . , d}0 = ∅ と約束し,
∪∞

m=0{1, . . . , d}m の元を多重指数という．α = (α1, . . . , αk), β =
(β1, . . . , βl)を多重指数する．kを αの長さといい |α|と表わし, α + β := (α1, . . . , αk, β1, . . . , βl)
とおく．各 1 ≤ j ≤ dに対して ∂j := ∂/∂ξj と表わす．そして∆ := ∂2

1 + · · ·+∂2
d , ∂α := ∂α1 · · · ∂αk

とおく．

連続的微分可能な関数空間

V ⊂ U ⊂ Rd を開集合, n ∈ N ∪ {0}とし,次のように定める:

Cn(U ;R) := {ϕ : U → R | n階連続微分可能 },

Cn
0 (U ;R) := {ϕ ∈ Cn(U ;R) | suppϕが U に含まれるコンパクト集合 },

Cn
0,V (U ;R) := {ϕ ∈ Cn

0 (U ;R) | suppϕ ⊂ V },

Cn
poly(U ;R) := {ϕ ∈ Cn(U ;R) | ∃K > 0,∃k ∈ N ∪ {0} s.t. |∂αϕ(ξ)| ≤ K(1 + |ξ|k)}.

可積分性をもつ関数空間

U ⊂ Rd を開集合, 1 ≤ p < ∞とし,次のように定める:

Lp(U, dξ;R) := {ϕ : U → R | ϕは U 上で Lebesgue測度 dξに関して p乗可積分 },

Lp
loc(U, dξ;R) := {ϕ : U → R | V̄ ⊂ U なる有界開集合 V に対して ϕ ∈ Lp(V, dξ;R)}.

その他

定義 1.13で Fourier-Hermite多項式を定義するために次の記号をおく:

Λ := {a = (aj)j∈N ⊂ N∞ |各成分が有限個を除いて 0},

a! :=
∞∏

j=1

(aj !), a = (aj)j∈N ∈ Λ,

|a| :=
∞∑

j=1

aj , a = (aj)j∈N ∈ Λ.
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以下では次の記号を用いる. B を実可分 Banach空間, B のノルムを ∥ · ∥B で表わす. そして B∗

をBの共役空間, B∗とBの自然な双一次形式を 〈·, ·〉で表わす. さらにH,K を実可分 Hilbert空間
とし,ノルムと内積をそれぞれ ∥ · ∥H と (·, ·)H , ∥ · ∥K と (·, ·)K で表わす.

1.1 抽象Wiener空間の定義
定義 1.1 (抽象Wiener空間). 1対 1の連続線形作用素 ι : H → Bで像 ι(H)が Bの中で稠密なも

のが存在し, B 上の Borel測度 µが∫
B

exp(
√
−1〈ℓ, x〉)µ(dx) = exp

(
−1

2
∥ι∗ℓ∥2

H∗

)
, ℓ ∈ B∗ ⊂ H∗,

を満たすとき,三つ組 (B,H, µ)を抽象Wiener空間という. また H を Cameron-Martin空間また
は再生核 Hilbert空間という. ここで ι∗ : B∗ → H∗ は ιの双対作用素である.

注意 1.2. {〈ℓ, ·〉 | ℓ ∈ B∗}の任意の一次結合は正規分布に従う. とくに 〈ℓ, ·〉は平均 0,分散 ∥ι∗ℓ∥2
H∗

の正規分布に従う.

定義 1.3. (i) Borel可測関数 F : B → K をK 値Wiener汎関数という.

(ii) µに関して殆ど至る所で一致するK 値Wiener汎関数を同一視し, 1 ≤ p < ∞に対して

∥F∥Lp(K) :=
(∫

B

∥F (x)∥p
K µ(dx)

)1/p

< ∞

を満たす実数値Wiener汎関数の全体を Lp(K) = Lp(B, B(B), µ; K)とかく.

定義 1.4 (1次Wiener積分の空間). 任意の h ∈ ι∗(B∗)に対して ι∗ℓ = hとなる ℓ ∈ B∗ がただ一
つ存在するので線形写像 I1 : H∗ → L2(R)を

I1(h)(·) := 〈ℓ, ·〉

として定義する. このとき ∥I1(h)∥L2(R) = (
∫

B
〈ℓ, x〉2 µ(dx))1/2 = ∥ι∗ℓ∥H∗ = ∥h∥H∗ となるので,

I1 は等距離写像である. そして ι∗(B∗) は H∗ の中で稠密であるから, 任意の h ∈ H∗ に対して
H∗ の位相で hに収束する {hj}∞j=1 ⊂ ι∗(B∗)が存在する. 線形性より ∥I1(hj) − I1(hk)∥L2(R) =
∥I1(hj − hk)∥L2(R) = ∥hj − hk∥H∗ となり, {I1(hj)}∞j=1は L2(R)の収束列であることが分かる. 一
般の h ∈ H∗ に対して I1 : H∗ → L2(R)を

I1(h) := lim
j→∞

I1(hj)
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と定義する. I1 を 1次Wiener積分といい, H̃1(R) ⊂ L2(R)を

H̃1(R) := {I1(h) ∈ L2(R) | h ∈ H∗}

定義し, 1次Wiener積分の空間という.

注意 1.5. I1(h) ∈ H̃1(R)は平均 0,分散 ∥h∥2
H∗ の正規分布に従う.

定理 1.6 (Cameron-Martinの定理 [15, Theorem 1.3]). h ∈ H に対して µ(·) := µ(· − h)とおく. µ

と µh は互いに絶対連続であり, Radon-Nikodým微分は

dµh

dµ
(x) = exp

(
−1

2
∥h∥2

H + I1(ĥ)(x)
)

, x ∈ B,

で与えられる. ここで ĥ ∈ H∗ は H と H∗ を Rieszの表現定理で同一視したときに hに対応する
H∗ の元である.

命題 1.7 ([11, Lemma 1.1.2]). F ∈ Lp(K)が∫
B

F (x)eI1(h)(x) µ(dx) = 0, h ∈ H∗,

を満たせば F = 0 µ-a.s.である.

定理 1.8 (Ferniqueの定理 [15, Theorem 1.6.]). すべてのB上の連続なセミノルム pに対してαp > 0
が存在し, 0 < α < αp のとき ∫

B

exp(αp(x)2) µ(dx) < ∞

が成立する.

証明. 確率空間 (Ω, F , P )上のB値確率変数X,Y は互いに独立で分布 µをもつとする. 命題 6.3,
6.6より (X + Y )/

√
2と (X − Y )/

√
2もまた互いに独立で分布 µをもつので,すべての t > s > 0

に対して

P [p(X) ≤ s] P [p(X) > t] = P

[
p

(
X − Y√

2

)
≤ s

]
P

[
p

(
X + Y√

2

)
> t

]
= P

[
p

(
X − Y√

2

)
≤ s, p

(
X + Y√

2

)
> t

]
≤ P

[
|p(X) − p(Y )| ≤

√
2s, p(X) + p(Y ) >

√
2t

]
となることが分かる. そして

{(ξ, η) ∈ R2 | |ξ − η| ≤
√

2s, ξ + η >
√

2t}

⊂ {(ξ, η) ∈ R2 | ξ > (t − s)/
√

2, η > (t − s)/
√

2}

に注意し, X と Y の独立性を用いることで

P [p(X) ≤ s] P [p(X) > t] ≤ P

[
p(X) >

t − s√
2

, p(Y ) >
t − s√

2

]
≤ P

[
p(X) >

t − s√
2

]2

(1.1)
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が得られる. ここで n ∈ N ∪ {0} に対して tn := s(
√

2 + 1)(
√

2n+1 − 1), un := s
√

2n+4, an :=
P [p(X) > tn]/P [p(X) ≤ s] とおけば, (1.1) より an ≤ a2

n−1 となり, an ≤ a2n

0 が従う. そして
un > tn なので

P [p(X) > un] ≤ P [p(X) > tn] = P [p(X) ≤ s]an ≤ P [p(X) ≤ s]a2n

0

= P [p(X) ≤ s] exp(2n log a0) ≤ P [p(X) ≤ s] exp
(

u2
n

16s2
log a0

)
が得られる.
次に a0 < 1となるように s > 0を十分大きく取る. すると k ≥ u0 ならば un ≤ k ≤ un+1 なる

n ∈ N ∪ {0}が存在し

P [p(X) > k] ≤ P [p(X) > un] ≤ P [p(X) ≤ s] exp
(

u2
n

16s2
log a0

)
≤ P [p(X) ≤ s] exp

(
u2

n+1

32s2
log a0

)
≤ P [p(X) ≤ s] exp

(
k2

32s2
log a0

)
となる. αp := −(log α0)/32s2 > 0, βp := P [p(X) ≤ s]とおきN > u0 なるN ∈ Nを取れば

P [p(X) > k] ≤ βpe
−αpk2

, k ≥ N,

となる. これより 0 < α < αp ならば∫
{x∈B|p(x)>N}

eαp(x)2 µ(dx) =
∞∑

k=N

∫
{x∈B|k<p(x)≤k+1}

eαp(x)2 µ(dx)

≤
∞∑

k=N

eα(k+1)2P [p(X) > k] ≤ βp

∞∑
k=N

eα(k+1)2e−αpk2
< ∞

となり結論が従う.

系 1.9. すべての 0 < p < ∞に対して∫
B

∥x∥p
B µ(dx) < ∞

が成り立つ.

証明. すべての ξ > 0に対して ξp ≤ ppe−peξ ≤ ppeξ となることに注意すれば,すべての α > 0
と x ∈ B に対して (α∥x∥2

B)p/2 ≤ (p/2)p/2eα∥x∥2
B が成り立つことが分かる. したがって∫

B

∥x∥p
B µ(dx) ≤

( p

2α

)p/2
∫

B

eα∥x∥2
B µ(dx)

が得られる. 定理 1.8より αが十分小さければ右辺は有限であるから,主張の成立が分かる.

1.2 抽象Wiener空間の例
例 1.10. B := Rd, H := Rd, µ(dx) := (2πt)−d/2 exp(−|x|2/(2t))dxとし, Bのノルム ∥ · ∥B とH

の内積 (·, ·)H を

∥x∥B := |x|, x ∈ B,

(h, k)H := t−1h · k, h, k ∈ H,

と定める. このとき (B,H, µ)は抽象Wiener空間の枠組みに入る.
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例 1.11 (古典Wiener空間). B := {x ∈ C([0, 1];Rd) | x(0) = 0}, H を h = (h1, . . . , hd) ∈ B で各
成分が絶対連続かつ Radon-Nikodým微分 ḣが L2([0, 1], ds;Rd)に属するものの全体, µをWiener
測度とする. B のノルム ∥ · ∥B とH の内積 (·, ·)H を

∥x∥B := sup
0≤s≤1

|x(s)|, x ∈ B,

(h, k)H :=
∫ 1

0

ḣ(s) · k̇(s) ds, h, k ∈ H,

と定める. このとき (B,H, µ)は抽象Wiener空間の枠組みに入り,これを古典Wiener空間という

証明. 自然な埋め込み ι : H → Bを考える. つまり ιh = h, h ∈ H,とする. h(s) =
∫ s

0
ḣ(u) du, s ∈

[0, 1],なので Hölderの不等式を用いて

|h(s)|2 ≤ s

∫ s

0

|ḣ(u)|2 du ≤
∫ 1

0

|ḣ(u)|2 du = ∥h∥2
H

となることから ιの連続性が従う. 稠密性は B の元を折れ線で近似することで分かる.
次は 〈ℓ, ·〉, ℓ ∈ B∗,が平均 0,分散 ∥ι∗ℓ∥2

H の正規分布に従うことを示す. Riesz-Markovの定理 [19,
p.119 Example 6]より任意の ℓ ∈ B∗ に対して

〈ℓ, x〉 =
∫ 1

0

x(s) · dλℓ(s), x ∈ B,

となる各成分が有界変動な λℓ = (λj
ℓ)1≤j≤d : [0, 1] → Rd が一意的に決まる. そして fℓ(s) :=∫ s

0
dλℓ(u)とおくと,任意の h ∈ H に対して

〈ℓ, ιh〉 =
∫ 1

0

h(s) · dλℓ(s) = h(1) · fℓ(1) − h(0) · fℓ(0) −
∫ 1

0

ḣ(s) · fℓ(s) ds

=
∫ 1

0

ḣ(s) · (fℓ(1) − fℓ(s)) ds =
(
h,

∫ ·

0

(fℓ(1) − fℓ(s)) ds
)

H

が成り立ので

ι∗ℓ =
∫ ·

0

(fℓ(1) − fℓ(s)) ds

が分かる. 一方で Itôの公式より

fℓ(1) · x(1) =
∫ 1

0

x(s) · dλℓ(s) +
∫ 1

0

fℓ(s) · dx(s)

となるから

〈ℓ, x〉 = fℓ(1) · x(1) −
∫ 1

0

fℓ(s) · dx(s) =
∫ 1

0

(fℓ(1) − fℓ(s)) · dx(s) =
∫ 1

0

d

ds
(ι∗ℓ)(s) · dx(s)

が得られる. これより ∫
B

〈ℓ, x〉µ(dx) = 0,∫
B

〈ℓ, x〉2 µ(dx) =
∫ 1

0

∣∣∣∣ d

ds
(ι∗ℓ)(s)

∣∣∣∣2 ds = ∥ι∗ℓ∥2
H

となり 〈ℓ, ·〉が平均 0,分散 ∥ι∗ℓ∥2
H の正規分布に従うことが分かる.
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1.3 L2空間の Itô-Wiener展開
この節では {ι∗ℓj}∞j=1 が H∗ の完全正規直交系である {ℓj}∞j=1 ⊂ B∗ と K の完全正規直交系

{κj}∞j=1 を一つ固定し, L2(K)が直和分解可能であることを示す.

命題 1.12. {ℓj}∞j=1 ⊂ B∗ で {ι∗ℓj}∞j=1 がH∗ の完全正規直交系となるものが存在する.

証明. H∗ の中で稠密な可算部分集合 {hj}∞j=1 が存在する. ι∗(B∗)は H∗ の中で稠密なので各 j

に対して ∥hj − ι∗ℓ′jk∥H∗ < 1/kを満たす {ℓ′jk}∞j,k=1 ⊂ B∗ が存在する. h ∈ H∗ がすべての j, kに
対して (h, ι∗ℓ′jk)H∗ = 0を満たすならば

|(h, hj)H∗ | ≤ |(h, ι∗ℓ′jk)H∗ | + |(h, hk − ι∗ℓ′jk)H∗ | ≤ 0 + ∥h∥H∗∥hk − ι∗ℓ′jk∥H∗ < ∥h∥H∗/k

となり, k → ∞とすれば (h, hj)H∗ = 0が分かる. これと {hj}∞j=1 の H∗ での稠密性より h = 0が
得られる. よって {ℓ′jk}∞j,k=1 から作った正規直交系 {ℓj}∞j=1 は完全性をもつ.

定義 1.13 (Fourier-Hermite多項式). a ∈ Λに対して

Ha(x) :=
∞∏

j=1

Haj (〈ℓj , x〉), x ∈ B,

とおき Fourier-Hermite多項式という. ただしHn は n次 Hermite多項式で

Hn(ξ) :=
(−1)n

√
n!

eξ2/2 dn

dξn
e−ξ2/2, ξ ∈ R,

で与えられるものであり,次の性質が知られている.

命題 1.14. 次の等式が成立する:

∞∑
n=0

Hn(ξ)√
n!

tn = etξ−t2/2, t ∈ R,(1.2)

d

dξ
Hn(ξ) =

√
nHn−1(ξ),(1.3)

√
n + 1Hn+1(ξ) − ξHn(ξ) +

√
nHn−1(ξ) = 0.(1.4)

命題 1.15. 以下の等式が成立する:∫
R

Hm(ξ)Hn(ξ)p(ξ) dξ = δmn,(1.5) ∫
R

e
√
−1ηξHn(ξ)p(ξ) dξ = e−η2/2

√
−1

n

√
n!

ηn.(1.6)

ここで p(ξ) = (2π)−1/2 exp(−ξ2/2)であり, δmnはm = nのとき 1, m ̸= nのとき 0をとるとする.

命題 1.16. {Haκj | a ∈ Λ, j ∈ N}の線形結合の全体は Lp(K)の中で稠密である.

証明. はじめに K = Rのときを示す. κj = 1とし, 有界連続実数値Wiener汎関数 F を {Ha |
a ∈ Λ}の線形結合で近似することを考える.
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Sn, S : B → B を

Sn(x) :=
n∑

j=1

〈ℓj , x〉ι(ι∗ℓj), x ∈ B,

S(x) := x, x ∈ B,

とおくと, {Sn}∞n=1 は S に概収束する. これは次のようにして示される. {〈ℓj , ·〉}∞j=1 は独立で標準
正規分布に従うので

∥〈ℓ, Sn(·)〉 − 〈ℓ, S(·)〉∥2
L2(R) =

∫
B

|〈ℓ, Sn(x)〉 − 〈ℓ, S(x)〉|2 µ(dx)

=
∫

B

∣∣∣∣ n∑
j=1

〈ℓj , x〉(ι∗ℓ, ι∗ℓj)H∗ − 〈ℓ, x〉
∣∣∣∣2 µ(dx) = ∥ι∗ℓ∥2

H∗ −
n∑

j=1

(ι∗ℓ, ι∗ℓj)2H∗

となる. Parsevalの等式より {〈ℓ, Sn〉}∞n=1は 〈ℓ, S〉に L2 収束する. これより確率収束することが分
かり,命題 6.7より,確率収束と {Sn}∞n=1 の概収束は同値である.

Fn : B → Rと fn : Rn → Rを

Fn(x) := F

( n∑
j=1

〈ℓj , x〉ι(ι∗ℓj)
)

, x ∈ B,

fn(ξ) := F

( n∑
j=1

ξjι(ι∗ℓj)
)

, ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn,

とおく. F は有界連続なので {Fn}∞n=1 も有界連続である. よって Fn(·) = F (Sn(·))は F (·)に概収
束し,有界収束定理より,任意の ε > 0に対して十分大きな nを選べば

∥F − Fn∥Lp(B,µ;R) < ε(1.7)

とできる. またRn 上の確率測度 µn(dξ) = (2π)−n/2 exp(−|ξ|2/2) dξ に対して, n変数多項式の全
体は Lp(Rn, µn;R)の中で稠密なので, ∥fn − gn∥Lp(Rn,µn;R) < εとなる n変数多項式 gn が存在す
る. 実数値Wiener汎関数 Gn を

Gn(x) := gn(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉), x ∈ B,

とおくと, Gn は {Ha | a ∈ Λ} の線形結合で表わせる. そして Fn(·) = fn(〈ℓ1, ·〉, . . . , 〈ℓn, ·〉) と
(〈ℓ1, ·〉, . . . , 〈ℓn, ·〉)が µの下で正規分布に従うので

∥Fn − Gn∥p
Lp(B,µ;R) =

∫
B

|fn(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉) − gn(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉)|p µ(dx)

=
∫
Rn

|fn(ξ) − gn(ξ)|p µn(dξ) = ∥fn − gn∥p
Lp(Rn,µn;R) < εp

(1.8)

となる. (1.7)と (1.8)より

∥F − Gn∥Lp(B,µ;R) ≤ ∥F − Fn∥Lp(B,µ;R) + ∥Fn − Gn∥Lp(B,µ;R) < 2ε

が得られ, K = Rでの結論が従う.
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一般のK のときは,各 x ∈ B に対して

lim
n→∞

∥∥∥F (x) −
n∑

j=1

(F (x), κj)Kκj

∥∥∥
K

= 0,

∥∥∥F (x) −
n∑

j=1

(F (x), κj)Kκj

∥∥∥
K

≤ ∥F (x)∥K

が成り立つので, Lebesgueの収束定理より,任意の ε > 0に対して十分大きな nをとれば ∥F (·) −∑n
j=1(F (·), κj)Kκj∥Lp(K) < εとなる. そして jについて (F (·), κj)K ∈ Lp(R)なので {Ha | a ∈ Λ}

の線形結合で表わされる実数値Wiener汎関数 Fj が存在し, ∥(F (·), κj)K − Fj(·)∥Lp(R) < 2−jεと
なる. よって∥∥∥F −

n∑
j=1

Fjκj

∥∥∥
Lp(K)

≤
∥∥∥F (·) −

n∑
j=1

(F (·), κj)Kκj

∥∥∥
Lp(K)

+
∥∥∥ n∑

j=1

(F (·), κj)Kκj −
n∑

j=1

Fj(·)κj

∥∥∥
Lp(K)

< ε +
n∑

j=1

∥(F (·), κj)K − Fj(·)∥Lp(R)

< 2ε

が得られる. これより一般のK での結論が従う.

定義 1.17 (n次Wiener積分の空間). n ∈ N ∪ {0}に対して, {Haκj | a ∈ Λ, |a| = n, j ∈ N}を
ノルム ∥ · ∥L2(K) で完備化したものを n次Wiener積分の空間といいHn(K)で表わす. Hn(K)は
L2(K)の閉部分空間なので正射影を定義出来る. それを Jn で表わす.

注意 1.18. 定義 1.4の H̃1(R)と定義 1.17のH1(R)は一致する.

定理 1.19 (Itô-Wiener展開 [15, Proposition 1.9]). 次が成り立つ.

(i) {Haκj | a ∈ Λ, j ∈ N}は L2(K)の完全正規直交系である.

(ii) {Haκj | a ∈ Λ, |a| = n, j ∈ N}はHn(K)の完全正規直交系である.

(iii) L2(K)は

L2(K) =
∞⊕

n=0

Hn(K)

と直和分解できる. つまり, F ∈ L2(K)に対して

lim
N→∞

∥∥∥F −
N∑

n=0

JnF
∥∥∥

L2(K)
= 0

が成り立つ. これを Itô-Wiener展開という.

証明. (i)正規性と直交性は命題 1.15と {〈ℓj , ·〉}∞j=1は互いに独立で正規分布に従うことから分か
る. {Haκj | a ∈ Λ, j ∈ N}の完全性は命題 1.16から分かる.

(ii)はHn(K)の定義より明らか.
(iii)は (i),(ii)より従う.
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1.4 Lp空間で稠密な関数空間
この節では 1 < p < ∞のときに Lp(K)の中で稠密な関数空間について議論する.

定義 1.20. (i) 実数値Wiener汎関数 F で, n変数多項式 f と {ℓj}n
j=1 ⊂ B∗ を用いて

F (x) = f(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉), x ∈ B,(1.9)

と表わせるものを実数値多項式という. その全体を P(R)とかく.

(ii) 実数値Wiener汎関数 F で, f ∈ C∞
poly(R

n;R)と {ℓj}n
j=1 ⊂ B∗ を用いて, (1.9)の形に表せる

ものの全体を S(R)とかく.

さらに f ∈ C∞
0 (Rn;R)と取れるものの全体を S0(R)とかく.

注意 1.21. (1.9)の表現における {ℓj}n
j=1は Schmidtの直交化により {ι∗ℓj}n

j=1がH∗の正規直交
系となるように選ぶことができる. 以下では {ι∗ℓj}n

j=1 が H∗ の正規直交系となるように {ℓj}n
j=1

を選ぶこととする.

定義 1.22. (i) K 値Wiener汎関数 F で, {Fj}m
j=1 ⊂ P(R)と {κj}m

j=1 ⊂ K を用いて

F (x) =
m∑

j=1

Fj(x)κj , x ∈ B,(1.10)

と表わせるものをK 値多項式汎関数という. その全体を P(K)とかく.

(ii) K 値Wiener汎関数 F で, {Fj}m
j=1 ⊂ S(R)と {κj}m

j=1 ⊂ K を用いて (1.10)の形に表わせる
ものの全体を S(K)とかく.

さらに {Fj}m
j=1 ⊂ S0(R)と取れるものの全体を S0(K)とかく.

注意 1.23. (1.10)における {κj}m
j=1は Schmidtの直交化によりK の正規直交系とできる. 以下で

は {κj}m
j=1 をK の正規直交系となるように選ぶこととする.

定理 1.24. P(K),S(K),S0(K)は Lp(K)の中で稠密である.

証明. P(K)の稠密性は命題 1.16から直ちに従う. S(K),S0(K)の稠密性も命題 1.16の証明を繰
り返せば良い.
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この章を通して, (B,H, µ)を抽象Wiener空間, K を可分 Hilbert空間とし, 1 < p < ∞に対して
Lp(K) = Lp(B,µ; K)で Borel可測関数 F : B → K で p 乗可積分なものの全体を表わす. また
B(B)で B の Borel集合族を表わす.

2.1 Ornstein-Uhlenbeck半群
この節では Lp(K)上に Ornstein-Uhlenbeck半群を定義し,その性質を調べる.

定義 2.1. (i) t ≥ 0に対して, 確率変数 B ∋ x 7→
√

tx ∈ B の µによる像測度を µt で表わす.
つまり

µt(Γ) :=
∫

B

1Γ(
√

tw) µ(dw), Γ ∈ B(B),

である. ここで 1Γ は Γの定義関数を表わす.

(ii) t ≥ 0に対して,推移確率 Pt : [0,∞) × B(B) → [0, 1]を

Pt(x,Γ) :=
∫

B

1Γ(e−tx +
√

1 − e−2tw) µ(dw), (x,Γ) ∈ B × B(B),

と定義する.

命題 2.2. s, t ≥ 0に対して µs ∗ µt = µs+t が成り立つ. ここで ∗は畳み込みを表わす (定義 6.4).

証明. µs の特性関数を µ̂s と表わす (定義 6.2). ℓ ∈ B∗ を任意に取ると

µ̂t(ℓ) =
∫

B

exp(
√
−1〈

√
tℓ, w〉)µ(dw) = exp

(
− t∥ι∗ℓ∥2

H∗

2

)
が成り立つ. ここで 〈

√
tℓ, ·〉が平均 0,分散 t∥ℓ∥2

H∗ の正規分布に従うことを用いた. 命題 6.5を用い
ることで

µ̂s ∗ µt(ℓ) = µ̂s(ℓ)µ̂t(ℓ) = exp
(
− (s + t)∥ι∗ℓ∥2

H∗

2

)
= µ̂s+t(ℓ)

が得られる. これと命題 6.3より結論が従う.

命題 2.3 (Chapman-Kolmogorovの方程式). s, t ≥ 0に対して∫
B

Ps(x, dw)Pt(w,Γ) = Ps+t(x,Γ), (x,Γ) ∈ B × B(B),

が成り立つ. これを Chapman-Kolmogorovの方程式という.
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証明. 定義より∫
B

Ps(x, dw)Pt(w,Γ) =
∫

B

∫
B

1Γ(e−(s+t)x +
√

e−2t(1 − e−2s)u +
√

1 − e−2sv)µ(du)µ(dv)

=
∫

B

∫
B

1Γ(e−(s+t)x + u + v) µe−2t(1−e−2s)(du)µ1−e−2s(dv)

となる. そして命題 2.2より∫
B

Ps(x, dw)Pt(w,Γ) =
∫

B

1Γ(e−(s+t)x + u)µ1−e−2t ∗ µe−2t(1−e−2s)(du)

=
∫

B

1Γ(e−(s+t)x + u)µ1−e−2(s+t)(du) = Ps+t(x,Γ)

となる.

命題 2.4 ([15, Proposition 2.3]). t ≥ 0に対して∫
B

Pt(w, Γ)µ(dw) = µ(Γ), Γ ∈ B(B),

が成り立つ.

証明. 定義と命題 2.2を用いて左辺を計算することで結論が得られる. 実際∫
B

Pt(w,Γ) µ(dw) =
∫

B

∫
B

1Γ(e−tw +
√

1 − e−2tv) µ(dv)µ(dw)

=
∫

B

∫
B

1Γ(w + v)µ1−e−2t(dv)µe−2t(dw) =
∫

B

1Γ(u) µ1−e−2t ∗ µe−2t(du) = µ(Γ)

となる.

定義 2.5 (Ornstein-Uhlenbeck半群). t ≥ 0に対して, Tt : Lp(K) → Lp(K)を Bochner積分の意
味で

TtF (x) =
∫

B

F (w) Pt(x, dw), F ∈ Lp(K), x ∈ B,

と定義し, {Tt}t≥0 を Ornstein-Uhlenbeck半群という.

命題 2.6 ([15, Proposition 2.4]). {Tt}t≥0 は Lp(K) 上の強連続縮小半群である. すなわち, F ∈
Lp(K)に対して

∥TtF∥Lp(K) ≤ ∥F∥Lp(K),(2.1)

lim
t↓0

∥TtF − F∥Lp(K) = 0(2.2)

が成り立つ.

証明. (2.1)について. Hölderの不等式より

∥TtF (x)∥p
K =

∥∥∥∥∫
B

F (w) Pt(x, dw)
∥∥∥∥p

K

≤
∫

B

∥F (w)∥p
K Pt(x, dw)



2.2. Ornstein-Uhlenbeck半群の従属操作 21

が成り立つ. これと命題 2.4より

∥TtF∥p
Lp(K) =

∫
B

∥TtF (x)∥p
K µ(dx)

≤
∫

B

∫
B

∥F (w)∥p
K Pt(x, dw)µ(dx) =

∫
B

∥F (w)∥p
K µ(dw) = ∥F∥p

Lp(K)

となる. よって Tt : Lp(K) → Lp(K)が矛盾なく定義され, (2.1)が成り立つことが分かる. さらに
s, t ≥ 0に対して,命題 2.3より

TsTtF (x) =
∫

B

TtF (w) Ps(x, dw)

=
∫

B

∫
B

F (v)Pt(w, dv)Ps(x, dw) =
∫

B

F (u) Ps+t(x, du) = Ts+tF (x)

が得られ, T0 = 1と合わせれば {Tt}t≥0 が Lp(K)上の半群であることが分かる.
(2.2)について. 定理 1.24より S0(K)は Lp(K)の中で稠密であるから, F ∈ S0(K)に対して示せ

ば十分である. F ∈ S0(K)ならば有界収束定理を用いることで各 x ∈ B に対して

lim
t↓0

TtF (x) =
∫

B

lim
t↓0

F (e−tx +
√

1 − e−2tw)µ(dw) = F (x)

が得られる. もう一度有界収束定理を用いると

lim
t↓0

∥TtF − F∥p
Lp(K) =

∫
B

lim
t↓0

∥TtF (x) − F (x)∥p
K µ(dx) = 0

となる. これで (2.2)が示された.

2.2 Ornstein-Uhlenbeck半群の従属操作
α ≥ 0と 0 < β ≤ 1を固定して議論を進める.

定義 2.7. (i) t ≥ 0に対して, [0,∞)上の確率測度で Laplace変換が∫ ∞

0

e−γu λ
(β)
t (du) = e−γβt, γ ≥ 0,

となるものを λ
(β)
t と表わす.

(ii) t ≥ 0に対して, B 上の有限測度 Q
(α,β)
t : B × B(B) → [0, 1]を

Q
(α,β)
t (x,Γ) :=

∫ ∞

0

e−αv Pv(x,Γ)λ(β)
t (dv), (x,Γ) ∈ B × B(B),

で定める.

注意 2.8. (i) β = 1のとき,任意の tに対して λ
(β)
t は Dirac測度 δt である.

(ii) β = 1/2のとき,任意の tに対して

λ
(1/2)
t (du) =

1
2
√

π
tu−3/2e−t2/4u du

となる.
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(iii) t = 0のとき,任意の β に対して λ
(β)
t は Dirac測度 δ0 である.

(iv) α = 0のときQ
(α,β)
t (x, ·)は確率測度であるが, α > 0のときQ

(α,β)
t (x,B) = e−αβt < 1, t > 0,

となり確率測度ではない.

命題 2.9. s, t ≥ 0に対して λ
(β)
s ∗ λ

(β)
t = λ

(β)
s+t が成り立つ. ここで ∗は畳み込みを表わす.

証明. 二つの測度の Laplace変換が一致することを示せば十分である. γ ≥ 0に対して∫ ∞

0

e−γw λ(β)
s ∗ λ

(β)
t (dw) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−γ(u+v) λ(β)
s (du)λ(β)

t (dv)

=
∫ ∞

0

e−γu λ(β)
s (du)

∫ ∞

0

e−γv λ
(β)
t (dv) = e−γβ(s+t)

となる. これは λ
(β)
s+t の Laplace変換である.

命題 2.10. s, t ≥ 0に対して∫
B

Q(α,β)
s (x, dw)Q(α,β)

t (w,Γ) = Q
(α,β)
s+t (x,Γ), (x,Γ) ∈ B × B(B),

が成り立つ.

証明. 定義より∫
B

Q(α,β)
s (x, dw)Q(α,β)

t (w,Γ) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫
B

e−α(u+v) Pu(x, dw)Pv(x, Γ)λ(β)
s (du)λ(β)

t (dv)

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−α(u+v)Pu+v(x,Γ)λ(β)
s (du)λ(β)

t (dv)

となる. 最後の変形では命題 2.3を用いている. そして命題 2.9より∫
B

Q(α,β)
s (x, dw)Q(α,β)

t (w, Γ) =
∫ ∞

0

e−αwPw(x,Γ)λ(β)
s ∗ λ

(β)
t (dw)

=
∫ ∞

0

e−αwPw(x,Γ)λ(β)
s+t(dw) = Q

(α,β)
s+t (x,Γ)

が得られる.

命題 2.11. t ≥ 0に対して∫
B

Q
(α,β)
t (x, Γ)µ(dx) = e−αβtµ(Γ), Γ ∈ B(B),

が成り立つ.

証明. 定義より ∫
B

Q
(α,β)
t (x,Γ)µ(dx) =

∫
B

∫ ∞

0

e−αvPv(x,Γ)λ
(β)
t (dv)µ(dx)

=
∫ ∞

0

e−αv λ
(β)
t (dv)

∫
B

Pv(x,Γ)µ(dx)

となる. 命題 2.4より∫
B

Q
(α,β)
t (x,Γ) µ(dx) = µ(Γ)

∫ ∞

0

e−αv λ
(β)
t (dv) = e−αβtµ(Γ)

が従う. 最後の変形は λ
(β)
t の Laplace変換を用いた.
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定義 2.12. t ≥ 0に対して, Q
(α,β)
t : Lp(K) → Lp(K)を Bochner積分の意味で

Q
(α,β)
t F (x) :=

∫
B

F (w) Q
(α,β)
t (x, dw), F ∈ Lp(K), x ∈ B,

とおく.

注意 2.13. α = 0, β = 1ならば x ∈ B と Γ ∈ B(B)に対して

Q
(0,1)
t (x,Γ) =

∫ ∞

0

e0Pv(x,Γ) δt(dv) = Pt(x,Γ)

となる. よって {Q(0,1)
t }t≥0 は Ornstein-Uhlenbeck半群である.

命題 2.14. {Q(α,β)
t }t≥0 は Lp(K)上の強連続縮小半群である. すなわち F ∈ Lp(K)に対して

∥Q(α,β)
t F∥Lp(K) ≤ e−αβt∥F∥Lp(K),(2.3)

lim
t↓0

∥Q(α,β)
t F − F∥Lp(K) = 0(2.4)

が成り立つ.

証明. (2.3)について. Hölderの不等式より

∥Q(α,β)
t F (x)∥p

K =
∥∥∥∥∫

B

F (w)Q
(α,β)
t (x, dw)

∥∥∥∥p

K

≤ (Q(α,β)
t (x,B))p−1

∫
B

∥F (w)∥p
K Q

(α,β)
t (x, dw) = e−αβ(p−1)t

∫
B

∥F (w)∥p
K Q

(α,β)
t (x, dw)

が成り立つ. これと命題 2.11より

∥Q(α,β)
t F∥p

Lp(K) =
∫

B

∥Q(α,β)
t F (x)∥p

K µ(dx) ≤ e−αβ(p−1)t

∫
B

∫
B

∥F (w)∥p
K Q

(α,β)
t (x, dw)µ(dx)

= e−αβpt

∫
B

∥F (w)∥p
K µ(dw) = e−αβpt∥F∥Lp(K)

が得られる. これより Q
(α,β)
t : Lp(K) → Lp(K)が矛盾なく定義され, (2.3)が成り立つことが分か

る. さらに s, t ≥ 0について命題 2.10より

Q(α,β)
s Q

(α,β)
t F (x) =

∫
B

∫
B

F (v) Q(α,β)
s (w, dv)Q(α,β)

t (x, dw)

=
∫

B

F (v) Q
(α,β)
s+t (x, dv) = Q

(α,β)
s+t F (x)

が得られ, Q
(α,β)
0 = 1と合わせれば {Q(α,β)

t }t≥0 が Lp(K)上の半群であることが分かる.
(2.4)について. 定理 1.24より S0(K)は Lp(K)の中で稠密であるから, F ∈ S0(K)について示せ

ば十分である. F ∈ S0(K)ならば有界収束定理を用いることで各 x ∈ B について

lim
t↓0

Q
(α,β)
t F (x) =

∫
B

lim
t↓0

F (w)Q
(α,β)
t (x, dw) = F (x)

が得られる. もう一度有界収束定理を用いると

lim
t↓0

∥Q(α,β)
t F − F∥p

Lp(K) =
∫

B

lim
t↓0

∥Q(α,β)
t F (x) − F (x)∥p

K µ(dx) = 0

となる. これで (2.4)が示された.
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2.3 Malliavin微分作用素
この節ではK 値多項式汎関数の全体 P(K)上にMalliavin微分作用素を定義し,その性質を調べ

る. Bn から K への n重線形作用素の全体をL n(B;K), Hilbert-Schmidt型 (定義 6.8)の Hn から
K への n重線形作用素の全体をL n

(2)(H; K)で表わす.

定義 2.15 (Malliavin微分). K値Wiener汎関数 F が点 x ∈ Bにおいてn階Malliavin微分可能で
あることを,ある Φx ∈ L n

(2)(H;K)が存在して,全ての h1, . . . , hn ∈ B に対して

Φx[h1, . . . , hn] =
∂n

∂ε1 · · · ∂εn
F (x + ε1(ιh1) + · · · + εn(ιhn))

∣∣∣∣
ε1=···=εn=0

が成立することと定義する. ΦxをDnF (x)とかく. Bの全ての点で n階Malliavin微分可能なとき
F は n階Malliavin微分可能という.

例 2.16 (K = Rの場合). F ∈ S(R)を f ∈ C∞
poly(R

m;R)とH∗ の正規直交系 {ℓj}m
j=1 ⊂ B∗ を

用いて F (x) = f(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉)と表わす. α = (α1, . . . , αn)は多重指数を用いると, x ∈ Bと
h1, . . . , hn ∈ H に対して

DnF (x)[h1, . . . , hn] =
∂n

∂ε1 · · · ∂εn
F (x + ε1(ιh1) + · · · + εn(ιhn))

∣∣∣∣
ε1=···=εn=0

=
∑
|α|=n

∂αf(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉)H∗〈ι∗ℓα1 , h1〉H · · ·H∗〈ι∗ℓαn , hn〉H

となる. ここで

ι∗ℓα1 ⊗ · · · ⊗ ι∗ℓαn [h1, . . . , hn] := H∗〈ι∗ℓα1 , h1〉H · · ·H∗〈ι∗ℓαn , hn〉H

と置けば, ι∗ℓα1 ⊗ · · · ⊗ ι∗ℓαn ∈ L n
(2)(H;R) である. これと ∂αf ∈ C∞

poly(R
m;R) より DnF ∈

P(L n
(2)(H;R))となる. よってMalliavin微分DnF は

DnF (·) =
∑
|α|=n

∂αf(〈ℓ1, ·〉, . . . , 〈ℓm, ·〉)ι∗ℓα1 ⊗ · · · ⊗ ι∗ℓαn(2.5)

と表現される. とくにD2F (x) ∈ L 2
(1)(H;R)なので tr D2F (x)が定義され,それは {ι∗ℓj}m

j=1 を拡
張して作ったH の完全正規直交系 {ι∗ℓj}∞j=1 を用いて

trD2F (x) =
∞∑

j=1

D2F (x)[ι∗ℓj , ι
∗ℓj ]

=
∞∑

j=1

∑
|α|=2

∂αf(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉)H∗〈ι∗ℓα1 , ι∗ℓj〉HH∗〈ι∗ℓα2 , ι∗ℓj〉H

=
∞∑

j=1

∑
|α|=2

∂αf(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉)δα1jδα2j

と表現できる. これより

tr D2F (x) = ∆f(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉)(2.6)

を得る.
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例 2.17 (一般のK の場合). F ∈ S(K)を {Fj}l
j=1 ⊂ S(R)と正規直交系 {κj}l

j=1 ⊂ K を用いて
F (x) =

∑l
j=1 Fj(x)κjと表わす. さらにFjを fj ∈ C∞

poly(R
m;R)とH∗の正規直交系 {ℓj}m

j=1 ⊂ B∗

を用いて Fj(x) = f(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉)と表わす. このときMalliavin微分は

DnF (x)[h1, . . . , hn] =
l∑

j=1

∑
|α|=n

∂αfj(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉)H∗〈ι∗ℓα1 , h1〉H · · ·H∗〈ι∗ℓαn , hn〉Hκj

となる. ここで

[ι∗ℓα1 ⊗ · · · ⊗ ι∗ℓαn ⊗ κj ][h1, . . . , hn] = H∗〈ι∗ℓα1 , h1〉H · · ·H∗〈ι∗ℓαn , hn〉Hκj

置けば ι∗ℓα1 ⊗ · · · ⊗ ι∗ℓαn ⊗ κj ∈ L n
(2)(H; K)である. これと ∂αfj ∈ C∞

poly(R
m;R)より DnF ∈

P(L n
(2)(H; K))となる. そしてDnFj ⊗ κj ∈ P(L n

(2)(H; K))を

[DnFj ⊗ κj ](x)[h1, . . . , hn] := DnFj(x)[h1, . . . , hn]κj

と定義することで

DnF =
l∑

j=1

DnFj ⊗ κj(2.7)

と表現できる. とくにD2F (x) ∈ L 2
(1)(H; K)なので tr D2F (x)が定義できる. そして

trD2F (x) =
l∑

j=1

tr(D2Fj(x) ⊗ κj) =
l∑

j=1

[trD2Fj(x)]κj(2.8)

が成り立つ.

注意 2.18. K 値Wiener汎関数が n階Malliavin微分可能であれば (n − 1)階Malliavin微分可能
でDnF = D(Dn−1F )が成り立つ.

例 2.19. ϕ ∈ C∞
poly(R

d;R), F ∈ S(Rd)ならば 1 ≤ ν ≤ nに対して多重指数 αと ν に依存して決
まるDF . . . ,Dν−|α|+1F の ν 階のテンソル積の線形結合 P ν

α(DF . . . ,Dν−|α|+1F )が存在し

Dν(ϕ ◦ F ) =
∑

1≤|α|≤ν

(∂αϕ ◦ F )P ν
α (DF, . . . ,Dν−|α|+1F )(2.9)

となる.
(2.9)の成立を帰納法を用いて示す. ν = 1のときはMalliavin微分が定義にしたがって計算できて

D(ϕ ◦ F ) =
d∑

k=1

(∂kϕ ◦ F )DF k
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となる. ν − 1のときを仮定すれば

Dν(ϕ ◦ F ) =
∑

1≤|α|≤ν−1

D[(∂αϕ ◦ F )P ν−1
α (DF, . . . ,Dν−1−|α|+1F )]

=
∑

1≤|α|≤ν−1

D[∂αϕ ◦ F ] ⊗ P ν−1
α (DF, . . . ,Dν−1−|α|+1F )

+
∑

1≤|α|≤ν−1

(∂αϕ ◦ F )DP ν−1
α (F,DF, . . . ,Dν−1−|α|+1F )

=
∑

1≤|α|≤ν−1

d∑
k=1

(∂k∂αϕ ◦ F )DF k ⊗ P ν−1
α (DF, . . . ,Dν−1−|α|+1F )

+
∑

1≤|α|≤ν−1

(∂αϕ ◦ F )DP ν−1
α (DF, . . . ,Dν−1−|α|+1F )

となり, (2.9)が得られる.

例 2.20. (B,H, µ) を Rd 値古典 Wiener 空間とする (例 1.11). s ∈ [0, 1] と x ∈ B に対して
δs(x) := x(s)とおく. このとき

Dνδs =

ι∗δs, ν = 1,

0, ν ≥ 2,

となる. そして ι∗δs ∈ H は

ι∗δs = (
∫ ·

0

1[0,s](u) du, . . . ,

∫ ·

0

1[0,s](u) du)

という表現をもつ.

2.4 Ornstein-Uhlenbeck作用素
この節ではK値多項式汎関数の全体P(K)上にOrnstein-Uhlenbeck作用素を定義し,その性質を

調べる.

定義 2.21 (Ornstein-Uhlenbeck作用素). Lp(K)上の Ornstein-Uhlenbeck半群 {Tt}t≥0の生成作用
素を Ornstein-Uhlenbeck作用素といい Lで表わす.

命題 2.22 ([15, Proposition 2.7]). F ∈ P(K)ならば

LF (x) = tr D2F (x) − DF (x)[x], x ∈ B,(2.10)

が成り立つ. [x]の定義は証明中で与える.

証明. K = Rのとき, F ∈ P(R)を n変数多項式 f とH∗ の正規直交系 {ℓj}n
j=1 ⊂ B∗ を用いて

F (x) = f(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉), x ∈ B,と表わす. すると t > 0に対して

TtF (x) =
∫

B

F (e−tx +
√

1 − e−2ty) µ(dy) =
∫
Rn

f(e−tξ +
√

1 − e−2tη)p(η) dη
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となる. ここで ξ := (〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉) ∈ Rn, p(η) := (2π)−n/2 exp(−|η|2/2), η ∈ Rn,である. f

が多項式なので微分と積分の順序交換は正当化され

d

dt
TtF (x) =

∫
Rn

n∑
j=1

∂jf(e−tξ +
√

1 − e−2tη)
(
−e−tξj +

e−2t

√
1 − e−2t

ηj

)
p(η) dη

= −e−t

∫
Rn

ξ · ∇f(e−tξ +
√

1 − e−2tη)p(η) dη

− e−2t

√
1 − e−2t

∫
Rn

∇f(e−tξ +
√

1 − e−2tη) · ∇p(η) dη

=: It(ξ) + Jt(ξ)

が得られる. Gaussの公式を用いると

Jt(ξ) = − e−2t

1 − e−2t

∫
Rn

∇η(f(e−tξ +
√

1 − e−2tη)) · ∇ηp(η) dη

=
e−2t

1 − e−2t

∫
Rn

∆η(f(e−tξ +
√

1 − e−2tη))p(η) dη

= e−2t

∫
Rn

(∆f)(e−tξ +
√

1 − e−2tη)p(η) dη

となる. これで各点 x ∈ B で (d/dt)TtF (x)が計算出来た. そして優収束定理より

lim
h→0

∥∥∥∥Tt+hF − TtF

h
− d

dt
TtF

∥∥∥∥
Lp(R)

= 0

が分かる. したがって TtLF = (d/dt)TtF = It + Jt より

LF (x) = lim
t↓0

TtLF (x) = lim
t↓0

d

dt
TtF (x) = lim

t↓0
(It(ξ) + Jt(ξ)) = ∆f(ξ) − ξ · ∇f(ξ)

= ∆f(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉) −
n∑

j=1

〈ℓj , x〉∂jf(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉)

が得られる. ここで [x] :=
∑n

k=1〈ℓk, x〉ι∗ℓk ∈ H とおけば, (2.5)より

DF (x)[x] =
n∑

j=1

∂jf(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉)(ι∗ℓj , [x])H

=
n∑

j=1

∂jf(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉)
(

ι∗ℓj ,
n∑

k=1

〈ℓk, x〉ι∗ℓk

)
H

=
n∑

j=1

n∑
k=1

〈ℓk, x〉∂jf(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉)(ι∗ℓj , ι
∗ℓk)H

=
n∑

j=1

〈ℓj , x〉∂jf(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉)

となる. これと (2.6)より結論が従う.
一般の K の場合は, F ∈ P(K) を {Fj}m

j=1 ⊂ P(R) と正規直交系 {κj}m
j=1 ⊂ K を用いて
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F (x) =
∑m

j=1 Fj(x)κj と表わせば, Lの線形性より

LF (x) =
m∑

j=1

L(Fj(x)κj) =
m∑

j=1

(LFj(x))κj

=
m∑

j=1

(trD2Fj(x))(x)κj −
m∑

j=1

DFj(x)[x]κj = trD2F (x) − DF (x)[x]

が得られる. 最後の変形では (2.7)と (2.8)を用いた.

命題 2.23 ([15, Proposition 2.8]). Fourier-Hermite多項式Ha に対して

LHa = −|a|Ha,(2.11)

TtHa = e−|a|tHa(2.12)

が成り立つ

証明. 半群の一般論と (2.11)より (2.12)が従うので, (2.11)を示せば良い. (1.3), (1.4)より n次
Hermite多項式Hn は

√
n + 1Hn+1(ξ) − ξHn(ξ) +

d

dξ
Hn(ξ) = 0, ξ ∈ R,

を満たす. これを ξについて微分し (1.3)を用いることで

d2

dξ2
Hn(ξ) − ξ

d

dξ
Hn(ξ) = −nHn(ξ), ξ ∈ R,

を得る. これと Fourier-Hermite多項式 Ha の定義 1.13と Ornstein-Uhlenbeck作用素の表現 (2.10)
より

LHa(x) =
∞∑

k=1

d2

dξ2
Hak

(〈ℓk, x〉)
∏
j ̸=k

Haj (〈ℓj , x〉) −
∞∑

k=1

〈ℓk, x〉 d

dξ
Hak

(〈ℓk, x〉)
∏
j ̸=k

Haj (〈ℓj , x〉)

=
∞∑

k=1

(−ak)Hak
(〈ℓ, x〉)

∏
j ̸=k

Haj (〈ℓ, x〉)

= −
∞∑

k=1

akHa(x)

となる. これと
∑∞

k=1 ak = |a|より (2.11)が得られる.

命題 2.24 ([15, Proposition 2.9]). 1 < p, q < ∞が 1/p + 1/q = 1を満たすとき∫
B

(TtF,G)K dµ =
∫

B

(F, TtG)K dµ, F ∈ Lp(K), G ∈ Lq(K),(2.13)

が成り立つ.

証明. Ha, Hb を Fourier-Hermite多項式とすれば,命題 2.23より∫
B

(TtHa)Hb dµ =
∫

B

e−|a|tHaHb dµ = e−|a|tδa,b =
∫

B

Ha(TtHb) dµ

が成り立つ. Ttの線形性より F,Gが {Haκj | a ∈ Λ, j ∈ N}の線形結合で表わせるとき (2.13)が成
立する. 多項式の全体は Lp(R)の中で稠密なので主張は成立する.
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2.5 Ornstein-Uhlenbeck半群の超縮小性
この節では Ornstein-Uhlenbeck半群の著しい性質である超縮小性を証明する.

定理 2.25 (超縮小性 [15, Theorem 2.11]). t ≥ 0に対して q(t) := e2t(p − 1) + 1とおく. Lp(K)上
の Ornstein-Uhlenbeck半群 {Tt}t≥0 は

∥TtF∥Lq(t)(K) ≤ ∥F∥Lp(K), F ∈ Lp(K),(2.14)

を満たす. これを超縮小性という.

証明. t = 0のときは q(t)の定義より縮小性から超縮小性が直ちに従う. t > 0を固定し, q := q(t),
q′ を qの共役指数, λ := e−t とする. さらに µn(dξ) := (2π)−n/2 exp(−|ξ|2/2)dξ, ξ ∈ Rn,とおき証
明を進める.
すべての f ∈ Lp(Rn, µn;R), g ∈ Lq′

(Rn, µn;R)に対して∣∣∣∣∫
Rn

Ttf(x)g(x) µn(dx)
∣∣∣∣ ≤ ∥f∥Lp(Rn,µn;R)∥g∥Lq′ (Rn,µn;R)(2.15)

が成り立つことを示す.
f ∈ Lp(Rn, µn;R), g ∈ Lq′

(Rn, µn;R)が

a < f(ξ) < b, a < g(ξ) < b, ξ ∈ Rn,

となる 0 < a < b < ∞をもつときに (2.15)が成立することを示す. そのために確率空間 (Ω, F , P )
上に定義された原点出発の互いに独立な Rn 値 Brown 運動 {Ws = (W 1

s , . . . ,Wn
s ) | s ∈ [0, 1]},

{W̃s = (W̃ 1
s , . . . , W̃n

s ) | s ∈ [0, 1]}をとり

Ŵs := λWs +
√

1 − λ2W̃s, s ∈ [0, 1],

で新たなRn 値 Brown運動を作る. そして情報増大系を

F Ŵ
s := σ(Ŵu | u ∈ [0, s]), FW

s := σ(Wu | u ∈ [0, s]), s ∈ [0, 1],

と定める. さらに有界連続マルチンゲールを

Ms := E
[
(f(Ŵ1))p

∣∣∣ F Ŵ
s

]
, Ns := E

[
(g(W1))q′

∣∣∣ FW
s

]
, s ∈ [0, 1],

とおく. Ŵ1,W1 はそれぞれF Ŵ
1 , FW

1 可測なので

E
[
M

1/p
1 N

1/q′

1

]
= E

[(
E

[
(f(Ŵ1))p

∣∣∣ F Ŵ
1

])1/p (
E

[
(g(W1))q′

∣∣∣ FW
1

])1/q′]
= E

[
f(Ŵ1)g(W1)

]
となる. λ = e−t と Ornstein-Uhlenbeck半群の定義より

(2.16) E
[
M

1/p
1 N

1/q′

1

]
= E

[
f(λW1 +

√
1 − λ2W̃1)g(W1)

]
=

∫
Rn

∫
Rn

f(λξ +
√

1 − λ2η)g(ξ) µn(dξ)µn(dη)

=
∫
Rn

(∫
Rn

f(e−tξ +
√

1 − e−2tη) µn(dη)
)

g(ξ)µn(dξ) =
∫
Rn

Ttf(ξ)g(ξ) µn(dξ)
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が得られる. また Ŵ1,W1 はそれぞれF Ŵ
0 , FW

0 と独立なので

(2.17) E
[
M

1/p
0 N

1/q′

0

]
= E

[(
E

[
(f(Ŵ1))p | F Ŵ

0

])1/p (
E

[
(g(W1))q′

| FW
0

])1/q′]
=

(
E

[
(f(Ŵ1))p

])1/p (
E

[
(g(W1))q′

])1/q′

= ∥f∥Lp(Rn,µn;R)∥g∥Lq′ (Rn,µn;R)

が得られる. (2.16)と (2.17)より (2.15)は

E
[
M

1/p
1 N

1/q′

1

]
≤ E

[
M

1/p
0 N

1/q′

0

]
(2.18)

に帰着される.
(2.18)を証明していく. マルチンゲール表現定理よりRn 値確率過程 {Xs = (X1

s , . . . , Xn
s ) | s ∈

[0, 1]}, {Ys = (Y 1
s , . . . , Y n

s ) | s ∈ [0, 1]}が存在し

Ms = M0 +
n∑

j=1

∫ s

0

Xj
u dŴ j

u , Ns = N0 +
n∑

j=1

∫ s

0

Y j
u dW j

u P -a.s.

となり, M,N の二次変分 〈M〉, 〈N〉, 〈M,N〉はそれぞれ

〈M〉s =
∫ s

0

|Xu|2 du, 〈N〉s =
∫ s

0

|Yu|2 du, 〈M,N〉s = λ

∫ s

0

Xu · Yu du, s ∈ [0, 1],

と表わせる. すると Itôの公式より

(2.19) d(M1/p
s N1/q′

s ) =
1
p
M1/p−1

s N1/q′

s dMs +
1
q′

M1/p
s N1/p′−1

s dNs −
1
2
M1/p−2

s N1/q′−2
s Ks ds

となる. ここでKs は

Ks :=
1
p

(
1 − 1

p

)
N2

s |Xs|2 −
2λ

pq′
MsNsXs · Ys +

1
q′

(
1 − 1

q′

)
M2

s |Ys|2

で定義される確率過程である. そして

Ks =

∣∣∣∣∣
√

1
p

(
1 − 1

p

)
NsXs −

√
1
q′

(
1 − 1

q′

)
MsYs

∣∣∣∣∣
2

− 2
pq′

[
λ −

√
(p − 1)(q′ − 1)

]
MsNsXs · Ys

なので,
√

(p − 1)(q′ − 1) = λに注意すればKs ≥ 0が分かる. これと (2.19)より (2.18)が成り立つ.
f ∈ Lp(Rn, µn;R), g ∈ Lq′

(Rn, µn;R)が非負のときに (2.15)が成立することを示す. j ∈ Nに
対して

fj(ξ) := j−11{f≤j−1}(ξ) + f(ξ)1{j−1<f<j}(ξ) + j1{j≤f}(ξ), ξ ∈ Rn,

gj(ξ) := j−11{g≤j−1}(ξ) + g(ξ)1{j−1<g<j}(ξ) + j1{j≤g}(ξ), ξ ∈ Rn,

とおくと

|Ttf(ξ) − Ttfj(ξ)| =
∣∣∣∣∫

Rn

[(f(η) − j−1)1{f≤j−1}(η) + (f(η) − j)1{j≤f}(η)]Pt(ξ, dη)
∣∣∣∣

≤
∫
Rn

2j−11{f≤j−1}(η)Pt(ξ, dη) +
∫
Rn

2f(η)1{j≤f}(η)Pt(ξ, dη)

= 2j−1Pt(ξ, {f ≤ j−1}) + 2Tt[f1{j≤f}](ξ)



2.5. Ornstein-Uhlenbeck半群の超縮小性 31

となる. これより

∥Ttf − Ttfj∥Lp(Rn,µn;R) ≤ 2j−1 + 2∥Tt[f1{j≤f}]∥Lp(Rn,µn;R) ≤ 2j−1 + 2∥f1{j≤f}∥Lp(Rn,µn;R)

が得られ,優収束定理より j → ∞のとき {Ttfj}∞j=1 が Ttf が Lp 収束することが分かる. 同じく優
収束定理より j → ∞のとき {fj}∞j=1は f に Lp収束, {gj}∞j=1は gに Lq′ 収束し, 1/p + 1/q′ < 1な
ので,先の結果を用いれば∫

Rn

Ttf(ξ)g(ξ) µn(dξ) = lim
j→∞

∫
Rn

Ttfj(ξ)gj(ξ) µn(dξ)

≤ lim
j→∞

∥fj∥Lp(Rn,µn;R)∥gj∥Lq′ (Rn,µn;R) = ∥f∥Lp(Rn,µn;R)∥g∥Lq′ (Rn,µn;R)

となり (2.15)が得られる.
f ∈ Lp(Rn, µn;R), g ∈ Lq′

(Rn, µn;R)が一般のときに (2.15)が成立することを示す. |Ttf(ξ)| ≤
Tt|f |(ξ), ξ ∈ Rn,と f と gが非負の場合の結果を用いると∣∣∣∣∫

Rn

Ttf(ξ)g(ξ) µn(dξ)
∣∣∣∣ ≤ ∫

Rn

Tt|f |(ξ)|g|(ξ)µn(dξ) ≤ ∥f∥Lp(Rn,µn;R)∥g∥Lq′ (Rn,µn;R)

となる. これは (2.15)である.
K = R, B = Rnのときに (2.14)の成立を示す. 各点 ξ ∈ Rnで |Ttf(ξ)|q−1に収束する非負単調

増大な単関数列 {ϕj}∞j=1 をとると,単調収束定理より

lim
j→∞

∥ϕj∥q′−1

Lq′ (Rn,µn;R)
= lim

j→∞

(∫
Rn

|ϕj(ξ)|q
′
µn(dξ)

)(q′−1)/q′

=
(∫

Rn

|Ttf(ξ)|(q−1)q′
µn(dξ)

)(q′−1)/q′

=
(∫

Rn

|Ttf(ξ)|q µn(dξ)
)1/q

= ∥Ttf∥Lq(Rn,µn;R)

となる. そしてすべての ξ ∈ Rn に対して (ϕj(ξ))q′−1 = (ϕj(ξ))1/(q−1) ≤ |Ttf(ξ)|なので (2.15)を
用いれば

∥ϕj∥q′

Lq′ (Rn,µn;R)
=

∫
Rn

(ϕj(ξ))q′−1ϕj(ξ)µn(dξ)

=
∫
Rn

|TtF (ξ)|ϕj(ξ)µn(dξ) ≤ ∥f∥Lp(Rn,µn;R)∥ϕj∥Lq′ (Rn,µn;R)

となる. この二つを合わせれば B = Rn のとき Ttf ∈ Lq(Rn, µn;R)かつ (2.14)が分かる.
K = R, B が一般のときに (2.14)の成立を示す. F ∈ S(R)ならば n変数多項式 f とH∗ の正規

直交系 {ℓj}n
j=1 ⊂ B∗ を用いて F (x) = f(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓn, x〉), x ∈ B,と表わされ ∥F∥Lp(B,µ;R) =

∥f∥Lp(Rn,µn;R) と ∥TtF∥Lq(B,µ;R) = ∥Ttf∥Lq(Rn,µn;R) が成り立つ. これで B = Rn の場合に帰着
され (2.14)の成立が分かる. P(R)が Lp(B,µ;R)の中で稠密なので, F ∈ Lp(B,µ;R)に対して F

に Lp 収束する {Fj}∞j=1 ⊂ P(R)が存在する. そして多項式の場合の (2.14)より

∥TtFj − TtFk∥Lq(B,µ;R) ≤ ∥Tt(Fj − Fk)∥Lq(B,µ;R) ≤ ∥Fj − Fk∥Lp(B,µ;R)

が得られる. これより {TtFj}∞j=1 が Lq(B,µ;R)の収束列であることが分かる. その極限を Gで表
わす. 1 < p < qなので G ∈ Lp(B,µ;R)で

∥TtF − G∥Lp(B,µ;R) ≤ ∥TtF − TtFj∥Lp(B,µ;R) + ∥TtFj − G∥Lp(B,µ;R)

≤ ∥F − Fj∥Lp(B,µ;R) + ∥TtFj − G∥Lp(B,µ;R)
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となる. これより TtF = G ∈ Lq(B,µ;R)が従う. ゆえに

∥TtF∥Lq(B,µ;R) = lim
j→∞

∥TtFj∥Lq(B,µ;R) ≤ lim
j→∞

∥Fj∥Lq(B,µ;R) = ∥F∥Lp(B,µ;R)

となり (2.14)が得られる.
K と B が一般の場合に (2.14)の成立を示す. Bochner積分の一般論よりすべての F ∈ Lp(K)に

対して

∥TtF (·)∥K ≤ Tt∥F∥K(·) µ-a.s.

が成り立つ. ∥F∥K ∈ Lp(R)とK = Rの場合の結果より

∥TtF∥Lq(K) ≤ ∥Tt∥F∥K∥Lq(R) ≤ ∥∥F∥K∥Lq(R) ≤ ∥F∥Lp(K)

として (2.14)が得られる.

2.6 連続作用素
この節では次で定義される線形作用素 ϕ(−L) : P(K) → P(K)がノルム ∥ · ∥Lp(K)に関して連続

作用素になる十分条件を求める.

定義 2.26. ϕ : N ∪ {0} → Rに対して,線形作用素 ϕ(−L) : P(K) → P(K)を

ϕ(−L)F :=
∞∑

n=0

ϕ(n)JnF, F ∈ P(R),

と定義する. F が多項式なので n > NF ならば JnF = 0となる NF ∈ Nが存在する. よって上の
定義は有限和であり矛盾なく定義されている.

ψ : N ∪ {0} → Rに対しても同様に ψ(−L) : P(K) → P(K)を定義する.

命題 2.27. α ≥ 0, 0 < β ≤ 1とする. このとき F ∈ P(K)に対して

Q
(α,β)
t F = ϕ(−L)F =

∞∑
n=0

e−(α+n)βtJnF(2.20)

が成り立つ. つまり ϕt(ξ) := e−(α+ξ)βt とおけば, Q
(α,β)
t = ϕt(−L)が成り立つ. とくに

Q
(α,β)
t JnF = JnQ

(α,β)
t F = e−(α+n)βtJnF(2.21)

が成り立つ.

証明. α = 0, β = 1のとき Q
(0,1)
t = Tt である. F ∈ P(K)は F =

∑∞
n=0 JnF と表わされる. F

は多項式なので有限和であることに注意すれば

TtF =
∞∑

n=0

TtJnF =
∞∑

n=0

e−ntJnF

が分かる. 最後の変形では (2.12)を用いた. 一般の α ≥ 0, 0 < β ≤ 1に対しては

Q
(α,β)
t F =

∫ ∞

0

e−αsTsFλ
(β)
t (ds) =

∞∑
n=0

∫ ∞

0

e−(α+n)sλ
(β)
t (ds)JnF =

∞∑
n=0

e−(α+n)βtJnF

となることから分かる. (2.21)は (2.20)から明らかである.
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命題 2.28. F ∈ P(K)に対して

ϕ(−L)ψ(−L)F = ψ(−L)ϕ(−L)F = (ϕψ)(−L)F,(2.22)

Dϕ(−L)F = ϕ(1 − L)DF(2.23)

が成り立つ.

証明. Fourier-Hermite多項式Ha と κ ∈ K に対して

ϕ(−L)(Haκ) =
∞∑

n=0

ϕ(n)(Haκ) = ϕ(|a|)(Haκ)(2.24)

となる.
(2.22)について. (2.24)より

ϕ(−L)ψ(−L)(Haκ) = ϕ(|a|)ψ(|a|)(Haα) = (ϕψ)(−L)(Haα)

となる. よって F が {Haκ | a ∈ Λ, |a| = n, j ∈ N}の線形和ならば (2.22)が成り立つことが分か
る. ここで {κj}j∈N はK の完全正規直交系である. 一般の F ∈ P(K)は有限和

∑∞
n=0 JnF と表わ

され, JnF は {Haκj | a ∈ Λ, |a| = n, j ∈ N}の線形和なので

ϕ(−L)ψ(−L)F =
∞∑

n=0

ϕ(−L)ψ(−L)(JnF ) =
∞∑

n=0

(ϕψ)(−L)JnF = (ϕψ)(−L)F

となり, (2.22)が得られる.
(2.23)について. Fourier-Hermite多項式Haは aj 次 Hermite多項式Haj とH∗の完全正規直交系

{ℓj}∞j=1 ⊂ B∗ によってHa(x) =
∏∞

j=1 Haj
(〈ℓj , x〉), x ∈ B,と定義されることに注意すると

DHa(·) =
∞∑

k=1

[
d

dξ
Hak

(〈ℓk, ·〉)
∏
j ̸=k

Haj (〈ℓk, ·〉)
]
(ι∗ℓk)

=
∞∑

k=1

[
√

ajHak−1(〈ℓk, ·〉)
∏
j ̸=k

Haj (〈ℓk, ·〉)
]
(ι∗ℓk)

が成り立つ. これよりDϕ(−L)(Haκ) ∈ H|a|−1(L 1
(2)(H; K))が分かり, (2.24)より

ϕ(1 − L)D(Haκ) = ϕ(1 + (|a| − 1))D(Haκ) = Dϕ(|a|)Haκ = Dϕ(−L)(Haκ)

となる. よって F が {Haκ | a ∈ Λ, |a| = n, j ∈ N}の線形和ならば (2.23)が成り立つことが分かる.
一般の F ∈ P(K)は有限和

∑∞
n=0 JnF と表わされ, JnF は {Haκj | a ∈ Λ, |a| = n, j ∈ N}の線形

和なので

Dϕ(−L)F = Dϕ(−L)
( ∞∑

n=0

JnF

)
=

∞∑
n=0

Dϕ(−L)(JnF )

=
∞∑

n=0

[ϕ(1 − L)D]JnF = ϕ(1 − L)D
∞∑

n=0

JnF = ϕ(1 − L)DF

となり, (2.23)が得られる.
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命題 2.29. F,G ∈ P(K)に対して∫
B

(ϕ(−L)F,G)K dµ =
∫

B

(F,ϕ(−L)G)K dµ,(2.25)

∥ϕ(−L)F∥2
L2(K) =

∞∑
n=0

(ϕ(n))2∥JnF∥2
L2(K)(2.26)

が成り立つ.

証明. (2.25)について. Jn は射影作用素なので∫
B

(ϕ(−L)F,G)K dµ =
∫

B

( ∞∑
n=0

ϕ(n)JnF,G

)
K

dµ

=
∞∑

n=0

ϕ(n)
∫

B

(JnF,G)K dµ =
∞∑

n=0

ϕ(n)
∫

B

(F, JnG)K dµ =
∫

B

(F,ϕ(−L)G)K dµ

となり, (2.25)が得られる.
(2.26)について. (2.25),(2.22)より

∥ϕ(−L)F∥2
L2(K) =

∫
B

(ϕ(−L)F,ϕ(−L)F )K dµ =
∫

B

(ϕ(−L)ϕ(−L)F, F )K dµ

=
∫

B

(ϕ2(−L)F, F )K dµ =
∞∑

n=0

(ϕ(n))2
∫

B

(JnF, F )K dµ =
∞∑

n=0

(ϕ(n))2∥JnF∥2
L2(K)

となり, (2.26)が得られる.

命題 2.30 ([15, Proposition 2.14]). n次Wiener積分の空間Hn(K)は Lp(K)の閉部分空間であり,
ノルムの族 {∥ · ∥Lp(K) | 1 < p < ∞}はHn(K)上で互いに同値である. すなわち 1 < p < q < ∞
と t > 0が q = e2t(p − 1) + 1を満たすならば,すべての F ∈ Hn(K)に対して

e−nt∥F∥Lq(K) ≤ ∥F∥Lp(K) ≤ ∥F∥Lq(K)

が成立する.

証明. {κj}j∈N をK の完全正規直交系とする. F ∈ P(K)が {Haκj | a ∈ Λ, |a| = n, j ∈ N}の
線形結合で表わされるならば命題 2.23より TtF = e−ntF となる. これと定理 2.25より

e−nt∥F∥Lq(K) = ∥TtF∥Lq(K) ≤ ∥F∥Lp(K) ≤ ∥F∥Lq(K)

が成り立つ. これより L2(K)の閉部分空間として定義された Hn(K)は Lp(K)の閉部分空間であ
ることが分かった.

命題 2.31 ([15, Proposition 2.15],[17, Lemma 1.1]). L2(K)からHn(K)への正射影 Jnは拡張また
は制限を行うことで Lp(K)からHn(K)への連続作用素となる. さらに

JnJm = JmJn = δmnJn,(2.27)

TtJn = JnTt = e−ntJn(2.28)

が成り立つ. ただし δmn はm = nのとき 1, m ̸= nのとき 0をとる.
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証明. L2(K)上で (2.27)が成り立つことは Jn の定義より直ちに従う. F ∈ L2(K)に L2 収束す
る {Fj}∞j=1 ⊂ P(K)を取れる. 命題 2.23より TtJnFj = e−ntJnFj となるので

∥TtJnF − e−ntJnF∥L2(K) ≤ ∥TtJn(F − Fj)∥L2(K) + ∥e−ntJn(Fj − F )∥L2(K)

≤ 2∥F − Fj∥L2(K)

が得られる. これより TtJnF = e−ntJnF が分かる. そして命題 2.24より∫
B

(JnTtF )G dµ =
∫

B

(TtF )(JnG) dµ =
∫

B

F (TtJnG) dµ

=
∫

B

F (e−ntJnG) dµ =
∫

B

(e−ntJnF )Gdµ =
∫

B

(TtJnF )Gdµ

となり, F ∈ L2(K)に対して (2.28)が成り立つことが分かる. 1 < p < 2のときは,定理 2.25より
2 = e2tp(p − 1) + 1なる tp > 0を取れば,すべての F ∈ L2(K) ⊂ Lp(K)に対して

e−ntp∥JnF∥Lp(K) ≤ e−ntp∥JnF∥L2(K) = ∥JnTtpF∥L2(K) ≤ ∥TtpF∥L2(K) ≤ ∥F∥Lp(K)

が成り立つ. よって L2(K)は Lp(K)の中で稠密なので Jn は Lp(K)上に連続作用素として拡張
できる. 2 < p < ∞のときは, 定理 2.25より p = e2tp(2 − 1) + 1なる tp > 0を取れば, すべての
F ∈ Lp(K) ⊂ L2(K)に対して

e−ntp∥JnF∥Lp(K) = ∥TtpJnF∥Lp(K) ≤ ∥JnF∥L2(K) ≤ ∥F∥L2(K) ≤ ∥F∥Lp(K)

が成り立つ. よって Jn の Lp(K)への制限は ∥ · ∥Lp(K) に関して連続となる.
F ∈ Lp(K)に対して (2.27)と (2.28)が成立することは L2(K)の場合と同じく, F を多項式で近

似することで分かる.

命題 2.32 ([17, Lemma 1.2]). α ≥ 0, 0 < β ≤ 1, N ∈ Nとする. p,N に依存するが α, β に依存し
ない Cp,N > 0が存在し,すべての F ∈ P(K)に対して∥∥∥Q

(α,β)
t

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

≤ Cp,Ne−(α+N)βt∥F∥Lp(K)

が成り立つ.

証明. 命題 2.31より 1 −
∑N−1

n=0 Jn は連続作用素なので,その作用素ノルムを Ap,N で表わす.
はじめに α = 0, β = 1のときを考える. 注意 2.13より Q

(α,β)
t = Tt である. p = 2のとき

∥∥∥Tt

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥2

L2(K)
=

∥∥∥ ∞∑
n=N

e−ntJnF
∥∥∥2

L2(K)

=
∞∑

n=N

e−2nt∥JnF∥2
L2(K) ≤ e−2Nt

∞∑
n=N

∥JnF∥2
L2(K) ≤ e−2Nt∥F∥2

L2(K)

となり, C2,N = 1として主張が成立することが分かる. 1 < p < 2のとき 2 = e2tp(p − 1) + 1なる
tp > 0を取る. 0 ≤ t < tp ならば

∥∥∥Tt

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

≤
∥∥∥(

1 −
N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

≤ Ap,N∥F∥Lp(K)

≤ eN(tp−t)Ap,N∥F∥Lp(K) ≤ (p − 1)−N/2Ap,Ne−Nt∥F∥Lp(K)
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となる. t ≥ tp ならば p = 2のときの結果と定理 2.25より

∥∥∥Tt

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

≤
∥∥∥Tt

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
L2(K)

=
∥∥∥Tt−tp

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
Ttp

F
∥∥∥

L2(K)

≤ e−N(t−tp)∥TtpF∥L2(K) ≤ (p − 1)−N/2e−Nt∥F∥Lp(K)

となる. 1 < p < 2のときは Cp,N := (p − 1)−N/2 max{1, Ap,N}として主張が成立することが分か
る. 2 < p < ∞のとき p = e2tp(2 − 1) + 1なる tp > 0を取る. 0 ≤ t < tp ならば

∥∥∥Tt

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

≤
∥∥∥(

1 −
N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

≤ Ap,N∥F∥Lp(K)

≤ e−N(t−tp)Ap,N∥F∥Lp(K) ≤ (p − 1)N/2Ap,N × e−Nt∥F∥Lp(K)

となる. t ≥ tp ならば p = 2のときの結果と定理 2.25より

∥∥∥Tt

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

=
∥∥∥TtpTt−tp

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

≤
∥∥∥Tt−tp

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
L2(K)

≤ e−N(t−tp)∥F∥L2(K) ≤ (p − 1)N/2e−Nt∥F∥Lp(K)

となる. 2 < p < ∞のときは Cp,N := (p − 1)N/2 max{1, Ap,N}として主張が成立することが分
かる.
一般の α ≥ 0と 0 < β ≤ 1に対しては

(2.29)
∥∥∥Q

(α,β)
t

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

=
∥∥∥∫ ∞

0

e−αsTs

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F λ

(β)
t (ds)

∥∥∥
Lp(K)

≤
∫ ∞

0

e−αs
∥∥∥Ts

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

λ
(β)
t (ds)

≤
∫ ∞

0

e−αsCp,Ne−Ns∥F∥Lp(K) λ
(β)
t (ds) ≤ Cp,Ne−(α+N)βt∥F∥Lp(K)

となり主張が成立することが分かる.

命題 2.33. α ≥ 0, 0 < β ≤ 1とする. 連続線形作用素 R(α,β) : P(K) → P(K)を

R(α,β)F :=
∫ ∞

0

Q
(α,β)
t (1 − J0)F dt, F ∈ P(K),

と定義する. このとき F ∈ P(K)に対して

R(α,β)F =
∞∑

n=1

(α + n)−βJnF,(2.30)

R(α,β)JnF = JnR(α,β)F =

0, n = 0,

(α + n)−βJnF, n ≥ 1,
(2.31)

が成り立つ.



2.6. 連続作用素 37

証明. F ∈ P(K)に対して命題 2.32より∫ ∞

0

∥Q(α,β)
t (1 − J0)F∥Lp(K) dt ≤

∫ ∞

0

Cp,Ne−Nβt∥F∥Lp(K) dt ≤ Cp,N (α + N)−β∥F∥Lp(K)

が成り立つのでR(α,β)は P(K)を定義域とし Lp(K)ノルムに関する連続作用素として矛盾なく定
義される. さらに (2.20)より

R(α,β)F =
∫ ∞

0

∞∑
n=0

e−(α+n)βtJn(1 − J0)F dt

=
∞∑

n=1

∫ ∞

0

e−(α+n)βtJn(1 − J0)F dt =
∞∑

n=1

(α + n)−βJnF

となる. ここで (2.27)を用いている. これより主張が成立することが分かる.

命題 2.34 ([17, Lemma 1.2]). α ≥ 0, 0 < β ≤ 1, N ∈ Nとする. Cp,N > 0を命題 2.32で定義した
Cp,N とすれば,すべての j ∈ Nと F ∈ P(K)に対して

∥∥∥{
R(α,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F
∥∥∥

Lp(K)
≤ Cp,N (α + N)−βj∥F∥Lp(K)

が成り立つ.

証明. すべての j ∈ Nと F ∈ P(K)に対して

{
R(α,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F =
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Q
(α,β)
t1+···+tj

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F dt1 · · · dtj(2.32)

が成り立つことを帰納法で示す. (1− J0)(1−
∑N−1

n=0 Jn) = 1−
∑N−1

n=0 Jnより j = 1の場合は直ち
に従う. j − 1のときを仮定すれば

{
R(α,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F =
{

R(α,β)
(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j−1{
R(α,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}
F

=
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Q
(α,β)
t1+···+tj−1

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

){
R(α,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}
F dt1 · · · dtj−1

=
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Q
(α,β)
t1+···+tj−1

{
R(α,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}
F dt1 · · · dtj−1

となる. 最後の変形では (2.31)を用いた. j = 1のときの結論を用いれば

{
R(α,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F =
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Q
(α,β)
t1+···+tj−1

∫ ∞

0

Q(α,β)
s

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F dsdt1 · · · dtj−1

=
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

∫ ∞

0

Q
(α,β)
s+t1+···+tj−1

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F dsdt1 · · · dtj−1

となり, j のときも (2.32)が成り立つことが分かる.
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(2.32)の表現と命題 2.32より

∥∥∥{
R(α,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F
∥∥∥

Lp(K)
≤

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

∥∥∥Q
(α,β)
t1+···+tj

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)
F

∥∥∥
Lp(K)

dt1 · · · dtj

≤
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Cp,Ne−(α+N)β(t1+···+tj) dt1 · · · dtj ≤ Cp,N (α + N)−βj∥F∥Lp(K)

となり主張が成り立つことが分かる.

命題 2.35. h(ξ) =
∑∞

j=0 ajξ
j , |ξ| ≤ N−1,と 0 < β ≤ 1が存在し

ϕ(n) = h(n−β), n ≥ N,

が成り立てば, ϕ(−L)はノルム ∥ · ∥Lp(K) に関して連続である.

証明. T1, T2 : P(K) → P(K)を

T1F :=
N−1∑
n=0

ϕ(n)JnF, T2F :=
∞∑

n=N

ϕ(n)JnF, F ∈ P(K),

とおくと ϕ(−L)F = T1F + T2F となる. そして命題 2.31から T1 がノルム ∥ · ∥Lp(K) に関して連
続であることが分かる. T2 が連続であることを示せば良い.

(2.32)より F =
∑∞

m=0 JmF ∈ P(K)に対して{
R(0,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F =
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Q
(0,β)
t1+···+tj

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

) ∞∑
m=0

JmF dt1 · · · dtj

=
∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Q
(0,β)
t1+···+tj

∞∑
n=N

JnF dt1 · · · dtj

=
∞∑

n=N

(∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Q
(0,β)
t1+···+tj

dt1 · · · dtj

)
JnF =

∞∑
n=N

n−βJnF

となる. 最後の変形では (2.21)を用いた. よって

∞∑
j=0

aj

{
R(0,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F =
∞∑

j=0

aj

∞∑
n=N

n−βJnF

=
∞∑

n=N

( ∞∑
j=0

ajn
−β

)
JnF =

∞∑
n=N

h(n−β)JnF =
∞∑

n=N

ϕ(n)JnF = T2F

が成り立つ. そして (2.34)より

∥T2F∥Lp(K)

=
∥∥∥ ∞∑

j=0

aj

{
R(0,β)

(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F
∥∥∥

Lp(K)
≤

∞∑
j=0

|aj |
∥∥∥{

R(0,β)
(
1 −

N−1∑
n=0

Jn

)}j

F
∥∥∥

Lp(K)

≤
∞∑

j=0

|aj |Cp,NN−βj∥F∥Lp(K) ≤ Cp,N

[ ∞∑
j=0

|aj |N−j

]
∥F∥Lp(K)

となる. これより T2がノルム ∥ · ∥Lp(K)に関して連続であることが分かり, T1の連続性と合わせれ
ば結論が従う.
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この節では多項式Wiener汎関数全体 P(K)上で定義された二つのノルム

∥(α − L)n/2 · ∥Lp(K),
n∑

m=0

∥Dm · ∥Lp(K)

の同値性を見る. ここで n ∈ N, 1 < p < ∞, α > 0である.

3.1 Littlewood-Paley-Steinの不等式
この節ではいくつか命題をつなげて Littlewood-Paley-Steinの不等式を証明する. これはノルムの

同値性を示す上で重要な補題となる.

定理 3.1 (Littlewood-Paley-Steinの不等式 [15, Theorem 3.4]). 1 < p < ∞とする. αと pに依存す
る定数 Cα,p >が存在し,すべての F ∈ P(K)に対して

∥Gα,F ∥Lp(R) ≤ Cα,p

∥F∥Lp(K), α > 0,

∥(1 − J0)F∥Lp(K), α = 0,
(3.1)

が成り立つ. ここで

Gα,F (x) :=
∫ ∞

0

t

[∥∥∥ ∂

∂t
Q

(α,1/2)
t F (x)

∥∥∥2

K
+ ∥DQ

(α,1/2)
t F (x)∥2

L 1
(2)(H;K)

]
dt

である. これを Littlewood-Paley-Steinの不等式という.

証明のために次の記号を用いる.

定義 3.2. α ≥ 0と F ∈ P(K)に対して g→α,F , g↑α,F , gα,F : B × [0,∞) → Rを

g→α,F (x, t) :=
∥∥∥ ∂

∂t
Q

(α,1/2)
t F (x)

∥∥∥
K

, (x, t) ∈ B × [0,∞),

g↑α,F (x, t) := ∥DQ
(α,1/2)
t F (x)∥L 1

(2)(H;K), (x, t) ∈ B × [0,∞),

gα,F (x, t) :=
√

(g→α,F (x, t))2 + (g↑α,F (x, t))2, (x, t) ∈ B × [0,∞),

とおく. さらに G→
α,F , G↑

α,F , Gα,F : B → Rを

G→
α,F (x) :=

(∫ ∞

0

t(g→α,F (x, t))2 dt

)1/2

, x ∈ B,

G↑
α,F (x) :=

(∫ ∞

0

t(g↑α,F (x, t))2 dt

)1/2

, x ∈ B,

Gα,F (x) :=
(∫ ∞

0

t(gα,F (x, t))2 dt

)1/2

, x ∈ B,

とおく.
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3.1.1 p = 2の場合の証明
命題 3.3 ([15, Proposition 3.5]). すべての F ∈ P(K)に対して

∥G→
α,F ∥L2(R) =

1
2

∥F∥L2(K), α > 0,

∥(1 − J0)F∥L2(K), α = 0,
(3.2)

∥G↑
α,F ∥L2(R) ≤

1
2

∥F∥L2(K), α > 0,

∥(1 − J0)F∥L2(K), α = 0,
(3.3)

が成り立つ. つまり (3.1)は Cα,2 = 1/2として成り立つ.

証明. (3.2)を示す. 命題 2.27より

∥g→α,F ∥2
L2(R) =

∥∥∥ ∞∑
n=0

√
α + ne−

√
α+ntJnF

∥∥∥2

L2(K)
=

∞∑
n=0

(α + n)e−2
√

α+nt∥JnF∥2
L2(K)

となり, Fubiniの定理より

∥G→
α,F ∥2

L2(R) =
∫

B

∫ ∞

0

t(g→α,F (·, t))2 dtdµ

=
∫ ∞

0

t∥g→α,F (·, t)∥2
L2(R) dt =

∞∑
n=0

∥JnF∥2
L2(K)(α + n)

∫ ∞

0

te−2
√

α+nt dt

となる. ここで

λ

∫ ∞

0

te−2
√

λt dt =

1/4, λ > 0,

0, λ = 0,
(3.4)

となることに注意し, Itô-Wiener展開 (定理 1.19)を用いれば (3.2)が得られる.
次に (3.3)を示す. 命題 2.27と命題 2.23より

∥g↑α,F ∥L2(R) =
∫

B

(DQ
(α,1/2)
t F,DQ

(α,1/2)
t F )L 1

(2)(H;K) dµ

=
∫

B

(−LQ
(α,1/2)
t F,Q

(α,1/2)
t F )K dµ =

∞∑
m,n=0

e−(
√

α+m+
√

α+n)t

∫
B

(−LJmF, JnF )K dµ

=
∞∑

m,n=0

e−(
√

α+m+
√

α+n)t

∫
B

(mJmF, JnF )K dµ =
∞∑

n=1

ne−2
√

α+nt∥JnF∥2
L2(K)

が得られる. そして Fubiniの定理より

∥G↑
α,F ∥

2
L2(R) =

∫
B

∫ ∞

0

t(g↑α,F (·, t))2 dtdµ

=
∫ ∞

0

t∥gα,F (·, t)∥2
L2(R) dt =

∞∑
n=1

n∥JnF∥2
L2(K)

∫ ∞

0

te−2
√

α+nt dt

が従う. 最後に (3.4)に注意すれば結論が得られる.
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3.1.2 いくつかの補題
この小節では B = Rn, K = Rm, µ(dξ) := (2π)n/2 exp(−|ξ|2/2))dξ とし, B 上の Ornstein-

Uhlenbeck過程について考察する. これは Littlewood-Paley-Steinの不等式を示す際に重要な補題と
なる. B 値 Brown運動 {ωt = t(ω1

t , . . . , ωn
t ) | t ∈ [0,∞)}に対して確率微分方程式{

dXt =
√

2 dωt − Xt dt, t > 0,

X0 = ξ

を考えると, その解 {Xt = t(X1
t , . . . , Xn

t ) | t ∈ [0,∞)} は B 値 Ornstein-Uhlenbeck 過程である.
{Wt | t ∈ [0,∞)}を生成作用素 ∂2/∂β2をもつXとは独立な 1次元Brown運動とする. ξ ∈ Bから出
発するXの法則をPξ, β ∈ [0,∞)から出発するWの法則をPW

β と表わす. そしてB×[0,∞)上の確率
分布 νを初期分布とする (X,W )の結合法則を P̂νで表わす. つまり P̂ν =

∫
B×[0,∞)

Pξ⊗PW
β ν(dξdβ)

とする. さらに情報増大系 {F̂t := σ{(Xs,Ws) | s ∈ [0, t]} | t ∈ [0,∞)}に関する停止時刻 τ を
τ := inf{t ∈ [0,∞) | Wt = 0}と定義する

F ∈ P(K)に対して u(x, t) := Q
(α,1/2)
t F (x)とおくと u ∈ C2,2(B × (0,∞);K)でありu(x, 0) = F (x), x ∈ B,

Lu(x, t) + ∂2u(x, t) = αu(x, t), (x, t) ∈ B × (0,∞),

が成り立つ. ここで LはOrnstein-Uhlenbeck作用素でB = Rn上では L = ∆−x · ∇と表現できる.
Itôの公式より

uj(Xt∧τ , Wt∧τ ) = M j
t + (BV1)j

t + (BV2)j
t + (BV3)j

t + (BV4)j
t

が得られる. ここで

M j
t = uj(X0,W0) +

√
2

∫ t∧τ

0

∇uj(Xs,Ws) · dωs +
∫ t∧τ

0

∂uj(Xs,Ws) dWs,

(BV1)j
t := −

∫ t∧τ

0

Xs · ∇uj(Xs,Ws) ds,

(BV2)j
t :=

1
2

n∑
ν,λ=1

∫ t∧τ

0

∂ν∂λuj(Xs,Ws) d〈Xν , Xλ〉s,

(BV3)j
t :=

1
2

n∑
ν=1

∫ t∧τ

0

∂ν∂uj(Xs,Ws) d〈W,Xν〉s,

(BV4)j
t :=

1
2

∫ t∧τ

0

∂2uj(Xs,Ws) d〈W,W 〉s

である. ただし ∂νuj(x, t)は uj(x, t)の xの第 ν成分に関する偏導関数を表わし, ∂uj(x, t)は uj(x, t)
の tに関する偏導関数を表わす. 以降∇, ∆は xに関する微分を表わすものとする. (X,W )の 2次
変分過程が

〈Xj , Xk〉t = 2tδjk, 〈W,Xj〉t = 0, 〈W,W 〉t = 2t
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となることに注意すれば (BV3)j
t = 0と

(BV1)j
t + (BV2)j

t + (BV4)j
t

= −
∫ t∧τ

0

Xs · ∂νuj(Xs,Ws) ds +
∫ t∧τ

0

∆uj(Xs, Ws) ds +
∫ t∧τ

0

∂2uj(Xs,Ws) ds

=
∫ t∧τ

0

[
Luj(Xs, Ws) + ∂2uj(Xs,Ws)

]
ds =

∫ t∧τ

0

αuj(Xs,Ws) ds

が得られる. よって

uj(Xt∧τ ,Wt∧τ ) = M j
t +

∫ t∧τ

0

αuj(Xs,Ws) ds(3.5)

が従う. さらに Itôの公式を用いれば

|uj(Xt∧τ ,Wt∧τ )|2 − |uj(X0,W0)|2

=
∫ t∧τ

0

2uj(Xs∧τ ,Ws∧τ )
[
dM j

s + αuj(Xs,Ws) ds
]

+
1
2

∫ t∧τ

0

2 d〈M j ,M j〉s

= 2
∫ t∧τ

0

uj(Xs,Ws)dM j
s + 2

∫ t∧τ

0

α|uj(Xs,Ws)|2 ds + 〈M j ,M j〉t∧τ

が得られる. そしてM の 2次変分過程が

〈M j ,M j〉t = 2
∫ t∧τ

0

[
|∇uj(Xs,Ws)|2 + |∂uj(Xs,Ws)|2

]
ds

と表わせる. D = ∇であるから

|DQ
(α,1/2)
t F (x)|2 = |Du(x, t)|2 =

m∑
j=1

|∇uj(x, t)|2,

∣∣∣ ∂

∂t
Q

(α,1/2)
t F (x)

∣∣∣2 =
∣∣∣ ∂

∂t
u(x, t)

∣∣∣2 =
m∑

j=1

|∂uj(x, t)|2

が従い,これより

〈M,M〉t :=
m∑

j=1

〈M j ,M j〉t = 2
∫ t∧τ

0

[
m∑

j=1

|∇uj(Xs,Ws)|2 +
m∑

j=1

|∂uj(Xs,Ws)|2
]

ds

= 2
∫ t∧τ

0

[
|DQ

(α,1/2)
Ws

F (Xs)| +
∣∣∣ ∂

∂t
Q

(α,1/2)
Ws

F (Xs)
∣∣∣2] ds

= 2
∫ t∧τ

0

|gα,F (Xs,Ws)|2 ds

(3.6)

が得られる. ゆえに

(3.7) |u(Xt∧τ ,Wt∧τ )|2 − |u(X0,W0)|2

= 2
∫ t∧τ

0

u(Xs, Ws) · dMs + 2
∫ t∧τ

0

[
α|u(Xs,Ws)|2 + |gα,F (Xs, Ws)|2

]
ds

が分かる.
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補題 3.4 ([15, Proposition 3.10]). j を B × [0,∞)の非負可測関数とすれば

Êµ⊗δβ

[ ∫ τ

0

j(Xs,Ws) ds

]
=

∫
B

∫ ∞

0

(β ∧ b)j(x, b) µ(dx)db

が成立する.

補題 3.5 ([15, Proposition 3.11]). j を B × [0,∞)の非負可測関数とすれば

Êµ⊗δβ

[ ∫ τ

0

j(Xs,Ws) ds

∣∣∣∣ Xτ

]
=

∫ ∞

0

(β ∧ b)
[
Q

(0,1/2)
b j(·, b)

]
(Xτ ) db Pµ×δβ

-a.s.

が成立する.

補題 3.6 ([15, Theorem 3.3]). 1 < p < ∞とし, F ∈ P(R)に対して

F×(x) := sup
0≤t<∞

|TtF (x)|, x ∈ B,

とおく. このとき

∥F×∥Lp(R) ≤
p

p − 1
∥F∥Lp(R)

が成り立つ.

3.1.3 1 < p < 2の場合の証明
定理 3.1の証明 (1 < p < 2の場合). 1次元マルチンゲール {Nt | t ∈ [0,∞)}と有界変動過程

{Ci
t | t ∈ [0,∞)}, i = 1, 2,を

Nt :=
∫ t∧τ

0

u(Xs,Ws) · dMs,

C1
t := α

∫ t∧τ

0

|u(Xs,Ws)|2 ds, C2
t :=

∫ t∧τ

0

|gα,F (Xs,Ws)|2 ds

とおく. (3.7)より |u(Xt∧τ ,Wt∧τ )|2 − |u(X0, W0)|2 = 2Nt + 2C1
t + 2C2

t となるので, Itôの公式よ
り,任意の ε > 0に対して

(|u(Xt∧τ ,Wt∧τ )|2 + ε)p/2 = (|u(X0,W0)|2 + ε)p/2 + 2 · p

2

∫ t∧τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−1 dNs

+ (BV1)t + (BV2)t + (BV3)t + (BV4)t

となる. ここで

(BV1)t := 2 · p

2

∫ t∧τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−1 dC1
s ,

(BV2)t := 2 · p(p − 1)
2

∫ t∧τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−1 dC2
s ,

(BV3)t := 2 · p(2 − p)
2

∫ t∧τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−1 dC2
s ,

(BV4)t :=
1
2
22 · p

2

(p

2
− 1

) ∫ t∧τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−2 d〈N,N〉s
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である. まずは

Êµ×δβ

[
(|u(Xt∧τ , Wt∧τ )2 + ε)p/2

]
≤ Êµ×δβ

[(BV2)t](3.8)

を示そう. そのためには (BV3)t + (BV4)t ≥ 0を示せば良い. マルチンゲール {N j
t | t ∈ [0,∞)}を

N j
t :=

∫ t∧τ

0
uj(Xs,Ws)dM j

s として定めれば, Kunita-Watanabeの不等式を用いることで, N の 2次
変分過程に対して

〈N j , Nk〉t =
∫ t∧τ

0

uj(Xs, Ws)uk(Xs,Ws) d〈M j , Mk〉s

≤
[ ∫ t∧τ

0

|uj(Xs,Ws)|2 d〈Mk,Mk〉s
]1/2[ ∫ t∧τ

0

|uk(Xs,Ws)|2 d〈M j ,M j〉s
]1/2

なる評価が得られる. Nt =
∑

j N j
t なので Cauchy-Schwarzの不等式を用いることで

〈N,N〉t =
∑
j,k

〈N j , Nk〉t

≤

[ ∑
j,k

∫ t∧τ

0

|uj(Xs,Ws)|2 d〈Mk,Mk〉s

]1/2[ ∑
j,k

∫ t∧τ

0

|uk(Xs,Ws)|2 d〈M j ,M j〉s

]1/2

=
∫ t∧τ

0

|u(Xs,Ws)|2 d〈M,M〉s ≤ 2
∫ t∧τ

0

|u(Xs,Ws)|2|gα,F (Xs,Ws)|2 ds

が得られる. 最後の変形では (3.6)を用いた. これより

(BV3)t + (BV4)t

=
p(2 − p)

2

∫ t∧τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−2
[
2|u(Xs,Ws)|2|gα,F (Xs,Ws)|2

]
ds

+
p(p − 2)

2

∫ t∧τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−2 d〈N,N〉s

=
p(2 − p)

2

∫ t∧τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−2
[
2|u(Xs,Ws)|2|gα,F (Xs,Ws)|2 ds − d〈N,N〉s

]
≥ 0

となり, (3.8)が分かる. そして t → ∞とすることで

lim
t→∞

Êµ×δβ
[(BV2)t] ≤ Êµ×δβ

[
(|u(Xτ ,Wτ )|2 + ε)p/2

]
= Êµ×δβ

[
(|F (Xτ )|2 + ε)p/2

]
= ∥(|F |2 + ε)1/2∥p

Lp(R)

が得られる. 補題 3.6で定義した F× に対して

|u(·, b)| = |Q(α,1/2)
b F (·)| ≤

∫ ∞

0

e−αs|TsF (·)|λ(1/2)
b (ds) ≤

∫ ∞

0

e−αs|F×(·)|λ(1/2)
b (ds) ≤ F×(·)

が成り立つので

lim
t→∞

Êµ×δβ
[(BV2)t] = p(p − 1)Êµ×δβ

[ ∫ τ

0

(|u(Xs,Ws)|2 + ε)p/2−1gα,F (Xs,Ws)2 ds

]
= p(p − 1)

∥∥∥∥∫ ∞

0

(β ∧ b)(|u(·, b)|2 + ε)p/2−1gα,F (·, b)2 db

∥∥∥∥
L1(R)

≥ p(p − 1)
∥∥∥∥∫ ∞

0

(β ∧ b)(|F×|2 + ε)p/2−1gα,F (·, b)2 db

∥∥∥∥
L1(R)
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となる. よって

∥(|F |2 + ε)1/2∥p
Lp(R) ≥ p(p − 1)

∥∥∥∥∫ ∞

0

(β ∧ b)(|F×|2 + ε)p/2−1gα,F (·, b)2 db

∥∥∥∥
L1(R)

を得る. β → ∞として

∥(|F |2 + ε)1/2∥p
Lp(R) ≥ p(p − 1)∥(|F×|2 + ε)p/2−1|Gα,F |2∥L1(R)

= p(p − 1)∥(|F×|2 + ε)(p−2)/4Gα,F ∥2
L2(R)

となる. そして

∥Gα,F ∥Lp(R) ≤ ∥(|F×|2 + ε)(2−p)/4(|F×|2 + ε)(p−2)/4Gα,F ∥Lp(R)

≤ ∥(|F×|2 + ε)(2−p)/4∥L2p/(2−p)(R)∥(|F×|2 + ε)(p−2)/4Gα,F ∥L2(R)

≤ 1
p(p − 1)

∥(|F×|2 + ε)(2−p)/4∥L2p/(2−p)(R)∥(|F |2 + ε)1/2∥p/2
Lp(R)

なので ε ↓ 0として,補題 3.6を用いれば

∥Gα,F ∥Lp(R)

≤ 1
p(p − 1)

∥|F×|(2−p)/2∥L2p/(2−p)(R)∥F∥p/2
Lp(K) ≤

1
p(p − 1)

∥F×∥(2−p)/2
Lp(R) ∥F∥p/2

Lp(K)

≤ 1
p(p − 1)

( p

p − 1
∥F∥Lp(K)

)(2−p)/2

∥F∥p/2
Lp(K) =

1
p(p − 1)

( p

p − 1

)(2−p)/2

∥F∥Lp(K)

が得られる. ¤

3.1.4 2 < p < ∞の場合の証明
命題 3.7. 次の等式が成り立つ:

Mt = Êµ⊗δβ

[
F (Xτ ) − α

∫ τ

0

Q
(α,1/2)
Ws

F (Xs) ds

∣∣∣∣ F̂t

]
P̂µ×δβ

-a.s.

証明. (3.6)と補題 3.4より 〈M,M〉∞ := limt→∞〈M,M〉t に対して

Êµ⊗δβ
[〈M,M〉∞] = 2Êµ⊗δβ

[ ∫ τ

0

|gα,F (Xs,Ws)|2ds

]
= 2

∫
B

∫ ∞

0

(β ∧ b)|gα,F (·, b)|2 dµdb

≤ 2
∫

B

∫ ∞

0

b|gα,F (·, b)|2 dµdb = 2
∫

B

|Gα,F |2 dµ = 2∥Gα,F ∥2
L2(R)

が得られ, M が一様可積分なマルチンゲールであることが分かる. よってM∞ := limt→∞ Mtが存
在し, u(x, β) = Q

(α,1/2)
β F (x)とWτ = 0に注意すれば (3.5)より

M∞ = lim
t→∞

[
u(Xt∧τ ,Wt∧τ ) − α

∫ τ

0

u(Xs,Ws) ds

]
= Q

(α,1/2)
Wτ

F (Xτ ) − α

∫ t∧τ

0

Q
(α,1/2)
Ws

F (Xs) ds = F (Xτ ) − α

∫ τ

0

Q
(α,1/2)
Ws

F (Xs) ds

が成り立つ.
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定義 3.8. H→
α,F ,H↑

α,F , Hα,F : B → Rを

H→
α,F (x) :=

(∫ ∞

0

t
[
Q

(0,1/2)
t (g→α,F (·, t))2

]
(x) dt

)1/2

, x ∈ B,

H↑
α,F (x) :=

(∫ ∞

0

t
[
Q

(0,1/2)
t (g↑α,F (·, t))2

]
(x) dt

)1/2

, x ∈ B,

Hα,F (x) :=
(∫ ∞

0

t
[
Q

(0,1/2)
t (gα,F (·, t))2

]
(x) dt

)1/2

, x ∈ B,

とおく.

命題 3.9. 2 ≤ p < ∞ならば αと pに依存する定数 Cα,p > 0が存在し,すべての F ∈ P(K)に対
して

∥Hα,F ∥Lp(R) ≤ Cα,p∥F∥Lp(K)

が成り立つ.

証明. 補題 3.5と条件付き期待値に関する Jensenの不等式より

∫
B

(∫ ∞

0

(β ∧ t)
[
Q

(0,1/2)
t (gα,F (·, t))2

]
(x) dt

)p/2

µ(dx)

=
∫

B

(
Êµ×δβ

[ ∫ τ

0

(gα,F (Xs,Ws))2 ds

∣∣∣∣ Xτ = x

])p/2

µ(dx)

≤
∫

B

Êµ×δβ

[ (∫ τ

0

(gα,F (Xs,Ws))2 ds

)p/2 ∣∣∣∣ Xτ = x

]
µ(dx)

= Êµ×δβ

[(∫ τ

0

(gα,F (Xs,Ws))2 ds

)p/2 ]
= Êµ×δβ

[(∫ τ

0

[
α|u(Xs,Ws)|2(gα,F (Xs, Ws))2

]
ds

)p/2 ]
. ∥F∥p

Lp(K)

が得られる. これより

∥Hα,F ∥p
Lp(R) =

∫
B

(∫ ∞

0

t
[
Q

(0,1/2)
t (gα,F (·, t))2

]
(x) dt

)p/2

µ(dx)

= lim
β→∞

∫
B

(∫ ∞

0

(β ∧ t)
[
Q

(0,1/2)
t (gα,F (·, t))2

]
(x) dt

)p/2

µ(dx) . ∥F∥p
Lp(K)

が従う.

命題 3.10. 1 < p < ∞のとき,すべての F ∈ P(K)に対して

G→
α,F (x) ≤ 2H→

α,F (x), x ∈ B,

G↑
α,F (x) ≤ 2H↑

α,F (x), x ∈ B,

が成り立つ.
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証明. F ∈ P(K)に対して

∥Q(α,1/2)
t F (x)∥2

K =
∥∥∥∥∫ ∞

0

e−αsTsF (x)λ
1/2
t (ds)

∥∥∥∥2

K

≤
∫ ∞

0

e−αs∥TsF (x)∥2
K λ

(1/2)
t (ds) ≤

∫ ∞

0

∥TsF (x)∥2
K λ

(1/2)
t (ds) = Q

(0,1/2)
t

[
∥F∥2

K

]
(x)

となる. {Q(α,1/2)
t }t>0 が半群であることより

∂

∂a
Q(α,1/2)

a F (x)
∣∣∣∣
a=t+s

=
∂

∂s
Q

(α,1/2)
t+s F (x)

=
∂

∂s
[Q(α,1/2)

t Q(α,1/2)
s ]F (x) = Q

(α,1/2)
t

∂

∂s
Q(α,1/2)

s F (x)

が成り立つ. また命題 2.28より

DQ(α,1/2)
a F (x)

∣∣
a=t+s

= Q
(α+1,1/2)
t+s DF (x)

= Q
(α+1,1/2)
t Q(α+1,1/2)

s DF (x) = Q
(α+1,1/2)
t DQ(α,1/2)

s F (x)

も成り立つ. したがって

g→α,F (x, 2t)2 =
∥∥∥∥ ∂

∂a
Q(α,1/2)

a F (x)
∣∣∣∣
a=2t

∥∥∥∥2

K

=
∥∥∥∥Q

(α,1/2)
t

∂

∂s
Q

(α,1/2)
t F (x)

∥∥∥∥2

K

≤ Q
(0,1/2)
t

[∥∥∥∥ ∂

∂s
Q(α,1/2)

s F (·)
∥∥∥∥2

K

]
(x) = Q

(0,1/2)
t (g→α,F (·, t))2(x),

g↑α,F (x, 2t)2 =
∥∥DQ(α,1/2)

a F (x)
∣∣
a=2t

∥∥2

K
=

∥∥Q
(α,1/2)
t DQ

(α,1/2)
t F (x)

∥∥2

K

≤ Q
(0,1/2)
t

[∥∥DQ(α,1/2)
s F (·)

∥∥2

K

]
(x) = Q

(0,1/2)
t (g↑α,F (·, t))2(x)

が得られ

G→
α,F (x)2 =

∫ ∞

0

tg→α,F (x, t)2 dt =
∫ ∞

0

2s(g→α,F (x, 2s))22 ds

≤ 4
∫ ∞

0

sQ
(0,1/2)
t (g→α,F (·, 2s))2(x) ds = 4H→

α,F (x)2,

G↑
α,F (x)2 =

∫ ∞

0

tg↑α,F (x, t)2 dt =
∫ ∞

0

2s(g↑α,F (x, 2s))22 ds

≤ 4
∫ ∞

0

sQ
(0,1/2)
t (g↑α,F (·, 2s))2(x) ds = 4H↑

α,F (x)2

が従う.

定理 3.1の証明 (2 < p < ∞の場合). 命題 3.10より

Gα,F (x)2 = G→
α,F (x)2 + G↑

α,F (x)2 ≤ 4[H→
α,F (x)2 + H↑

α,F (x)2] = 4Hα,F (x)2

となり,これと命題 3.9より結論が従う. ¤
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3.2 ノルムの定義
定義 3.11. r ∈ Rに対して,線形作用素 (1 − L)r/2 : P(K) → P(K)を

(α − L)r/2F :=
∞∑

n=0

(α + n)r/2JnF, F ∈ P(K),

と定める.

注意 3.12. α > 0, 0 < β ≤ 1のとき −(α − L)β は Lp(K)上の縮小半群 {Q(α,β)
t }t≥0 の生成作用

素である.

命題 3.13. r < 0のとき

(α − L)r/2 =
1

Γ(−r/2)

∫ ∞

0

e−αtt−r/2−1Tt dt

が成り立つ. ここで Γはガンマ関数を表わす.

証明. P(K)上で
∑∞

n=0 Jn が恒等写像であることと TtJn = e−ntJn に注意すると∫ ∞

0

e−αtt−r/2−1Tt dt =
∫ ∞

0

e−αtt−r/2−1Tt

∞∑
n=0

Jn dt

=
∞∑

n=0

(∫ ∞

0

e−(α+n)tt−r/2−1 dt

)
Jn =

∞∑
n=0

Γ(−r/2)(α + n)r/2Jn = Γ(−r/2)(α − L)r/2

が得られ,主張が従う.

命題 3.14. r ≤ 0のとき (α − L)r/2 は Lp(K)から Lp(K)への連続作用素である.

証明. r = 0のときの主張の成立は明らかなので r < 0のときを示す. F ∈ P(K)とする. 命題
3.13により

∥(α − L)−r/2F∥Lp(K) ≤
1

Γ(−r/2)

∫ ∞

0

e−αtt−r/2−1∥TtF∥Lp(K) dt

≤ 1
Γ(−r/2)

∫ ∞

0

e−αtt−r/2−1∥F∥Lp(K) dt ≤ αr/2∥F∥Lp(K)

となる. これより主張が示された.

命題 3.15. (α − L)r/2 は P(K)から P(K)への全単射である.

証明. 命題 2.31より P(K)上で

(α − L)r/2(α − L)−r/2 = (α − L)−r/2(α − L)r/2 = 1

が成り立つ. これより (α − L)r/2 の逆写像が (α − L)−r/2 であることが従い,全単射であることも
分かる.

命題 3.16. (P(K), ∥(α − L)r/2 · ∥Lp(K))はノルム空間である.

証明. F ∈ P(K)が ∥(α − L)r/2F∥Lp(K) = 0を満たすなら, (α − L)r/2F = 0となる. さらに,命
題 3.15より F = 0となる. その他のノルムの条件は明らかである.

命題 3.17. (P(K),
∑n

m=0 ∥Dm · ∥Lp(K))はノルム空間である.

証明. 明らか.
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3.3 同値性の証明
命題 3.18. α ≥ 0, 1 < p < ∞, n ∈ Nとする. α, p, nに依存する定数 c, C > 0が存在し,すべての

F ∈ P(K)に対して, α > 0ならば

c∥DnF∥Lp(L n
(2)(H;K)) ≤ ∥(α − L)n/2F∥Lp(K) ≤ C

n∑
m=0

∥DmF∥Lp(L m
(2)(H;K))(3.9)

が成り立つ. α = 0ならば

c∥DnF∥Lp(L n
(2)(H;K)) ≤ ∥(−L)n/2F∥Lp(K) ≤ C

n∑
m=1

∥DmF∥Lp(L m
(2)(H;K))(3.10)

が成り立つ.

証明. はじめに α ≥ 0に対して

∥DnF∥Lp(L 1
(2)(H;K)) . ∥(α − L)n/2F∥Lp(K)(3.11)

となること,つまり (3.9)と (3.10)の左辺が成立することを帰納法を用いて示す.
P(K)上で Q

(α+1,1/2)
t = e−(α+1−L)1/2t なる表現をもつので

∂

∂t
Q

(α+1,1/2)
t DF = e−(α+1−L)1/2t(−(α + 1 − L)1/2)DF

= De−(α−L)1/2t(−(α − L)1/2)F = −DQ
(α,1/2)
t (α − L)1/2F

が分かる. これより g↑α+1,DF = g→
α,(α−L)1/2F

,さらにG↑
α+1,DF = G→

α,(α−L)1/2F
が従う. よって n = 1

のとき α + 1 > 0なので,定理 3.1より

∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;K)) ≤ Cα+1,p∥G↑

α+1,DF ∥Lp(R)

= Cα+1,p∥G→
α,(α−L)1/2F ∥Lp(R) ≤ Cα+1,pCα,p∥(α − L)1/2F∥Lp(R)

が得られる. (1− J0)
√
−LF =

√
−LF に注意すれば α = 0のときの成立も分かる. よって n = 1の

とき (3.11)が成立することが分かる. nまでの成立を仮定すれば

∥Dn+1F∥Lp(L n+1
(2) (H;K)) = ∥DDnF∥Lp(L n+1

(2) (H;K))

. ∥(α + n − L)1/2DnF∥Lp(L n
(2)(H;K)) . ∥Dn(α − L)1/2F∥Lp(L n

(2)(H;K))

. ∥(α − L)n/2(α − L)1/2F∥Lp(L n
(2)(H;K)) = ∥(α − L)(n+1)/2F∥Lp(K)

が得られ, n + 1のときも (3.11)が成り立つことが分かる.
α > 0として (3.9)の右辺の成立を帰納法を用いて示す. q を pの共役指数とする. n = 1のとき

F,G ∈ P(K)に対して∣∣∣∣∫
B

((α − L)1/2F,G)K dµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

B

((α − L)F, (α − L)−1/2G)K dµ

∣∣∣∣
≤ α

∣∣∣∣∫
B

(F, (α − L)−1/2G)K dµ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∫

B

(−LF, (α − L)−1/2G)K dµ

∣∣∣∣
≤ α

∣∣∣∣∫
B

(F, (α − L)−1/2G)K dµ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∫

B

(DF,D(α − L)−1/2G)K dµ

∣∣∣∣
≤ α∥F∥Lp(K)∥(α − L)−1/2G∥Lq(K)

+ ∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;K))∥D(α − L)−1/2G∥Lq(L 1

(2)(H;K))
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となる. (3.11)より

∥D(α − L)−1/2G∥Lq(L 1
(2)(H;K)) . ∥(α − L)1/2(α − L)−1/2G∥Lq(K) = ∥G∥Lq(K)

なので (α − L)−1/2 が有界であることに注意すれば∣∣∣∣∫
B

((α − L)1/2F,G)K dµ

∣∣∣∣ . (∥F∥Lp(K) + ∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;K)))∥G∥Lq(K)

が得られるので, n = 1のときに (3.9)の右辺が成り立つことが分かる. nまでの成立を仮定すれば

∥(α − L)(n+1)/2F∥Lp(K) = ∥(α − L)1/2(α − L)n/2F∥Lp(K)

. ∥(α − L)n/2F∥Lp(K) + ∥D(α − L)n/2F∥Lp(K)

= ∥(α − L)n/2F∥Lp(K) + ∥(α + 1 − L)n/2DF∥Lp(K)

.
n∑

m=0

∥DmF∥Lp(L m
(2)(H;K)) +

n∑
m=0

∥DmDF∥Lp(L m+1
(2) (H;K))

.
n+1∑
m=0

∥DmF∥Lp(L m
(2)(H;K))

となり, n + 1のときも (3.9)の右辺が成り立つことが分かる.
α = 0として (3.10)の右辺の成立を帰納法を用いて示す. qを pの共役指数とする. n = 1のとき

F,G ∈ P(K)に対して∣∣∣∣∫
B

((−L)1/2F,G)K dµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

B

((−L)1/2F, (1 − J0)G)K dµ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
B

((−L)1/2F, (−L)1/2R(0,1/2)G)K dµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

B

(−LF,R(0,1/2)G)K dµ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
B

(DF,DR(0,1/2)G)K dµ

∣∣∣∣ ≤ ∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;K))∥DR(0,1/2)G∥Lq(L 1

(2)(H;K))

となる. (3.11)より∣∣∣∣∫
B

((−L)1/2F,G)K dµ

∣∣∣∣ . ∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;K))∥(−L)1/2R(0,1/2)G∥Lq(L 1

(2)(H;K))

= ∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;K))∥(1 − J0)G∥Lq(L 1

(2)(H;K)) ≤ ∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;K))∥G∥Lq(L 1

(2)(H;K))

が得られ, n = 1のときに (3.10)の右辺が成り立つことが分かる. nまでの成立を仮定すれば

∥(−L)(n+1)/2F∥Lp(K) = ∥(−L)1/2(−L)n/2F∥Lp(K)

. ∥D(−L)n/2F∥Lp(L 2
(2)(H;K)) = ∥(1 − L)n/2DF∥Lp(L 2

(2)(H;K))

となる. (3.9)の右辺より

∥(−L)(n+1)/2F∥Lp(K) .
n∑

m=0

∥DmDF∥Lp(L m+1
(2) (H;K)) =

n+1∑
m=1

∥DmF∥Lp(L m
(2)(H;K))

となり, n + 1のときも (3.10)の右辺が成り立つことが分かる.
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命題 3.19. 1 < p < ∞, n ∈ Nとする. p, nに依存する定数 C > 0が存在し,すべての F ∈ P(K)
に対して

∥DnF∥Lp(K) ≤ C
[
∥F∥Lp(K) + ∥Dn+1F∥Lp(L n+1

(2) (H;K))

]
(3.12)

が成り立つ.

証明. J0D
n = DnJn と 1 − J0 = R(0,1/2)(−L)1/2 より

∥DnF∥Lp(L n
(2)(H;K)) ≤ ∥J0D

nF∥Lp(L n
(2)(H;K)) + ∥(1 − J0)DnF∥Lp(L n

(2)(H;K))

≤ ∥DnJnF∥Lp(L n
(2)(H;K)) + ∥R(0,1/2)(−L)1/2DnF∥Lp(L n

(2)(H;K))

となる. (3.10)と R(0,1/2) の連続性より

∥DnF∥Lp(L n
(2)(H;K)) . ∥(−L)n/2JnF∥Lp(K) + ∥(−L)1/2DnF∥Lp(L n

(2)(H;K))

. ∥JnF∥Lp(K) + ∥Dn+1F∥Lp(L n+1
(2) (H;K))

が得られる. 最後の変形では (−L)n/2Jn = nn/2Jn と (3.10) を用いた. これと ∥J0F∥Lp(K) .
∥F∥Lp(K) より (3.12)が分かる.

定理 3.20. 1 < p < ∞, n ∈ N, α > 0とする. P(K)上のノルム

∥(α − L)n/2 · ∥Lp(K),

n∑
m=0

∥Dm · ∥Lp(L m
F (2)(H;K)),

∥ · ∥Lp(K) + ∥Dn · ∥Lp(L n
(2)(H;K))

は互いに同値である.

証明. (3.9)と (3.12)より直ちに従う.
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この章を通して, (B,H, µ)を抽象Wiener空間, K を可分 Hilbert空間とする. 1 < p < ∞に対し
て Lp(K) = Lp(B,µ; K)で Borel可測関数 F : B → K で p乗可積分なものの全体を表わす. また
特に断らなければ r ∈ Rとする.

4.1 Sobolev空間の定義
定義 4.1 (Sobolev空間). r ∈ R, 1 < p < ∞とする. ノルム空間 (P(K), ∥(1 − L)r/2 · ∥Lp(B,µ;K))

の完備化によって得られた Banach空間を Sobolev空間とよび, (W r,p(B,µ; K)), ∥ · ∥W r,p(K))で表
わす. とくに混乱の恐れがないときはW r,p(B,µ; K)をW r,p(K)と書くことにする.

命題 4.2 ([15, Proposition 4.9]). r ≤ s, 1 < p ≤ q < ∞とすれば

W s,q(K) ⊂ W r,p(K),

∥F∥W r,p(K) ≤ ∥F∥W s,q(K), F ∈ W s,q(K),

が成り立つ.

証明. F ∈ P(K)に対して

∥F∥W r,p(K) = ∥(1 − L)r/2F∥Lp(K) = ∥(1 − L)−(s−r)/2(1 − L)s/2F∥Lp(K)

≤ ∥(1 − L)s/2F∥Lp(K) ≤ ∥(1 − L)s/2F∥Lq(K) = ∥F∥W s,q(K)

が成り立つ.

命題 4.3. P(K)から P(K)への作用素 (1 − L)r/2 はW r,p(K)から Lp(K)への等距離同型写像
へ拡張できる.

証明. (W r,p(K), ∥ · ∥W r,pK))が (P(K), ∥(1 − L)r/2 · ∥Lp(K))の完備化であるから, 1対 1の線形
写像 κ : P(K) → W r,p(K)で κ(P(K))がW r,p(K)の中で稠密かつ

∥(1 − L)r/2f∥Lp(K) = ∥κ(f)∥W r,p(K), f ∈ P(K),

を満たすものが存在する. F ∈ κ(P(K))に対して κ(f) = F となる f ∈ P(K)が唯一つ存在するの
で, T : W r,p(K) → Lp(K)を

T (F ) = (1 − L)r/2f

によって定める. すると

∥T (F )∥Lp(K) = ∥(1 − L)r/2f∥Lp(K) = ∥κ(f)∥W r,p(K) = ∥F∥W r,p(K)

となる. これより T は κ(P(K))を定義域とする等長連続線形作用素であることが分かる. κ(P(K))
はW r,p(K)の中で稠密なので T は等長性を保ったままW r,p(K)上に一意的に拡張出来る.
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命題 4.4 ([15, Proposition 4.11]). 1/p + 1/q = 1 とする. W−r,q(K) は W r,p(K) の共役空間
W r,p(K)∗ と等距離同型である. この同型を与える写像を ι : W−r,q(K) → W r,p(K)と表わせば,
r > 0のとき F ∈ Lq(K) ⊂ W−r,q(K)と G ∈ W r,p(K) ⊂ Lp(K)に対して

W r,p(K)∗〈ιF,G〉W r,p(K) =
∫

B

(F,G)K dµ

が成り立つ.

証明. 命題 4.3より

A1 := (1 − L)r/2 : W r,p(K) → Lp(K),

A2 := (1 − L)−r/2 : W−r,q → Lq(K)

は共に等距離同型写像である. Lq(K) ∼= Lp(K)∗ の等距離同型に注意して

ι : W−r,q(K) A2−→ Lq(K)
∼=−→ Lp(K)∗

A∗
1−→ W r,p(K)∗

と置けば,これがW−r,q(K)とW r,p(K)∗ の等距離同型を与える写像である.
r > 0のとき F ∈ Lq(K) ⊂ W−r,q(K)と G ∈ W r,p(K) ⊂ Lp(K)に対して

W r,p(K)∗〈ιF,G〉W r,p(K) = W r,p(K)∗〈A∗
1(A2F )∗, G〉W r,p(K)

= Lp(K)∗〈(A2F )∗, A1G〉Lp(K) =
∫

B

((1 − L)−r/2F, (1 − L)r/2G)K dµ

=
∫

B

((1 − L)r/2(1 − L)−r/2F,G)K dµ =
∫

B

(F,G)K dµ

が成り立つ.

定義 4.5. n ∈ Nに対して

Wn,∞−(R) :=
∩

1<p<∞
Wn,p(R),

W(K) :=
∩

r∈R

∩
1<p<∞

W r,p(K),

W∗(K) :=
∪

r∈R

∪
1<p<∞

W r,p(K)

とおく. W∗(K)の元を一般Wiener汎関数という. 命題 4.2より上の定義は意味を持ち,命題 4.4よ
りW(K)の共役空間はW∗(K)となる.

4.2 Malliavin微分作用素とその共役作用素
命題 4.6 ([15, Proposition 4.13]). Malliavin微分作用素D : P(K) → P(L 1

(2)(H; K))はW r+1,p(K)
からW r,p(L 1

(2)(H; K))への連続作用素として一意的に拡張できる.
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証明. 命題 2.35より ϕ(ξ) := (ξ/(1 + ξ))r/2, ξ ∈ (−1, 1),に対して ϕ(−L) : P(K) → P(K)は
∥ · ∥Lp(K) に関して連続である. さらに (2.22)と (2.23)より, P(K)上で

D(1 − L)r/2ϕ(−L) = D(−L)r/2 = (1 − L)r/2D

が成り立つ. これらと (3.9)より F ∈ P(K)に対して

∥DF∥W r,p(K) = ∥(1 − L)r/2DF∥Lp(K) = ∥D(1 − L)r/2ϕ(−L)F∥Lp(K)

. ∥(1 − L)1/2(1 − L)r/2ϕ(−L)F∥Lp(K) = ∥ϕ(−L)(1 − L)(r+1)/2F∥Lp(K)

. ∥(1 − L)(r+1)/2F∥Lp(K) = ∥F∥W r+1,p(K)

が成り立ち,結論が得られる.

定義 4.7. 1/p + 1/q = 1とする. D : W r+1,p(K) → W r,p(L 1
(2)(H; K))の共役作用素を D∗ で表

わす. D∗ : W−r,q(L 1
(2)(H; K)) → W−(r+1),q(K)は連続作用素である.

命題 4.8 ([15, Proposition 4.16]). F ∈ P(L 1
(2)(H; K))に対して

D∗F (x) = − tr DF (x) + F (x)[x], x ∈ B,(4.1)

が成り立つ. さらに f ∈ P(R)に対して

D∗[fF ](x) = −(Df(x), F (x))L 1
(2)(H;R) + f(x)D∗F (x), x ∈ B,(4.2)

が成り立つ. [x]の定義は証明中で述べる.

証明. (4.1)について. D∗ はDの共役作用素なので, (4.1)はすべての G ∈ P(K)に対して∫
B

(− trDF (x) + F (x)[x], G(x))K µ(dx) =
∫

B

(F (x), DG(x))L 1
(2)(H;K) µ(dx)

が成り立つこと同値である.
F ∈ P(R), h ∈ H,κ ∈ Kとすれば Fh⊗κ ∈ P(L 1

(2)(H; K))であり, P(L 1
(2)(H; K))の元はこの

形の元の線形結合で表わされる. P(K)の元も Gκ′ ∈ P(R), κ′ ∈ K,の形の元の線形結合で表わせ
るので, F,G ∈ P(R)に対して∫

B

(− tr D[Fh ⊗ κ](x) + [Fh ⊗ κ](x)[x], [Gκ′](x))K µ(dx)

=
∫

B

([Fh ⊗ κ](x), D[Gκ](x))L 1
(2)(H;K) µ(dx)

が成立することを示せば (4.1)が得られる.
m変数多項式 f, gとH∗ の正規直交系 {ℓj}m

j=1 ⊂ B∗ を用いて

F (x) = f(ℓ(x)) = f(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉),

G(x) = g(ℓ(x)) = g(〈ℓ1, x〉, . . . , 〈ℓm, x〉)
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と表わせば

([Fh ⊗ κ](x), D[Gκ](x))L 1
(2)(H;K) =

(
f(ℓ(x))h ⊗ κ,

m∑
j=1

∂jg(ℓ(x))(ι∗ℓj) ⊗ κ′
)

L 1
(2)(H;K)

=
m∑

j=1

f(ℓ(x))∂jg(ℓ(x))(h ⊗ κ, (ι∗ℓj) ⊗ κ′)L 1
(2)(H;K)

=
m∑

j=1

f(ℓ(x))∂jg(ℓ(x))(h, ι∗ℓj)H(κ, κ′)K

となる. これより p(ξ) = (2π)−m/2 exp(−|ξ|2/2), ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm,とおけば∫
B

([Fh ⊗ κ](x), D[Gκ](x))L 1
(2)(H;K) µ(dx) =

m∑
j=1

(h, ι∗ℓj)H(κ, κ′)K

∫
B

f(ℓ(x))∂jg(ℓ(x))µ(dx)

=
m∑

j=1

(h, ι∗ℓj)H(κ, κ′)K

∫
Rm

f(ξ)∂jg(ξ)p(ξ)dξ

= −
m∑

j=1

(h, ι∗ℓj)H(κ, κ′)K

∫
Rm

g(ξ)∂j(fp)(ξ)dξ

= −
m∑

j=1

(h, ι∗ℓj)H(κ, κ′)K

∫
Rm

∂jf(ξ)g(ξ)p(ξ)dξ

+
m∑

j=1

(h, ι∗ℓj)H(κ, κ′)K

∫
Rm

ξjf(ξ)g(ξ)p(ξ)dξ

となる. {ι∗ℓj}m
j=1 を拡張した H∗ の完全正規直交系 {ι∗ℓk}∞k=1 に対して D[fh ⊗ κ](x)[ι∗ℓk, ι∗ℓk]

= DF (x)[ι∗ℓk](h, ι∗ℓk)Hκなので

tr D[Fh ⊗ κ](x) =
∞∑

k=1

DF (x)[ι∗ℓk](h, ι∗ℓk)Hκ

=
∞∑

k=1

m∑
j=1

∂jf(ℓ(x))(ι∗ℓj , ι
∗ℓk)H(h, ι∗ℓk)Hκ

=
m∑

j=1

∂jf(ℓ(x))(h, ι∗ℓj)Hκ

となる. さらに [x] :=
∑m

j=1〈ℓj , x〉ι∗ℓj とおけば

[Fh ⊗ κ](x)[x] = F (x)
( m∑

j=1

(h, ι∗ℓj)H〈ℓj , x〉
)
κ

となる. よって∫
B

([Fh ⊗ κ](x), D[Gκ](x))L 1
(2)(H;K) µ(dx)

=
∫

B

(− trD[Fh ⊗ κ](x) + [Fh ⊗ κ](x)[x], [Gκ′](x))K µ(dx)

が得られ, (4.1)が分かる.
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(4.2)について. f ∈ P(R)とすれば fF ∈ P(K)でありD[fF ] = Df ⊗ F + fDF となるので

tr D[fF ](x) =
∞∑

k=1

Df(x)[ι∗ℓk]F (x)[ι∗ℓk] + f(x)
∞∑

k=1

DF (x)[ι∗ℓk, ι∗ℓk]

= (Df(x), F (x))L 1
(2)(H;R) + f(x) tr DF (x)

となる. また [fF ](x)[x] = f(x)F (x)[x]である. よって (4.1)より x ∈ B に対して

D∗[fF ](x) = − tr D[fF ](x) + [fF ](x)[x]

= −(Df(x), F (x))L 1
(2)(H;R) − f(x) tr DF (x) + f(x)F (x)[x]

= −(Df(x), F (x))L 1
(2)(H;R) + f(x)D∗F (x)

が得られ, (4.2)が分かる.

命題 4.9. P(K)上で L = −D∗Dが成り立つ.

証明. F ∈ P(K)を {Fj}m
j=1 ⊂ P(R)と正規直交系 {κj}m

j=1を用いて F =
∑m

j=1 Fjκj と表わす.
このときDF =

∑m
j=1 DFj ⊗ κj ∈ P(L 1

(2)(H; K))なので x ∈ B に対して

D∗DF (x) =
m∑

j=1

D∗(DFj ⊗ κj)

=
m∑

j=1

(− trD(DFj ⊗ κj) + (DFj ⊗ κj)(x)[x])

= −
m∑

j=1

tr D2(F ⊗ κj) +
m∑

j=1

D(Fj ⊗ κj)(x)[x]

= − tr D2F (x) + DF (x)[x]

= −LF (x)

となる. 最後の変形は (2.10)から従う.

補題 4.10. 1 ≤ p, q, r < ∞は 1/p + 1/q = 1/rを満たすとし, F ∈ Lp(K)とする. 任意に h ∈ H

を固定するごとに,すべての s ∈ Rに対して

∥F (· + sh)∥r
Lr(K) ≤ ∥F (·)∥r

Lp(K) exp
(1

2

(q

r
− 1

)
s2∥h∥2

H

)
が成り立つ.

証明. Camerom-Martinの定理 (定理 1.6)より

∥F (· + sh)∥r
Lr(K) =

∫
B

∥F (x + sh)∥r
K µ(dx)

=
∫

B

∥F (x)∥r
K exp

(
− 1

2
s2∥h∥2

H + sI1(ĥ)(x)
)

µ(dx)

≤ ∥F (·)∥Lp/r(K)

∥∥∥ exp
(
− 1

2
s2∥h∥2

H + sI1(ĥ)(·)
)∥∥∥

Lq/r(R)
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となる. ここで H と H∗ を Rieszの表現定理で同一視したときに h ∈ H に対応する H∗ の元を
ĥ ∈ H∗ と表わし, I1(ĥ)は 1次Wiener積分を表わす. そして∥∥∥ exp

(
− 1

2
s2∥h∥2

H + sI1(ĥ)(·)
)∥∥∥q/r

Lq/r(R)
= exp

(
− q

2r
s2∥h∥2

H

) ∫
B

exp
(qs

r
I1(ĥ)(x)

)
µ(dx)

= exp
(
− q

2r
s2∥h∥2

H

)
exp

( q2

2r2
s2∥h∥2

H

)
= exp

(1
2

q

r

(q

r
− 1

)
s2∥h∥2

H

)
なので

∥F (· + sh)∥r
Lr(K) ≤ ∥F (·)∥r

Lp(K) exp
(1

2

(q

r
− 1

)
s2∥h∥2

H

)
が得られる.

命題 4.11 ([11, Lemma 2.1.4]). F ∈ W 1,p(K)とする. 任意に h ∈ H と s ∈ Rを固定するごとに

F (x + sh) − F (x) =
∫ s

0

DF (x + uh)[h] du µ-a.s.(4.3)

が成り立つ.

証明. F ∈ P(K)ならば,すべての x ∈ B に対して

d

ds
F (x + sh) = DF (x + sh)[h]

が成り立つ. さらに s 7→ DF (x + s(ιh))[h]は連続であるから (4.3)は確率 0の曖昧さなしに成り立
つ. 一般の F ∈ W 1,p(K)に対して

lim
j→∞

∥Fj − F∥W 1,p(K) = 0

なる {Fj}∞j=1 ⊂ P(K)が存在する. Fj ∈ P(K)は (4.3)を満たすことに注意すれば

(4.4)
∥∥∥∥F (· + sh) − F (·) −

∫ s

0

DF (· + uh)[h] du

∥∥∥∥
L1(K)

≤ ∥F (· + sh) − Fj(· + sh)∥L1(K) + ∥F (·) − Fj(·)∥L1(K)

+
∥∥∥∥∫ s

0

DFj(· + uh)[h] du −
∫ s

0

DF (· + uh)[h] du

∥∥∥∥
L1(K)

が得られる. 補題 4.10より 1/q + 1/q = 1なる 1 < q < ∞を用いて,右辺の第 1項は

(第 1項) ≤ ∥F (·) − Fj(·)∥Lp(K) exp
(1

2
(q − 1)s2∥h∥2

H

)
と評価できる. また右辺の第 3項は

(第 3項) ≤
∫ |s|

0

∥DFj(x + uh)[h] − DF (x + uh)[h]∥L1(K) du

≤
∫ |s|

0

∥DFj(x + uh) − DF (x + uh)∥L1(L 1
(2)(H;K))∥h∥H du

≤ ∥DFj − DF∥L1(L 1
(2)(H;K))∥h∥H

∫ |s|

0

exp
(1

2
(q − 1)u2∥h∥2

H

)
du

と評価できる. よって (4.4)において j → ∞とすれば結論が得られる.
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命題 4.12 ([16, Theorem 3.1]). F ∈ W 1,p(K)とする. h ∈ H を固定するごとに,任意の ε > 0に
対して

lim
s→0

µ

(
x ∈ B

∣∣∣∣ ∣∣∣∣F (x + sh) − F (x)
s

− DF (x)[h]
∣∣∣∣ > ε

)
= 0

が成り立つ. すなわち s → 0のとき (F (· + sh) − F (·))/sはDF (·)[h]に確率収束する.

証明. F ∈ W 1,p(K)に対して

lim
j→∞

∥Fj − F∥W 1,p(K) = 0

なる {Fj}∞j=1 ⊂ P(K)が存在する. ここで {F}∞j=1 と {DFj}∞j=1 はそれぞれ F と DF に Lp 収束
しているので,必要なら部分列をとることで,これらを概収束列としてよい. そして任意の ε > 0対
して

µ

(∥∥∥∥F (· + sh) − F (·)
s

− DF (·)[h]
∥∥∥∥

K

> 4ε

)
≤ µ

(∥∥∥∥F (· + sh) − Fj(· + sh)
s

∥∥∥∥
K

> ε

)
+ µ

(∥∥∥∥F (·) − Fj(·)
s

∥∥∥∥
K

> ε

)
+ µ

(∥∥∥∥Fj(· + sh) − Fj(·)
s

− DFj(·)[h]
∥∥∥∥

K

> ε

)
+ µ(∥DF (·)[h] − DFj(·)[h]∥K > ε)

が成り立つ. 補題 4.10と測度の単調性より,右辺第 1,2および 3項は

(第 1項) ≤ µ(∥F (· + sh) − Fj(· + sh)∥K > |s|ε)

≤ µ(∥F (·) − Fj(·)∥K > |s|ε)1/2 exp
(1

2
s2∥h∥2

H

)
≤ µ(∥F (·) − Fj(·)∥K > 0)1/2 exp

(1
2
s2∥h∥2

H

)
,

(第 2項) ≤ µ(∥F (·) − Fj(·)∥K > 0),

(第 3項) ≤ µ(∥DF (·) − DFj(·)∥L 1
(2)(H;K)∥h∥H > ε)

≤ µ(∥DF (·) − DFj(·)∥L 1
(2)(H;K) > 0)

と評価ができる. これらと s → 0のとき (Fj(· + sh) − Fj(·))/s − DFj(·)[h]が 0に各点で収束する
ことより

lim sup
s→0

µ

(∥∥∥∥F (· + sh) − F (·)
s

− DF (·)[h]
∥∥∥∥

K

> 4ε

)
≤ µ(∥F (·) − Fj(·)∥K > 0)1/2 + µ(∥F (·) − Fj(·)∥K > 0)

+ µ(∥DF (·) − DFj(·)∥L 1
(2)(H;K) > 0)

が得られる. 最後に {F}∞j=1と {DFj}∞j=1はそれぞれ F とDF に概収束しているので, j → ∞とす
れば結論が得られる.

命題 4.13 ([11, Proposition 1.2.5][14, Proposition 2.2]). F ∈ W 1,p(K)が DF = 0 µ-a.s.を満たせ
ば F =

∫
B

F dµ µ-a.s.である.
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証明. 命題 4.11より,すべてのh ∈ Hに対してF (·+(ιh)) = F (·) µ-a.s.が分かり, Cameron-Martin
の定理 (定理 1.6)より

C :=
∫

B

F (x) µ(dx) =
∫

B

F (x + ιh) µ(dx)

=
∫

B

F (x) exp
(
−1

2
∥h∥2

H + I1(ĥ)(x)
)

µ(dx) = e−∥h∥2
H/2

∫
B

F (x)eI1(ĥ)(x) µ(dx)

が成り立つ. これと I1(ĥ)の Laplace変換
∫

B
eI1(ĥ)(x) µ(dx)が e∥h∥2

H/2 に一致することより∫
B

(F (x) − C)eI1(ĥ)(x) µ(dx) = Ce∥h∥2
H/2 − C

∫
B

eI1(ĥ)(x) µ(dx) = 0

が得られ,命題 1.7より主張が従う.

命題 4.14 ([11, Proposition 1.3.16]). F ∈ W 1,p(K)が Bの Borel集合 A上で F = 0 µ-a.s.ならば,
A上でDF = 0 µ-a.s.である.

4.3 Sobolev空間の特徴付け
この節を通して n ∈ N ∪ {0}, 1 < p, q, r < ∞とする.

命題 4.15 ([15, Lemma 4.20]). r ∈ R, 1/p + 1/q = 1, F ∈ W∗(K)とする. C > 0が存在し,すべ
ての f ∈ P(K)に対して

|W∗(K)〈F, f〉W(K)| ≤ C∥f∥W−r,q(K)

が成立すれば F ∈ W r,p(K)となる.

証明. 仮定より P(K) ∋ f 7→ W∗(K)〈F, f〉W(K) ∈ RはW−r,q(K)からRへの連続作用素として
拡張できる. つまり W∗(K)〈F, ·〉W(K) ∈ W−r,q(K)∗ となる. 命題 4.4より G ∈ W r,p(K)が存在し
て,すべての f ∈ P(K)に対して

W∗(K)〈F, f〉W(K) = W r,p(K)〈G, f〉W−r,q(K)

が成立する. これより F = G ∈ W r,p(K)が得られる.

命題 4.16 ([15, Proposition 4.21]). F ∈ Lp(K)とする. F̃ ∈ Lp(L n
(2)(H;K))が存在し,すべての

G ∈ P(L n
(2)(H,K))に対して∫

B

(F̃ , G)L n
(2)(H;K) dµ =

∫
B

(F, (D∗)nG)K dµ

が成立すれば, F ∈ Wn,p(K)かつ F̃ = DnF µ-a.s.となる.

証明. すべてのm ∈ Nに対して P(K)上で

(D∗)m(DR(0,1))m = 1 −
m−1∑
k=0

Jk(4.5)
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となることを帰納法を用いて示す. ここで R(0,1) =
∑∞

k=1 k−1Jk である (命題 2.33). m = 1のとき
命題 4.9よりD∗D = −L =

∑∞
k=1 kJk なので

D∗DR(0,1) =
( ∞∑

k=1

kJk

)
(1 − J0) = 1 − J0

が得られる. mのときを仮定すれば

(D∗)m+1(DR(0,1))m+1 = D∗(D∗)m(DR(0,1))mDR(0,1) = D∗
(
1 −

m∑
k=0

Jk

)
DR(0,1)

= D∗DR(0,1)
(
1 −

m∑
k=0

Jk

)
= (1 − J0)

(
1 −

m∑
k=0

Jk

)
= 1 −

m∑
k=0

Jk

となりm + 1のときも成立するので, (4.5)が示された.
qを pの共役指数とすれば,任意の f ∈ P(K)に対して∣∣∣∣

W∗(K)

〈
f,

(
1 −

n∑
k=0

Jk

)
F

〉
W(K)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
W∗(K)

〈(
1 −

n∑
k=0

Jk

)
f, F

〉
W(K)

∣∣∣∣
=

∣∣W∗(K)〈(D∗)n(DR(0,1))nf, F 〉W(K)

∣∣
=

∣∣
Lq(L n

(2)(H;K))〈(DR(0,1))nf, F̃ 〉Lp(L n
(2)(H;K))

∣∣
≤ ∥(DR(0,1))nf∥Lq(L n

(2)(H;K))∥F̃∥Lp(L n
(2)(H;K))

. ∥f∥W−n,p(K)∥F̃∥Lp(L n
(2)(H;K))

が成り立つ. これと命題 4.15より (1 −
∑m

k=0 Jk)F ∈ Wn,p(K)となる. また 0 ≤ k ≤ nならば
JkF ∈ Wn,p(K)であり

F =
(
1 −

n∑
k=0

Jk

)
F +

n∑
k=0

JkF

なので結論が得られる.

命題 4.17 ([11, Exercise 1.2.13],[15, Proposition 4.18]). K1,K2を可分Hilbert空間, 1/p+1/q = 1/r

とする. F ∈ Wn,p(K1), G ∈ Wn,q(K2)のとき F ⊗ G ∈ Wn,r(K1 ⊗ K2)かつ

Dν(F ⊗ G) =
ν∑

k=0

(
ν

k

)
DkF ⊗ Dν−kG, 1 ≤ ν ≤ n,

が成立する. さらに nと p, qのみに依存する正定数 C が存在し

∥F ⊗ G∥W n,r(K1⊗K2) ≤ C∥F∥W n,p(K1)∥G∥W n,q(K2)

が成立する.

証明. F,Gが多項式の場合は直接的に証明する. 一般の F,Gの場合は多項式で近似する.

命題 4.18 ([15, Propositon 4.18]). 1/p + 1/q = 1/rとする. F ∈ Wn,p(K), G ∈ Wn,q(K)のとき
(F,G)K ∈ Wn,r(R)かつ

Dν(F,G)K =
ν∑

k=0

(
ν

k

)
(DkF,Dν−kG)K , 1 ≤ ν ≤ n,
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が成立する. さらに nと p, qのみに依存する正定数 C が存在し

∥(F,G)K∥W n,r(R) ≤ C∥F∥W n,p(K)∥G∥W n,q(K)

が成立する.

証明. F,Gが多項式の場合は直接的に証明する. 一般の F,Gの場合は多項式で近似する.

命題 4.19 ([11, Proposition 1.5.3]). F ∈ Lp(K)に対して

lim
j→∞

∥F − Fj∥Lp(K) = 0,

sup
j∈N

∥Fj∥W n,p(K) < ∞

を満たす {Fj}∞j=1 ⊂ Wn,p(K)が存在すれば F ∈ Wn,p(K)となる. さらに 1 ≤ ν ≤ nに対して
{DνFj}∞j=1 はDνF に Lp(L ν

(2)(H; K))弱収束する.

証明. 必要なら部分列を取ることで {DnFj}∞j=1 ⊂ Lp(L n
(2)(H;K))を弱収束列としてよい. その

極限を F̃ と書くことにすれば,任意の G ∈ P(L n
(2)(H;K))に対して∫

B

(F̃ , G)L n
(2)(H;K) dµ = lim

j→∞

∫
B

(DnFj , G)L n
(2)(H;K) dµ

= lim
j→∞

∫
B

(Fj , (D∗)nG)K dµ =
∫

B

(F, (D∗)nG)K dµ

が成り立つ. よって命題 4.16より F ∈ W r,p(K)が従う. また任意の弱収束する部分列は上の等式
を満たすので {DνFj}j=1∞ はDνF へ弱収束する.

命題 4.20. ϕ ∈ Cn
poly(R

d;R)とする. K > 0と k ∈ N ∪ {0}をすべての |α| ≤ nなる多重指数 α

に対して

|∂αϕ(ξ)| ≤ K(1 + |ξ|k), ξ ∈ Rd,

を満たすように取る. F ∈ Wn,(n+k)p(Rd)ならば ϕ ◦ F ∈ Wn,p(R)かつ

∥ϕ ◦ F∥W n,p(R) ≤ CK
(
1 + ∥F∥k

L(n+k)p(Rd)

)(
1 + ∥F∥n

W n,(n+k)p(Rd)

)
(4.6)

が成り立つ. ここで C は nと k, pのみに依存する正定数である.

証明. まず F ∈ P(Rd) の場合に証明する. 例 2.19 より多重指数 α によって決まる DF, . . . ,

Dn−|α|+1F の n階のテンソル積の線形結合 Pα(DF, . . . ,Dn−|α|+1F )を用いて

Dn(ϕ ◦ F ) =
∑

1≤|α|≤n

(∂αϕ ◦ F )Pα(DF, . . . ,Dn−|α|+1F )

となる. ここですべての |α| ≤ nなる多重指数 αに対して F ∈ Wn,(n+k)p(Rd)なので ∂αϕ ◦ F ∈
L(n+k)p/k(R)かつ

∥∂αϕ ◦ F∥L(n+k)p/k(R)

≤ K

(∫
B

(1 + |F |k)(n+k)p/k dµ

)k/(n+k)p

≤ 2K

( ∫
B

(1 + |F |(n+k)p) dµ

)k/(n+k)p

= 2K
(
1 + ∥F∥(n+k)p

L(n+k)p(Rd)

)k/(n+k)p

≤ 4K
(
1 + ∥F∥k

L(n+k)p(Rd)

)
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が成り立ち,また命題 4.17より Pα(DF, . . . ,Dn−|α|+1F ) ∈ L(n+k)p/n(L n
(2)(H;R))かつ

∥Pα(DF, . . . ,Dn−|α|+1F )∥L(n+k)p/n(L n
(2)(H;R)) ≤ Cα∥F∥n

W n,(n+k)p(Rd)

が成り立つ. ただしCαは αと n, k, pのみに依存する定数である. そして k/(n+k)p+n/(n+k)p =
1/pよりDn(ϕ ◦ F ) ∈ Lp(L n

(2)(H;R))かつ

∥Dn(ϕ ◦ F )∥Lp(L n
(2)(H;R))

≤
∑

1≤|α|≤n

∥∂αϕ ◦ F∥L(n+k)p/k(R)∥Pα(DF, . . . ,Dn−|α|+1F )∥L(n+k)p/n(L n
(2)(H;R))

≤
∑

1≤|α|≤n

4K
(
1 + ∥F∥k

L(n+k)p(Rd)

)
Cα∥F∥n

W n,(n+k)p(Rd)

が得られる. よって Cn :=
∑

1≤|α|≤n Cα と置けば

∥ϕ ◦ F∥W n,p(R) ≤ 4K
(
1 + ∥F∥k

L(n+k)p(Rd)

)
+ 4KCn

(
1 + ∥F∥k

L(n+k)p(Rd)

)
∥F∥n

W n,(n+k)p(Rd)

= 4(1 + Cn)K
(
1 + ∥F∥k

L(n+k)p(Rd)

)(
1 + ∥F∥n

W n,(n+k)p(Rd)

)
となり,結論が得られる. 一般の F ∈ Wn,(n+k)p(Rd)の場合は |∇ϕ(ξ)| ≤ dK(1 + |ξ|k)より,すべ
ての ξ, η ∈ Rd に対して

|ϕ(ξ) − ϕ(η)| ≤ 2kdK(1 + |ξ|k + |η|k)|ξ − η|

が成り立つので,を limj→∞ ∥F − Fj∥W n,(n+k)p(Rd) = 0なる {Fj}∞j=1 ⊂ P(Rd)をとると

∥ϕ ◦ Fj − ϕ ◦ F∥Lp(R) ≤ 2kdK∥(1 + |Fj |k + |F |k)(Fj − F )∥Lp(R)

≤ 2kdK∥1 + |Fj |k + |F |k∥L(n+k)p/k(R)∥Fj − F∥L(n+k)p/n(R)

≤ 2kdK
(
1 + ∥Fj∥k

L(n+k)p(R) + ∥F∥k
L(n+k)p(R)

)
∥Fj − F∥L(n+k)p(R)

となる. よって {ϕ◦Fj}∞j=1は ϕ◦F に Lp収束する. そして (4.6)より supj∈N ∥ϕ◦Fj∥W n,p(R) < ∞
なので,命題 4.19より結論が従う.

命題 4.21 ([11, Proposition 1.2.4]). F ∈ W 1,p(Rd) で ϕ ∈ C0(Rd;R) が Lipschitz 連続ならば
ϕ ◦ F ∈ W 1,p(R)となる. さらに有界なRd 値Wiener汎関数 G = (G1, . . . , Gd)が存在し

D(ϕ ◦ F ) =
d∑

k=1

GkDF k

となる.

証明. 台が {ξ ∈ Rd | |ξ| ≤ 1}に含まれる非負値関数 α ∈ C∞
0 (Rd;R)で

∫
Rd α(ξ)dξ = 1を満た

すものをとり, αj(ξ) := jdα(jξ), ϕj := ϕ ∗ αj とおく. ただし ∗は畳み込みを表わす. ϕの Lipschitz
定数を Lとすれば, ξ, η ∈ Rd に対して

|ϕj(ξ)−ϕj(η)| ≤
∫
Rd

|ϕ(ξ−ζ)−ϕ(η−ζ)|αj(ζ) dζ ≤
∫
Rd

L|(ξ−ζ)−(η−ζ)|αj(ζ) dζ ≤ L|ξ−η|
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が成り立つ. これより |∇ϕj | ≤ Lが分かり {ϕj}∞j=1 ⊂ C1
poly(R

d;R)が従う. 命題 4.20よりϕj ◦F ⊂
W 1,p(R)かつ

D(ϕj ◦ F ) =
d∑

k=1

(∂kϕj ◦ F )DF k

となる. ϕ は Lipschitz 連続なので ϕ ◦ F ∈ Lp(R) となり, {ϕj}∞j=1 が ϕ に一様収束するので
{ϕj ◦F}∞j=1は ϕ ◦F に Lp収束する. {∂1ϕj ◦F}∞j=1は有界なので必要なら部分列をとることで Lp

弱収束列としてよい. その極限をG1とする. 必要ならさらに部分列をとることで {∂2ϕj ◦F}∞j=1 を
Lp弱収束列としてよい. その極限をG2とする. 帰納的に {∂kϕj ◦ F}∞j=1は Lp弱収束列とし,その
極限を Gk とする. このとき f ∈ P(L 1

(2)(H;R))に対して

∫
B

( d∑
k=1

GkDF k, f

)
L 1

(2)(H;R)

dµ = lim
j→∞

∫
B

( d∑
k=1

(∂kϕj ◦ F )DF k, f

)
L 1

(2)(H;R)

dµ

= lim
j→∞

∫
B

(D(ϕj ◦ F ), f)L 1
(2)(H;R) dµ = lim

j→∞

∫
B

(ϕj ◦ F )(D∗f) dµ =
∫

B

(ϕ ◦ F )(D∗f) dµ

が成り立つので,命題 4.16より主張が従う.

命題 4.22 ([7, Lemma 2.2][11, Exercise 1.3.4]). 1/p + 1/q = 1とする. F ∈ W 1,p(R)かつ 1/F ∈
Lq(R)ならば µ(F > 0)は 0または 1となる.

証明. 0 < ε < 1とする. ϕ,ϕε : R → Rを

ϕ(ξ) :=


1, ξ > 0,

0, ξ = 0,

−1, ξ < 0,

ϕε(ξ) :=


1, ξ > ε,

ξ/ε, −ε ≤ ξ ≤ ε,

−1, ξ < −ε,

と定義すれば, |ϕ ◦ F − ϕε ◦ F | ≤ 1{|F |≤ε}2ε/|F |と 1/F ∈ Lq(R)より

lim
ε→0+

∥ϕ ◦ F − ϕε ◦ F∥Lq(R) ≤ 2 lim
ε→0+

ε∥1{|F |≤ε}/F∥Lq(R) = 0

が成り立つ. 命題 4.20より {ϕε ◦ F}0<ε<1 ⊂ W 1,p(R)かつ

D(ϕε ◦ F ) = (ϕ′
ε ◦ F )DF = ε−11{|F |≤ε}DF

となる. さらに

∥1{|F |≤ε}∥Lq(R) =
(∫

B

1{|F |≤ε} dµ

)1/q

≤
(∫

B

1{|F |≤ε}

(
ε

|F |

)q

dµ

)1/q

= ε∥1{|F |≤ε}/F∥Lq(R)
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なので, G ∈ S0(L 1
(2)(H;R))に対して ∥G∥L∞(L 1

(2)(H;R)) := supx∈B ∥G(x)∥L 1
(2)(H;R) とおけば∣∣∣∣ ∫

B

(ϕε ◦ F )D∗Gdµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∫

B

(D(ϕε ◦ F ), G)L 1
(2)(H;R) dµ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
B

ε−11{|F |≤ε}(DF,G)L 1
(2)(H;R) dµ

∣∣∣∣
≤ ε−1∥1{|F |≤ε}∥Lq(R)∥DF∥Lp(L 1

(2)(H;R))∥G∥L∞(L 1
(2)(H;R))

≤ ε−1ε∥1{|F |≤ε}/F∥Lq(R)∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;R))∥G∥L∞(L 1

(2)(H;R))

= ∥1{|F |≤ε}/F∥Lq(R)∥DF∥Lp(L 1
(2)(H;R))∥G∥L∞(L 1

(2)(H;R))

が成り立つ. これより∣∣∣∣ ∫
B

(ϕ ◦ F )D∗Gdµ

∣∣∣∣ = lim
ε→0+

∣∣∣∣ ∫
B

(ϕε ◦ F )D∗Gdµ

∣∣∣∣
≤ lim

ε→0+
∥1{|F |≤ε}/F∥Lq(R)∥DF∥Lp(L 1

(2)(H;R))∥G∥L∞(L 1
(2)(H;R))

= 0

が従い,命題 4.16より ϕ ◦ F ∈ W 1,p(R)かつDF = 0 µ-a.s.が分かる. 命題 4.13より ϕ ◦ F は定数
であるから µ(F > 0)は 0または 1である.

命題 4.23. 1 < p, q, r < ∞は 1/p + 1/q = 1/rを満たす. F ∈ Wn,np(R)かつ 1/F ∈ L(n+1)q(R)
ならば 1/F ∈ Wn,r(R)かつ

∥1/F∥W n,r(R) ≤ C
(
∥1/F∥Lr(R) + ∥F∥n

W n,np(R)∥1/F∥n+1
L(n+1)q(R)

)
≤ 2C∥F∥n

W n,np(R)∥1/F∥n+1
L(n+1)q(R)

となる. ここで C は nと p, q, rのみに依存する正定数である.

証明. 命題 4.22より µ(F > 0) = 1を仮定してよい. 0 < ε < 1に対して 0 ≤ ξ < ∞のとき

ϕε(ξ) =
1

ξ + ε

となる ϕε ∈ Cn
b (R;R)をとる. 命題 4.20より ϕε ◦ F ∈ Wn,p(R)となる. そして高々n次のテンソ

ル積 Pν(F, . . . ,DnF )を用いて

Dn(ϕε ◦ F ) = (F + ε)−(n+1)
n∑

ν=1

εn−νPν(F, . . . ,DnF )

となる. さらに 1/(F + ε) ≤ 1/F より (F + ε)−(n+1) ∈ Lq(R)かつ

∥(F + ε)−(n+1)∥Lq(R) ≤ ∥1/F∥n+1
L(n+1)q(R)

となる. また Pν(F, . . . ,DnF ) ∈ Lp(L n
(2)(H;R))かつ

∥Pν(F, . . . ,DnF )∥Lp(L n
(2)(H;R)) . ∥F∥n

W n,np(R)
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となる. よって

∥Dn(ϕε ◦ F )∥Lr(L n
(2)(H;R))

. ∥(F + ε)−(n+1)∥L(n+1)q(R)

n∑
ν=1

εn−ν∥Pν(F, . . . ,DnF )∥Lp(L n
(2)(H;R))

. ∥F∥n
W n,np(R)∥1/F∥n+1

Lq(R)

が得られる. また 1/F ∈ Lr(R)かつ

∥1/F − ϕε ◦ F∥Lr(R) ≤ ε∥1/F 2∥Lr(R) ≤ ε∥1/F∥2
L(n+1)q(R)

となる. 命題 4.19より 1/F ∈ Wn,r(R)と初めの不等式が得られる. そして

1 = ∥F · (1/F )∥Lr(R) ≤ ∥F∥Lp(R)∥1/F∥Lq(R) ≤ ∥F∥W n,np(R)∥1/F∥L(n+1)q(R)

なので 2番目の不等式が得られる.

命題 4.24. 1 < p, q1, q2, r < ∞ は 1/p + 1/q1 + 1/q2 = 1/r を満たす. F ∈ Wn,p(R) と G ∈
Wn,nq1(R)および 1/G ∈ L(n+1)q2(R)が成り立つならば F/G ∈ Wn,r(R)かつ

∥F/G∥W n,r(R) ≤ C∥F∥W n,p(R)∥G∥n
W n,nq1 (R)∥1/G∥n+1

L(n+1)q2 (R)

となる. ここで C は nと q1, q2, rのみに依存する正定数である.

証明. 命題 4.23より 1/q := 1/q1 + 1/q2に対して 1/G ∈ Wn,q(R)となる. 1/q + 1/q = 1/rより
F/G ∈ Wn,r(R)が得られる.
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この章では [15]の Chapter 5の拡張, [2]の精密化を行う. Wiener汎関数の部分積分公式 (主定理
1)を証明し,それを用いてRd値Wiener汎関数 F の開集合A ⊂ Rd上で分布の Lebesgue測度に関
する絶対連続性とその分布密度の滑らかさを見る (主定理 2).

5.1 有限測度の絶対連続性と密度の滑らかさに関する補題
命題 5.1 ([5, Lemma 4.4][10, pp. 196-197]). ν をRd 上の有限測度とする. 各 1 ≤ j ≤ dに対して

Cj > 0が存在し ∣∣∣∣ ∫
Rd

∂jϕdν

∣∣∣∣ ≤ Cj∥ϕ∥∞, ϕ ∈ C∞
0 (Rd;R),

が成り立つならば, ν はRd 上で Lebesgue測度に関して絶対連続となり, Lebesgue測度に関する密
度 ρ ∈ Ld/(d−1)(Rd, dξ;R) ∩ L1(Rd, dξ;R)をもつ. ただし ∥ · ∥∞ は一様ノルムを表わし, d = 1の
とき Ld/(d−1)(Rd, dξ;R)は本質的に有界な関数全体を表わす.

命題 5.2. V ⊂ Rd を領域, ν を V 上の有限測度とする. 各 1 ≤ j ≤ dに対して Cj > 0が存在し∣∣∣∣ ∫
V

∂jϕdν

∣∣∣∣ ≤ Cj∥ϕ∥∞, ϕ ∈ C∞
0 (V ;R),

が成り立つならば, νは V 上で Lebesgue測度に関して絶対連続となり, Lebesgue測度に関する密度
ρ ∈ L

d/(d−1)
loc (V, dξ;R) ∩ L1(V, dξ;R)をもつ. ただし d = 1のとき L

d/(d−1)
loc (V, dξ;R)はすべての

W̄ ⊂ V なる有界開集合W 上で本質的に有界な関数全体を表わす.

証明. W̄ ⊂ V なる有界開集合W に対して, θW ∈ C∞
0 (Rd;R)を

θW (ξ) =

1, ξ ∈ W̄ ,

0, ξ ∈ V {,

を満たすようにとる. θW νはRd上の有限測度であり, ϕ ∈ C∞
0 (Rd;R)に対してϕθW ∈ C∞

0,V (Rd;R)
なので∣∣∣∣ ∫

Rd

(∂jϕ)θW dν

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∫

V

(∂j(ϕθW ) − ϕ∂jθW ) dν

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫
V

∂j(ϕθW ) dν

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ ∫

V

ϕ∂jθW dν

∣∣∣∣
≤ Cj∥ϕθW ∥∞ + ∥ϕ∥∞∥∂jθW ∥∞ν(V ) ≤

[
Cj∥θW ∥∞ + ∥∂jθW ∥∞ν(V )

]
∥ϕ∥∞

が成り立つ. 命題 5.1を用いると, θW νは Lebesgue測度に関して絶対連続であり, Lebesgue測度に関
する密度 ρW ∈ Ld/(d−1)(Rd, dξ;R)∩L1(Rd, dξ;R)が存在することが分かる. W は任意であったの
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で νは V 上で Lebesgue測度に関して絶対連続であり, Lebesgue測度に関する密度 ρ ∈ L1(V, dξ;R)
が存在する. そして ρはW 上では ρW に一致するので ρ ∈ L

d/(d−1)
loc (V, dξ;R) ∩ L1(V, dξ;R)とな

る.

命題 5.3 (Sobolevの不等式 [3, Theorem10.1]). q > d, V ⊂ Rd を C2 級の境界をもつ有界領域と
する. ρ ∈ Lq(V, dξ;R)が弱微分可能で ∂jρ ∈ Lq(V, dξ;R)ならば ρ ∈ C(V̄ ;R)かつ

∥ρ∥C(V̄ ;R) ≤ C

(
d∑

j=1

∥∂jρ∥d/q

Lq(V,dξ;Rd)

)
∥ρ∥1−d/q

Lq(V,dξ;R)

が成り立つ. ここで ∥ρ∥C(V̄ ;R) := supξ∈V̄ |ρ(ξ)|であり, Cは V と d, qのみに依存する正定数である.

補題 5.4. n ∈ N, q > d, V ⊂ Rd を C2 級の境界をもつ有界領域とする. V 上の有限測度 ν はす
べての 1 ≤ |α| ≤ nなる多重指数 αに対して gα ∈ Lq(V, ν;R)が存在し∫

V

∂αϕdν =
∫

V

ϕgα dν, ϕ ∈ C∞
0 (V ;R),(5.1)

が成り立つ. このとき ν は V 上で Lebesgue測度に関して絶対連続であり, Lebsgue測度に関する密
度 ρ ∈ Cn−1(V̄ ;R)をもち

∥ρ∥C(V̄ ;R) ≤ C

(
d∑

α1=1

∥g(α1)∥d
Lq(V,ν;R)

)
ν(V )1−d/q

が成り立つ. ここで C は V と d, qのみに依存する正定数である.

証明. 命題 5.2と ∣∣∣∣ ∫
V

∂(j)ϕdν

∣∣∣∣ ≤ ∥g(j)∥L1(V,ν;R)∥ϕ∥∞

より ν は V 上で分布密度 ρ ∈ L1(V, dξ;R)をもつ. そして (5.1)より∫
V

∂αϕρ dξ =
∫

V

∂αϕdν =
∫

V

ϕgα dν =
∫

V

ϕgαρ dξ

なので,弱微分の意味で ∂αρ = (−1)|α|gαρが成り立つ. α = (α1),つまり |α| = 1のときを考える
と,合成関数の微分公式より ∂α(ρ1/q) = −(1/q)gαρ1/q となり,可積分性に関して

∥ρ1/q∥Lq(V,dξ;R) =
( ∫

V

ρ dξ

)1/q

= ν(V )1/q,

∥∂αρ1/q∥Lq(V,dξ;R) =
1
q

( ∫
V

|gα|qρ dξ

)1/q

≤ ∥gα∥Lq(V,ν;R)

が成り立つ. 命題 5.3より ρ1/q ∈ C(V̄ ;R)かつ

∥ρ1/q∥C(V̄ ;R) ≤ C

(
d∑

α1=1

∥gα∥d/q
Lq(V,ν;R)

)
ν(V )(1−d/q)/q

が得られる. ここで C は命題 5.3で与えられる V と d, q のみに依存する正定数である. これより
ρ ∈ C(V̄ ;R)かつ

∥ρ∥C(V̄ ;R) ≤ Cq

(
d∑

α1=1

∥gα∥d/q
Lq(V,ν;R)

)q

ν(V )1−d/q ≤ Cqdq

(
d∑

α1=1

∥gα∥d
Lq(V,ν;R)

)
ν(V )1−d/q
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が従う. つぎに 1 ≤ |α| ≤ nのときを考えると, ρ ∈ C(V̄ ;R)より

∥∂αρ∥Lq(V,dξ;R) =
(∫

V

|gαρ|q dξ

)1/q

≤ ∥ρ∥(q−1)/q

C(V̄ ;R)

( ∫
V

|gα|qρ dξ

)1/q

≤ ∥ρ∥1−1/q

C(V̄ ;R)
∥gα∥Lq(V,ν;R)

となる. 1 ≤ |α| ≤ n − 1とすれば,命題 5.3より ∂αρ ∈ C(V̄ ;R)かつ

∥∂αρ∥C(V̄ ρ;R) ≤ C

(
d∑

β1=1

(
∥ρ∥1−1/q

C(V̄ ;R)
∥gα+(β1)∥Lq(V,ν;R)

)d/q

)(
∥ρ∥1−1/q

C(V̄ ;R)
∥gα∥Lq(V,ν;R)

)1−d/q

≤ C

(
d∑

β1=1

∥gα+(β1)∥d/q
Lq(V,ν;R)

)
∥gα∥1−d/q

Lq(V,ν;R)∥ρ∥
1−1/q

C(V̄ ;R)

が得られる. ここで C は命題 5.3 で与えられる V と d, q のみに依存する正定数である. ゆえに
ρ ∈ Cn−1(V̄ ;R)が従う.

5.2 局所非退化Wiener汎関数の部分積分公式と分布密度の滑らかさ
この節では主定理 1と主定理 2を示す. n ∈ N, 1 < p, q, r < ∞とし p′で pの共役指数を表わす.

定義 5.5 (局所非退化). F ∈ W 1,p(Rd)に対してRd の開集合 Aと 1/q = 1/q1 + · · · + 1/qn なる
1 < q1, . . . , qn < ∞および,すべての 1 ≤ m ≤ nに対して U ∈ Wm,qm(Hd)となる Hd 値Wiener
汎関数 U が存在し

1{F∈A}[(DF j , Uk)H − δjk] = 0 µ-a.s.(5.2)

を満たすならば, F を (A, n, q)局所非退化という. ただし δjk は j = kのとき 1, j ̸= kのとき 0を
とる.

定理 5.6 (主定理 1). 1/p + 1/q + 1/r ≤ 1, 1/s := 1/q + 1/r, F ∈ W 1,p(Rd)は (A,n, q)局所非退
化とする. すべての 1 ≤ |α| ≤ nなる多重指数 αと G ∈ Wn,r(R)に対して Gα ∈ Ls(R)が存在し∫

B

(∂αϕ ◦ F )Gdµ =
∫

B

(ϕ ◦ F )Gα dµ, ϕ ∈ Cn
0,A(Rd;R),

が成り立つ. とくに形式的に r = ∞, G = 1とした場合も s := qとしてこれらは成り立つ.

証明. 1 ≤ m ≤ nに対して s1 ≥ sm ≥ sn = sなる単調減少数列 {sm}n
m=1 を帰納的に

1
sm

:=


1
qn

+
1
r
, m = 1,

1
qn−(m−1)

+
1

sm−1
, 2 ≤ m ≤ n

(5.3)

と定義する. Gα ∈ Wn−m,sm(R) ⊂ Ls(R) に対して主張が成立することを |α| = m に関する
帰納法を用いて示していく. |α| = m = 1 のとき, α = (α1) として主張を示す. 命題 4.20 より
ϕ ◦ F ∈ W 1,p(Rd)かつD(ϕ ◦ F ) =

∑d
j=1(∂jϕ ◦ F )DF j が成り立つ. D(ϕ ◦ F )と Uα1 のH に関
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する内積を考え, ∂jϕ ◦ F = (∂jϕ ◦ F )1{F∈A} に注意すると

(D(ϕ ◦ F ), Uα1
G)H =

d∑
j=1

(∂jϕ ◦ F )(DF j , Uα1
)HG

=
d∑

j=1

(∂jϕ ◦ F )Gδjα1 +
d∑

j=1

(∂jϕ ◦ F )G1{F∈A}[(DF j , Uα1
)H − δjα1 ] = (∂α1ϕ ◦ F )G

が分かる. Uα1 ∈ Wn,qn(H)と G ∈ Wn,r(R)および (5.3)より Hölder の不等式を用いることで
Uα1

G ∈ Wn,s1(H)が得られる. そして 1/p + 1/s1 ≤ 1/p + 1/s ≤ 1なので∫
B

(∂αϕ ◦ F )Gdµ =
∫

B

(D(ϕ ◦ F ), Uα1
G)H dµ =

∫
B

(ϕ ◦ F )(D∗(Uα1
G)) dµ

が成り立つ. これより Gα = D∗(Uα1
G) ∈ Wn−1,s1(R) ⊂ Ls(R) に対して主張が成立すること

が分かる. 2 ≤ m ≤ n に対して m − 1 のときを仮定し, m のときを示す. 多重指数 α, β はそ
れぞれ |α| = m − 1 と |β| = 1 を満たす. とくに β = (β1) とする. m − 1 のときの仮定より
Gα ∈ Wn−(m−1),sm−1(R)が存在し∫

B

(∂α+βϕ ◦ F )G dµ =
∫

B

(∂α∂βϕ ◦ F )Gdµ =
∫

B

(∂βϕ ◦ F )Gα dµ

が成り立つ. そして |α| = 1 のときと同様にして (∂βϕ ◦ F )Gα = (D(ϕ ◦ F ), Uβ1
Gα)H が得

られる. Uβ1 ∈ Wn−(m−1),qn−(m−1) と Gα ∈ Wn−(m−1),sm−1(R) および (5.3) より Uβ1
Gα ∈

Wn−(m−1),sn−m(H)となるので, 1/p + 1/sm ≤ 1/p + 1/s ≤ 1に注意すれば∫
B

(∂βϕ ◦ F )Gα dµ =
∫

B

(ϕ ◦ F )(D∗(Uβ1
Gα)) dµ

となり, Gα+β := D∗(Uβ1
Gα) ∈ Wn−m,sm(R) ⊂ Ls(R)に対して主張が成り立つことが分かる.

定理 5.7 (主定理 2). q > d, 1/p + 1/q ≤ 1とする. F ∈ W 1,p(Rd)が (A,n, q)局所非退化ならば,
F は A上で分布密度 ρ ∈ Cn−1(A;R)をもつ.

証明. C2 級の境界をもつ有界領域 V ⊂ Aを固定する. 定理 5.6より, 1 ≤ |α| ≤ nなる多重指数
αに対して 1α ∈ Lq(R)が存在し∫

B

(∂αϕ ◦ F )1 dµ =
∫

B

(ϕ ◦ F )1α dµ, ϕ ∈ C∞
0,V (Rd;R),

が成り立つ. (1αµ) ◦ F−1 を να と表わし, V 上の符号付き測度と見なす. ν∅ = ν に注意すれば,
ϕ ∈ C∞

0 (V ;R)に対して∣∣∣∣ ∫
V

ϕdνα

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∫

B

(ϕ ◦ F )1α dµ

∣∣∣∣ ≤ ∥ϕ ◦ F∥Lq′ (µ)∥1
α∥Lq(µ) = ∥1α∥Lq(µ)∥ϕ∥Lq′ (V,ν;R)

が成り立つ. ここで 1/q′ + 1/q = 1 である. したがって gα ∈ Lq(V, ν;R) で να = gαν と
∥gα∥Lq(V,ν;R) ≤ ∥1α∥Lq(µ) を満たすものが存在し∫

V

∂αϕdν =
∫

V

ϕgα dν, ϕ ∈ C∞
0 (V ;R),

となる. 補題 5.4より ν は V 上で分布密度 ρV ∈ Cn−1(V̄ ;R)をもつ. したがって F は A上で分布
密度 ρをもち, V 上では ρ = ρV なので ρ ∈ Cn−1(A;R)が得られる.
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5.3 局所非退化の十分条件と先行研究との比較
この節ではWiener汎関数が局所非退化となる十分条件を与え,それを用いてWiener汎関数の分

布密度の存在と滑らかさに関する先行研究と定理 5.7との比較を行う.

5.3.1 局所非退化の十分条件
1 < r1, r2, r3 < ∞は 1/r1+1/r2+1/r3 = 1/qを満たすとし, n ∈ Nに対してM(n) = n(n+3)/2

とおく. またHd値Wiener汎関数 u = (u1, . . . , ud)とRd2 値Wiener汎関数 γ = (γjk)1≤j,k≤dを固
定し, ∆ := det γとおく. ∆ ̸= 0のとき γの逆行列 γ−1の第 (j, k)成分を (γ−1)jk と表わす. この設
定の下で次の命題を示すことをこの小節の残りの目標とする.

命題 5.8. F ∈ W 1,p(Rd)が (A,n, q)局所非退化となるための十分条件は, 1/r1+1/r2+1/r3 = 1/q

を満たす 1 < r1, r2, r3 < ∞, u ∈ Wn,nr1(Hd)を満たすHd値Wiener汎関数 u = (u1, . . . , ud),およ
びγ ∈ Wn,(dM(n)−n)r2(Rd2

)と1/∆ ∈ LM(n)r3(R)を満たすRd2値Wiener汎関数γ = (γjk)1≤j,k≤d

が存在し,さらに

1{F∈A}[(DF j , uk)H − γjk] = 0 µ-a.s.

を満たすことである. さらに d > q, 1/p + 1/q ≤ 1ならば F は A上で分布密度 ρ ∈ Cn−1(A;R)を
もつ.

命題 5.9. γ ∈ Wm,(d(m+1)−1)r2(Rd2
)が 1/∆ ∈ L(m+1)r3(R)を満たすならば,逆行列 γ−1が存在

し, 1/r4 := 1/r2 + 1/r3 に対して第 (j, k)成分が (γ−1)jk ∈ Wm,r4(R)かつ

∥(γ−1)jk∥W m,r4 (R) ≤ C∥γ∥d(m+1)−1

W m,(d(m+1)−1)r2 (Rd2 )
∥1/∆∥m+1

L(m+1)r3 (R)

となる. ここで C はmと r2, r3 および dに依存する正定数である.

証明. 行列式の定義と命題 4.18より∆ ∈ Wm,(d(m+1)−1)r2/d(R)かつ

∥∆∥W m,(d(m+1)−1)r2/d(R) ≤ d!∥γ∥d
W m,(d(m+1)−1)r2 (Rd2 )

が直ちに分かり,命題 4.23より 1/r† := dm/(d(m + 1) − 1)r2 + 1/r3 に対して 1/∆ ∈ Wm,r†
(R)

かつ

∥1/∆∥
W m,r† (R)

≤ C1∥∆∥m
W m,(d(m+1)−1)r2/d(Rd2 )

∥1/∆∥m+1
L(m+1)r3 (R)

≤ C1(d!)m∥γ∥dm
W m,(d(m+1)−1)r2 (Rd2 )

∥1/∆∥m+1
L(m+1)r3 (R)

が得られる. ここで C1 はmと r2, r3, r
†,つまりmと r2, r3, dのみに依存する正定数である. d = 1

のときは ∆11 = 1と約束し, d > 1のときに γ の第 (j, k)余因子を ∆jk と表わせば,行列式の定義
と命題 4.18より∆jk ∈ Wm,(d(m+1)−1)r2/(d−1)(R)かつ

∥∆jk∥W m,(d(m+1)−1)r2/(d−1)(R) ≤ (d − 1)!∥γ∥d−1

W m,(d(m+1)−1)r2 (Rd2 )

となる. そして (d − 1)/(d(m + 1) − 1)r2 + 1/r† = 1/r4 より (γ−1)jk = ∆kj/∆ ∈ Wm,r4(R)かつ

∥(γ−1)jk∥W m,r4 (R) ≤ ∥∆kj∥W m,(d(m+1)−1)r2/(d−1)(R)∥1/∆∥
W m,r† (R)

≤ C1(d − 1)!(d!)m∥γ∥d(m+1)−1

W m,(d(m+1)−1)r2 (Rd2 )
∥1/∆∥m+1

L(m+1)r3 (R)

が得られる.
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命題 5.10. u ∈ Wm,r1(Hd)とし, γ ∈ Wm,(d(m+1)−1)r2(Rd2
)は 1/∆ ∈ L(m+1)r3(R)を満たすと

する. このときHd 値Wiener汎関数 Uk :=
∑d

j=1 uj(γ−1)jk は U ∈ Wm,q(Hd)かつ

∥U∥W m,q(Hd) ≤ C∥u∥W m,r1 (Hd)∥γ∥
d(m+1)−1

W m,(d(m+1)−1)r2 (Rd2 )
∥1/∆∥m+1

L(m+1)r3 (R)

を満たす. ここで C はm, d, r2, r3 のみに依存する正定数である.

証明. 命題 5.9より (γ−1)jk ∈ Wm,r4(R)が分かり, 1/r1 +1/r4 = 1/qに注意すれば uj(γ−1)jk ∈
Wm,q(H)が従う. これより Uk ∈ Wm,q(H)と

∥Uk∥W m,q(H) ≤
d∑

j=1

∥uj(γ−1)jk∥W m,q(H) ≤
d∑

j=1

∥uj∥W m,r1 (H)∥(γ−1)jk∥W m,r4 (H)

≤
d∑

j=1

∥u∥W m,r1 (Hd)C∥γ∥d(m+1)−1

W m,(d(m+1)−1)r2 (Rd2 )
∥1/∆∥m+1

L(m+1)r3 (R)

≤ Cd∥u∥W m,r1 (Hd)∥γ∥
d(m+1)−1

W m,(d(m+1)−1)r2 (Rd2 )
∥1/∆∥m+1

L(m+1)r3 (R)

が成り立つ. ここで C は命題 5.9で与えられるm, d, r2, r3 のみに依存する正定数である.

命題 5.8 の証明. 命題の仮定より, 任意の 1 ≤ m ≤ n に対して u ∈ Wm,nr1(Hd) と γ ∈
Wm,(d(m+1)−1)·(dM(n)−n)r2/(d(m+1)−1)(Rd2

) および 1/∆ ∈ L(m+1)·M(n)r3/(m+1)(R) が成り立つ.
1 ≤ m ≤ nに対して

1
qm

:=
1

nr1
+

d(m + 1) − 1
(dM(n) − n)r2

+
m + 1

M(n)r3

とおけば, 命題 5.10 より Uk :=
∑d

j=1 uj(γ−1)jk ∈ Wm,qm(H) となり, U := (U1, . . . .Ud) ∈
Wm,qm(Hd)が成り立つ. そして U が (5.2)を満たすことと

∑n
m=1 1/qm = qは簡単な計算により分

かる. したがって F は (A,n, q)局所非退化である. ¤

5.3.2 先行研究との比較
これまでにWiener汎関数の分布密度の存在と滑らかさに関しては様々な考察が行われているが,

主だったものとしては次の二つの定理が知られている.

定理 5.11 (定理 2 [15, Theorem 5.9]). p > dとする. F = (F 1, . . . , F d) ∈ Wn+1,4dM(n)p(Rd)の
Malliavin共分散行列 γ := ((DF j , DF k)H)1≤j,k≤d の行列式 ∆が 1/∆ ∈ L2M(n)p(R)を満たすな
らば F はRd 上で分布密度 ρ ∈ Cn−1(Rd;R)をもつ.

定理 5.12 (定理 3 [2, Theorem 2.1]). F = (F 1, . . . , F d) ∈ W 1,2(Rd)に対して Rd の開集合 Aと
u = (u1, . . . , ud) ∈ W∞,∞−(Hd), γ = (γjk)1≤j,k≤d ∈ W∞,∞−(Rd2

)が存在し

1{F∈A}
[
(DF j , uk)H − γjk

]
= 0 µ-a.s.

を満たし, さらに γ の行列式 ∆ が 1/∆ ∈ L∞−(R) を満たすならば F は A 上で分布密度 ρ ∈
C∞(A;R)をもつ.

この二つの定理が定理 5.7の系として与えられることを示すことがこの小節の目標である.
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命題 5.13. 1 < q, r, s < ∞は 1/r + 1/s ≤ 1/q を満たすとする. F ∈ Wn+1,(2dM(n)−n)r(Rd)の
Malliavin共分散行列 γ := ((DF j , DF k)H)1≤j,k≤d の行列式∆が 1/∆ ∈ LM(n)s(R)を満たすなら
ば, F は (Rd, n, q)局所非退化である. さらに q > d, 1/(2dM(n) − n)r + 1/q ≤ 1ならば, F はRd

上で分布密度 ρ ∈ Cn−1(Rd;R)をもつ.

証明. 命題 5.8に帰着させる. 1 < r1, r2, r3 < ∞を

r1 :=
2dM(n) − n

n
· r, r2 :=

2dM(n) − n

2(dM(n) − n)
· r, r3 := s

とおくと, 1/r1 + 1/r2 + 1/r3 = 1/q が成り立つ. そして仮定より u := (DF 1, . . . , DF d) ∈
Wn,nr1(Hd), γ ∈ Wn,(dM(n)−n)r2(Rd2

)および 1/∆ ∈ LM(n)r3(R)が成り立つ. さらに

1{F∈Rd}[(DF j , uk) − γjk] = 0 µ-a.s.

も成り立つ. ゆえに F は (Rd, n, q)局所非退化である.

注意 5.14. 定理 5.11は命題 5.13から次のようにして得られる. つまり, F ∈ Wn+1,4dM(n)p(Rd)
かつ 1/∆ ∈ L2M(n)p(R)ならば,命題 5.13の qおよび r, sを

q :=
4dM(n)

4dM(n) − n
· p, r :=

4dM(n)
2dM(n) − n

· p, s := 2p

と取ることができ, F は (Rd, n, q)局所非退化であることが分かる. さらに p > dならば q > dであ
り,命題 5.13の pに対応するものは 4dM(n)pであり,

1
4dM(n)p

+
1
q

=
4dM(n) − (n − 1)

4dM(n)
· 1
p
≤ 1

p
< 1

を満たす. よって定理 5.11は命題 5.13の特別な場合であることが分かる.
また F ∈ Wn+1,(4dM(n)−(n−1))p(Rd)かつ 1/∆ ∈ L(4dM(n)−(n−1))p/2d(R)ならば,命題 5.13の q

および r, sは

q :=
4dM(n) − (n − 1)

4dM(n) − n
· p, r :=

4dM(n) − (n − 1)
2dM(n) − n

· p, s :=
4dM(n) − (n − 1)

2dM(n)
· p

と取ることができ, F が (Rd, n, q)局所非退化となることが分かる. さらに p > dならば q > dであ
り,命題 5.13の pに対応するものは (4dM(n) − (n − 1))pであり

1
(4dM(n) − (n − 1))p

+
1
q

=
1
p
≤ 1

を満たす. 命題 5.13より, F がRd 上で分布密度 ρ ∈ Cn−1(Rd;R)をもつことが分かる.

命題 5.15. F ∈ W 1,2(Rd) に対して Rd の開集合 A と u = (u1, . . . , ud) ∈ W∞,∞−(Hd), γ =
(γjk)1≤j,k≤d ∈ W∞,∞−(Rd2

)が存在し

1{F∈A}
[
(DF j , uk)H − γjk

]
= 0 µ-a.s.(5.4)

を満たし,さらに γ の行列式 ∆が 1/∆ ∈ L∞−(R)を満たすならば, F は (A,∞,∞−)局所非退化
である. よって F は分布密度 ρ ∈ C∞(A;R)をもつ.

証明. 命題の仮定が命題 5.8の仮定を満たすことは明らかである. ゆえに F が (A,∞,∞−)局所
非退化である.
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5.4 応用例
(B,H, µ)をRN 値古典Wiener空間 (例 1.11)とし, f : RN → Rに対して

F (x) := inf
s∈[0,1]

f(x(s)), x ∈ B,

とおく. 本修士論文の当初の目標は F が滑らかな分布密度をもつための f の条件を与えることで
あったが,特定の f 以外では滑らかな分布密度の存在を示すことはできなかった. この節では F が分
布密度をもつための f の条件を Bouleau-Hirschの方法により与え,さらに定理 5.7を用いてN = 1
かつ f(ξ) = ξのときに F が C∞ 級の分布密度をもつことを示す.
いくつか記号を用意する. s ∈ [0, 1]と 1 ≤ j ≤ N に対して δj

s : B → Rと δs : B → RN を

δj
s(x) := xj(s), x ∈ B,

δs(x) := x(s), x ∈ B,

とおく. このとき ι∗δj
s はH の元と見なすことができ

ι∗δj
s = (0, . . . , 0,

∫ ·

0

1[0,s](u) du, 0, . . . , 0)

という第 j 成分以外 0となる表現をもつ. この同一視の下で多重指数 α = (α1, . . . , αk)に対して
ι∗δ⊗α

s : Hk → Rを

ι∗δ⊗α
s [h1, . . . , hk] := (ι∗δα1

s , h1)H · · · (ι∗δαk

s , hk)H = hα1

1 (s) · · ·hαk

k (s)

とおく.

5.4.1 分布密度が存在するための十分条件
一般のRd 値Wiener汎関数が分布密度をもつ十分条件として Bouleau-Hirschにより次の定理が

示されている.

定理 5.16 ([1], [11, Theorem 2.1.2, 2.1.3], [13]). F ∈ W 1,p(Rd)とする. F のMalliavin共分散行列
γ = ((DF j , DF k)H)1≤j,k≤d が確率 1で非退化,つまり ∆ = det γ ̸= 0 µ-a.s.ならば F は分布密度
をもつ.

この命題を用いて N ≥ 2のときに F (x) = infs∈[0,1] f(x(s)), x ∈ B,が分布密度をもつための f

の十分条件を与えることがこの小節の目標である.

命題 5.17. f ∈ Cn
poly(R

N ;R)ならば f ◦ δs ∈ Wn,∞− かつ 0 ≤ ν ≤ nに対して

Dν(f ◦ δs) =
∑
|α|=ν

(∂αf ◦ δs)(ι∗δ⊗α
s ),(5.5)

∥Dν(f ◦ δs)∥Lp(L ν
(2)(H;R)) ≤ CNνsν/2(5.6)

が成り立つ. ここで C は f と pに依存する正定数である.
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証明. 定義に従って計算すると, h1, . . . , hν ∈ H に対して

Dν(f ◦ δs)(x)[h1, . . . , hν ] =
∂ν

∂ε1 . . . ∂εν
f(x(s) + ε1h1(s) + · · · + ενhν(s))

∣∣∣∣
ε1=···=εν=0

=
∑
|α|=ν

(∂αf ◦ δs)(x)(ι∗δα1

s , h1)H · · · (ι∗δαν

s , hν)H

=
∑
|α|=ν

(∂αf ◦ δs)(x)(ι∗δ⊗α
s )[h1, . . . , hν ]

となり (5.5)が得られる. f ∈ Cn
poly(R

N ;R)なのでL > 0と l ∈ N∪{0}が存在し,すべての |α| ≤ n

なる多重指数 αに対して

|∂αf(ξ)| ≤ L(1 + |ξ|l), ξ ∈ RN ,

が成り立つ. また ∥ι∗δαj

s ∥L 1
(2)(H;R) =

√
sと例 6.11より

∥Dν(f ◦ δs)(x)∥L ν
(2)(H;R) ≤

∑
|α|=ν

∣∣∂αf(x(s))
∣∣∥∥(ι∗δs)⊗α

∥∥
L ν

(2)(H;R)
≤ Nνsν/2L(1 + |x(s)|l)

が得られる. よって 1 < p < ∞に対して

∥Dν(f ◦ δs)∥p
Lp(L ν

(2)(H;R)) ≤ (Nνsν/2)p

∫
B

Lp(1 + ∥x∥l
B)p µ(dx)

となる. 系 1.9と命題 4.15より f ◦ δs ∈ Wn,p(R)が分かる. また (5.6)も分かる.

命題 5.18. f ∈ C1
poly(R

N ;R)ならば F ∈ W 1,∞−(R)となる. さらに s 7→ f(x(s))が最小値を取
る時刻が µ-a.s. x ∈ B に対して一意的に定まるならば,この時刻を σ(x)と表わすことで

DF = G := (∇f ◦ δσ)
∫ ·

0

1[0,σ](u) du µ-a.s.(5.7)

が成り立つ.

証明. この証明は [12, Theorem 1]を参考にしている. 任意に 1 < p < ∞をとる. [0, 1]の稠密可
算部分集合 {sj}∞j=1 と n ∈ Nに対して

Fn := inf
1≤j≤n

f ◦ δsj

とおき, Fn = f ◦δsj となる sj ∈ {s1, . . . , sn}のうち最小のものを σnとする. 命題 5.17より f ◦δs ∈
W 1,p(R)であり, (ξ1, . . . , ξn) 7→ inf1≤j≤n ξj は Lipschitz連続なので命題 4.21より Fn ∈ W 1,p(R)
となる. {sj}∞j=1 の稠密性および s 7→ f ◦ δs の連続性を用いることで

lim
n→∞

Fn = inf
n∈N

Fn = inf
n∈N

f ◦ δσn = inf
j∈N

f ◦ δsj = inf
s∈[0,1]

f ◦ δs = F

が得られ, {Fn}∞n=1 が F に概収束することが分かる. そして f ∈ C1
poly(R

N ;R)なので L > 0と
l ∈ N∪ {0}が存在し |f(ξ)| ≤ L(1 + |ξ|l)となるので |f ◦ δs| ≤ L(1 + |δs|l) ≤ L(1 + ∥ · ∥l

B)が得ら
れる. これより

|Fn − F | ≤ 2|F | ≤ 2L(1 + ∥ · ∥l
B)
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となり, 2L(1 + ∥ · ∥l
B) ∈ Lp(R)なので Lebesgueの収束定理を用いれば {Fn}∞n=1 は F に Lp 収束

することが分かる. また 1 ≤ j ≤ nに対して

A
(n)
j :=

{Fn = f ◦ δs1}, j = 1,

{Fn ̸= f ◦ δs1 , . . . , Fn ̸= f ◦ δsj−1 , Fn = f ◦ δsj}, 2 ≤ j ≤ n,

とおくと,命題 4.14より

DFn =
n∑

j=1

1
A

(n)
j

D(f ◦ δsj ) =
n∑

j=1

1
A

(n)
j

(∇f ◦ δsj )
∫ ·

0

1[0,sj ](u) du

=
n∑

j=1

1
A

(n)
j

(∇f ◦ δσn)
∫ ·

0

1[0,σn](u) du = (∇f ◦ δσn)
∫ ·

0

1[0,σn](u) du

が成立する. そして supn∈N ∥DFn∥Lp(H) < ∞となることが f ∈ C1
poly(R

N ;R)より従う. ゆえに
命題 4.19より F ∈ W 1,p(R)が得られる.
以降, s 7→ f(x(s))が最小値を取る時刻が µ-a.s. x ∈ B に対して一意的に定まるとして議論を進

める. {σn}∞n=1 と {DFn}∞n=1 がそれぞれ σと Gに概収束することを示す. 任意に {σn}∞n=1 の収束
する部分列 {τk}∞k=1 をとり,その極限を τ とすれば

|f ◦ δτ − f ◦ δσ| ≤ |f ◦ δτ − f ◦ δτk
| + |f ◦ δτk

− f ◦ δσ|

となる. 最小値をとる時刻が一意に定まることより τ = σ が得られ, {σn}が σ に概収束すること
が分かる. s 7→ (∇f ◦ δs)

∫ ·
0
1[0,s](u) duの連続性と {σn}∞n=1が σに概収束することより {DFn}∞n=1

がGに概収束することが分かる. よって {DFn}∞n=1がGに Lp収束することが分かり,これより任
意の f ∈ P(L 1

(2)(H;R))に対して∫
B

(G, f)L 1
(2)(H;R) dµ = lim

n→∞

∫
B

(DFn, f)L 1
(2)(H;R) dµ

= lim
n→∞

∫
B

Fn(D∗f) dµ =
∫

B

F (D∗f) dµ

が成り立つ. 命題 4.16より (5.7)が得られる.

補題 5.19. f ∈ C2(RN ;R)とする. F の h ∈ H 方向への右微分を

D+F (x)[h] := lim
ε→0+

F (x + εh) − F (x)
ε

, x ∈ B,

と定義する. このとき

D+F (x)[h] = inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s), x ∈ B,(5.8)

が成り立つ. ここで IF (x) := {s ∈ [0, 1] | f(x(s)) = F (x)}である. 同様に左微分に対して

D−F (x)[h] := lim
ε→0−

F (x + εh) − F (x)
ε

= sup
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s), x ∈ B,(5.9)

が成り立つ.
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証明. x ∈ B と h ∈ H を固定し議論を進める. Taylorの公式より, ε ∈ (0, 1)と s ∈ [0, 1]に対し
て θ = θ(s, ε)が存在し

f(x(s) + εh(s)) = f(x(s)) + ε∇f(x(s)) · h(s) +
1
2
ε2h(s) · Hessf (x(s) + εθh(s))th(s)

となる. ここで th(s)は h(s)の転置を表わし, Hessf は次で定義される Hesse行列である:

Hessf (ξ) :=


∂1∂1f(ξ) · · · ∂1∂Nf(ξ)

...
. . .

...
∂N∂1f(ξ) · · · ∂N∂Nf(ξ)

 , ξ ∈ RN .

ここで R := ∥x∥B + ∥h∥H とおくと,任意の s ∈ [0, 1]と θ ∈ (0, 1)に対して

|Hessf (x(s) + εθh(s))| ≤ sup
|ξ|≤R

|Hessf (ξ)| < ∞

が成り立つ. よってM := (1/2)∥h∥2
H sup|ξ|≤R |Hessf (ξ)|とおけば,任意の s ∈ [0, 1]に対して

(5.10) f(x(s)) + ε∇f(x(s)) · h(s) − ε2M

≤ f(x(s) + εh(s)) ≤ f(x(s)) + ε∇f(x(s)) · h(s) + ε2M

となる. これより

(5.11) F (x) + ε inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s) − ε2M

≤ inf
s∈IF (x)

f(x(s) + εh(s)) ≤ F (x) + inf
s∈IF (x)

ε∇f(x(s)) · h(s) + ε2M

が得られる. そしてこの右辺より

F (x + εh) ≤ inf
s∈IF (x)

f(x(s) + εh(s)) ≤ F (x) + ε inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s) + ε2M

が成り立つので

lim sup
ε→0+

F (x + εh) − F (x)
ε

:= lim
ε→0+

sup
0<u<ε

F (x + uh) − F (x)
u

≤ inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s)(5.12)

が従う. 次は

lim inf
ε→0+

F (x + εh) − f(x)
ε

:= lim
ε→0+

inf
0<u<ε

F (x + uh) − F (x)
u

≥ inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s)(5.13)

を示す. 任意の δ > 0 に対して Iδ
F (x) := {s ∈ [0, 1] | F (x) + δ ≥ f(x(s))} とおき, ε0 > 0 を

2ε0 sups∈[0,1] |∇f(x(s)) ·h(s)| < δを満たすように取る. このとき任意の 0 < ε < ε0と t ∈ (Iδ
F (x)){

に対して

f(x(t)) + ε∇f(x(t)) · h(t) ≥ F (x) + δ + ε∇f(x(t)) · h(t)

> F (x) + 2ε0 sup
s∈[0,1]

|∇f(x(s)) · h(s)| − ε sup
s∈[0,1]

|∇f(x(s)) · h(s)|

≥ F (x) + ε0 sup
s∈[0,1]

|∇f(x(s)) · h(s)|

≥ F (x) + ε sup
s∈Iδ

F (x)

|∇f(x(s)) · h(s)|

≥ F (x) + ε inf
s∈Iδ

F (x)
∇f(x(s)) · h(s)
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となる. これと (5.10)の左辺より

inf
t∈(Iδ

F (x)){
f(x(t) + εh(t)) ≥ inf

t∈(Iδ
F (x)){

(f(x(t)) + ε∇f(x(t)) · h(t) − ε2M)

≥ F (x) + ε inf
s∈Iδ

F (x)
∇f(x(s)) · h(s) − ε2M

が得られる. (5.11)の左辺と合わせれば

F (x + εh) =
(

inf
s∈Iδ

F (x)
f(x(s) + εh(s))

)
∧

(
inf

s∈(Iδ
F (x)){

f(x(s) + εh(s))
)

≥ F (x) + ε inf
s∈Iδ

F (x)
∇f(x(s)) · h(s) − ε2M

が得られる. よって ε ∈ (0, ε0)に対して

F (x + εh) − f(x)
ε

≥ inf
s∈Iδ

F (x)
∇f(x(s)) · h(s) − εM

となり

lim inf
ε→0+

F (x + εh) − f(x)
ε

≥ inf
s∈Iδ

F (x)
∇f(x(s)) · h(s)

が得られる. δ ↓ 0とすることで (5.13)が従い, (5.12)と (5.13)から (5.8)が得られる. 最後に

lim
ε→0−

F (x + εh) − F (x)
ε

= lim
ε′→0+

F (x + ε′(−h)) − F (x)
−ε′

= −D+F (x)[−h]

となり,これと (5.8)から (5.9)が従う.

命題 5.20. N ≥ 2のとき f ∈ C1
poly(R

N ;R) ∩ C2(RN ;R)が ∇f(ξ) = 0となる ξ ∈ RN は高々
可算個であるならば, µ-a.s. x ∈ B に対して s 7→ f(x(s))が最小値をとる時刻が一意的に定まる.

証明. µ(x ∈ B | ♯IF (x) = 1) = 1 を示せばよいが, s 7→ f(x(s)) の連続性より µ(x ∈ B |
♯IF (x) ≥ 1) = 1 なので, これは µ(x ∈ B | ♯IF (x) ≥ 2) = 0 に帰着される. 記号を用意する.
Ξf := {ξ ∈ RN \ {0} | ∇f(ξ) = 0}とおき, H の完全正規直交系 {hj}∞j=1 を固定する. さらに B の
部分集合 Γ0, Γ1 および Γ2 を

Γ0 := {x ∈ B | ♯IF (x) ≥ 2},

Γ1 := {x ∈ B | ∇x(s) ̸∈ Ξf , ∀s ∈ (0, 1]}

= {x ∈ B | ∇f(x(s)) ̸= 0, ∀s ∈ (0, 1]},

Γ2 :=
∞∩

j=1

{
x ∈ B

∣∣∣ inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · hj(s) = sup
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · hj(s)
}

と定める.
まず 2次元以上のWiener過程は高々可算な集合 Ξf に到達する確率は 0なので, µ(Γ{

1) = µ(x ∈
B | ∃s(x) ∈ (0, 1] s.t. x(s(x)) ∈ Ξf ) = 0 となり µ(Γ1) = 1が分かる. つぎに f ∈ C1

poly(R
N ;R)

なので命題 5.18を用いることで F ∈ W 1,∞−(R)が分かり, DF ∈ L∞−(H)の存在が従う. そして
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h ∈ H を固定するごとに任意の δ > 0と ε > 0に対して

µ
(
x ∈ B

∣∣∣ ∣∣∣DF (x)[h] − inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s)
∣∣∣ > 2δ

)
= µ(x ∈ B | |DF (x)[h] − D+F (x)[h]| > 2δ)

≤ µ
(
x ∈ B

∣∣∣ ∣∣∣DF (x)[h] − F (x + εh) − F (x)
ε

∣∣∣ > δ
)

+ µ
(
x ∈ B

∣∣∣ ∣∣∣D+F (x)[h] − F (x + εh) − F (x)
ε

∣∣∣ > δ
)

が成り立つので,命題 4.12と補題 5.19より

µ
(
x ∈ B

∣∣∣ DF (x)[h] = inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s)
)

= 1

が得られる. 同様にして

µ
(
x ∈ B

∣∣∣ DF (x)[h] = sup
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s)
)

= 1

となるので

µ
(
x ∈ B

∣∣∣ inf
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s) = sup
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · h(s)
)

= 1

が成り立つ. これは µ(Γ2) = 1を意味する. したがって

µ(Γ0) = µ(Γ0 ∩ Γ1 ∩ Γ2)

が得られる. これより Γ0 ∩ Γ1 ∩ Γ2 = ∅を示せば µ(Γ0) = 0が分かる.
以降では Γ0 ∩ Γ1 ∩ Γ2 ̸= ∅ を仮定し矛盾を導く. x ∈ Γ0 ∩ Γ1 ∩ Γ2 とする. x ∈ Γ0 より

0 ≤ s1 < s2 ≤ 1なる s1, s2 ∈ IF (x)が存在する. k ∈ H を

k := ∇f(x(s1))
∫ ·

0

1[0,s1](u) du −∇f(x(s2))
∫ ·

0

1[0,s2](u) du

とおくと, k = 0となるのは ∇f(x(s1)) = ∇f(x(s2)) = 0のときのみなので, x ∈ Γ1 より k ̸= 0が
従う. そして x ∈ Γ2 より,すべての j ≥ 1に対して(

∇f(x(s1)) · hj(s1)
)
∧

(
∇f(x(s2)) · hj(s2)

)
≥ inf

s∈IF (x)
∇f(x(s)) · hj(s)

= sup
s∈IF (x)

∇f(x(s)) · hj(s) ≥
(
∇f(x(s1)) · hj(s1)

)
∨

(
∇f(x(s2)) · hj(s2)

)
となり, ∇f(x(s1)) · hj(s1) = ∇f(x(s2)) · hj(s2)が分かる. よって,任意の j ≥ 1に対して

(k, hj)H =
∫ 1

0

1[0,s1](u)∇f(x(s1)) · hj(u) du −
∫ 1

0

1[0,s2](u)∇f(x(s2)) · hj(u) du

= ∇f(x(s1)) · hj(s1) −∇f(x(s2)) · hj(s2)

= 0

が成り立つ. これは {hj}∞j=1 の完全性に矛盾するので Γ0 ∩ Γ1 ∩ Γ2 = ∅が分かり結論が従う.
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定義 5.21 (Zarembaの錐条件). η ∈ RN \ {0}と 0 < θ < πに対して

C(η; θ) := {ζ ∈ RN | η · ζ ≥ |η||ζ| cos θ}

とおく. RN の開集合 Σの境界上の点 ξ ∈ ∂Σが Zarembaの錐条件を満たすとは, ξ + C(η; θ)が
(Σ ∩ V ){ に含まれるような η ∈ RN \ {0}と 0 < θ < πおよび ξ を中心とする開球 V が存在する
ことをいう.

命題 5.22 ([9, Theorem 4.2.19, Remark 4.2.20]). 0 ∈ ∂Σなる RN の開集合 Σに対して τΣ(x) :=
inf{s ∈ (0, 1] | x(s) ∈ Σ{}とおく. 0 ∈ ∂Σが Zarembaの錐条件を満たせば

µ(x ∈ B | τΣ(x) = 0) = 1

が成り立つ. つまり µ-a.s. x ∈ B に対して s 7→ x(s)は 0を出発した直後に Σ{ に到達する.

定理 5.23 (主定理 3). N ≥ 2のとき f ∈ C1
poly(R

N ;R) ∩ C2(RN ;R)に対して Σf := {ξ ∈ RN |
f(ξ) > f(0)}とおく. もし

(A) ∇f(ξ) = 0となる ξ ∈ RN が高々可算個であり,

(B) 0 ∈ ∂Σf であって, 0が Zarembaの錐条件を満たす

ならば, F は分布密度をもつ.

証明. B の部分集合 Γ1 と Γ2 を

Γ1 := {x ∈ B | ♯IF (x) = 1},

Γ2 := {x ∈ B | ∃t(x) ∈ (0, 1] s.t. x(t(x)) ∈ Σ{
f}

= {x ∈ B | ∃t(x) ∈ (0, 1] s.t. f(x(t(x))) ≤ f(0)}

とおく. (A)と命題 5.20より µ(Γ1) = 1である. つまり µ-a.s. x ∈ B に対して s 7→ f(x(s))が最小
値を取る時刻 σ(x)が一意に決まる. これと命題 5.18より ∥DF∥2

H = |∇f ◦ δσ|2σ µ-a.s.が分かる.
もし σ(x) > 0 µ-a.s. x ∈ Bが示されれば,高々可算な集合 {ξ ∈ RN | ∇f(ξ) = 0}にWiener過程が
到達する確率は 0なので ∇f ◦ δσ ̸= 0 µ-a.s.となり, ∥DF∥2

H > 0 µ-a.s.が得られ,定理 5.16より結
論が従う

σ(x) > 0 µ-a.s. x ∈ B となることを示す. 命題の仮定より µ(Γ1) = 1 となり, 命題 5.22 より
µ(Γ2) ≥ µ(x ∈ B | τΣf

(x) = 0) = 1 となる. これらより µ(Γ1 ∩ Γ2) = 1 が得られる. 次は
Γ1 ∩ Γ2 ⊂ {x ∈ B | σ(x) > 0}を示す. x ∈ Γ1 ∩ Γ2 に対して, (0, 1]を

J0(x) := {s ∈ (0, 1] | f(x(s)) = f(0)},

J1(x) := {s ∈ (0, 1] | f(x(s)) < f(0)},

J2(x) := {s ∈ (0, 1] | f(x(s)) > f(0)}

として,互いに共通部分を持たない 3個の集合に分割する. このとき x ∈ Γ2より J0(x)∪ J1(x) ̸= ∅
が成り立つ. もし J1(x) = ∅ならば

J0(x) ∪ J2(x) = (0, 1],

J0(x) ̸= ∅
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が成り立つ. 第 1式より F (x) = f(0)が従い,これと第 2式より ♯IF (x) = ♯{0}+ ♯J0(x) ≥ 2となる.
これは x ∈ Γ1に反するので J1(x) ̸= ∅が分かり, σ(x) > 0が従う. ゆえに µ(x ∈ B | σ(x) > 0) = 1
が得られる.

N = 1のときは命題 5.16によらずに次の十分条件が得られる.

命題 5.24. N = 1のとき f ∈ Cn(R;R)は狭い意味での単調性を持つとする. つまり f ′ > 0 dξ-a.e.
または f ′ < 0 dξ-a.e.が成り立つとする. このとき F は分布密度 ρ ∈ Cn−1((infξ∈R f(ξ), f(0));R)
をもつ.

証明. [9, Section 2.8]によれば

µ
(
x ∈ B

∣∣∣ inf
s∈[0,1]

x(s) ≤ u
)

=
∫ u

−∞
1(−∞,0)(v)

√
2
π

exp
(
− v2

2

)
dv

である. これより

µ(F ≤ u) = µ
(
x ∈ B

∣∣∣ inf
s∈[0,1]

f(x(s)) ≤ u
)

= µ
(
x ∈ B

∣∣∣ inf
s∈[0,1]

x(s) ≤ f−1(u)
)

=
∫ f−1(u)

−∞
1(−∞,0)(v)

√
2
π

exp
(
− v2

2

)
dv

=
∫ u

−∞
1(infξ∈R f(ξ),f(0))(w)

√
2
π

exp
(
− (f−1(w))2

2

)
df−1

dw
(w) dw

が得られる. これより F が分布密度 ρ ∈ Cn−1((infξ∈R f(ξ), f(0));R)をもつことが分かる.

注意 5.25. 命題 5.24は明らかな十分条件を与えたに過ぎない. 実際, f(ξ) = −ξ2や f(ξ) = ξ(ξ−1)2

ならば F は分布密度をもつ.

5.4.2 分布密度の滑らかさ
この小節では定理 5.7から得られる命題 5.8を用いて, N = 1, f(ξ) = ξ のときに F が C∞ 級の

分布密度をもつことを示す.

命題 5.26 (Garsia-Rodemich-Rumseyの補題 [4, Lemma 1.1]). g : Rm → Rを連続関数, V をRm

内の開球とする. γ > 0, δ > 0に対して

Γ :=
∫

V 2

|g(v) − g(w)|γ

|v − w|δ+2m
dvdw

とおく. このときmと γ, δに依存する正定数 C が存在し, Γ < ∞ならば

|g(v) − g(w)|γ ≤ C|v − w|δΓ

がすべての v, w ∈ V について成り立つ.

命題 5.27. 0 < r < 1/2, k ∈ Nとする. f ∈ Cn
poly(R

N ;R)と s ∈ [0, 1]に対して Qs : B → Rを

Qs :=
∫

[0,s]2

|f ◦ δv − f ◦ δw|2k+n

|v − w|1+2kr
dvdw(5.14)

とおく. このとき次が成り立つ.
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(i) Qs ∈ Wn,∞−(R)となる.

(ii) 1 + 2kr < kならば,任意の 1 < p < ∞に対して pとN,n, k, rに依存する正定数 C が存在し
∥Qs∥W n,p(R) ≤ Cs2 となる.

(iii) さらに 1 < 2kr ならば, 任意の b > 0 に対して b と N, k, r に依存する正定数 R が存在し,
Qs ≤ Rならば supv,w∈[0,s] |f ◦ δv − f ◦ δw| ≤ bとなる.

証明. (i)と (ii)について. f ∈ Cn
poly(R

N ;R)なので L > 0と l ∈ N ∪ {0}が存在し, すべての
|α| ≤ nなる多重指数 αと ξ ∈ RN に対して |∂αf(ξ)| ≤ L(1+ |ξ|l)が成り立つ. これより ξ, η ∈ RN

に対して

|f(ξ) − f(η)| ≤
∫ 1

0

|∇f(η + (ξ − η)t)||ξ − η| dt ≤ 2lNL(1 + |ξ|l + |η|l)|ξ − η|

となるので

|f ◦ δv − f ◦ δw| ≤ 2lNL(1 + |δv|l + |δw|l)|δv − δw| ≤ 2l+1NL(1 + ∥ · ∥l
B)|δv − δw|

が確率 1で成り立つ. したがって任意の 0 < θ < ∞に対して

∥|f ◦ δv − f ◦ δw|θ∥Lp(R) ≤ (2l+1NL)θ∥(1 + ∥ · ∥l
B)θ∥L2p(R)∥|δv − δw|θ∥L2p(R)

≤ Cp,N,θ|v − w|θ/2

が成り立つ. ν によって決まる f ◦ δv, f ◦ δw, . . . , Dν(f ◦ δv), Dν(f ◦ δw)の多項式 Pν(v, w)が存在
しDν |f ◦ δv − f ◦ δw|2k+n = Pν(v, w)|f ◦ δv − f ◦ δw|2k+n−ν が成り立ち, ∥Pν(v, w)∥Lp(L ν

(2)(H;R))

が v, wに依存しない正定数 Cp,ν で評価できるので

∥Dν |f ◦ δv − f ◦ δw|2k+n∥Lp(L ν
(2)(H;R))

≤ ∥Pν(v, w)∥L2p(L ν
(2)(H;R))∥|f ◦ δv − f ◦ δw|2k+n−ν∥L2p(R)

≤ ∥Pν(v, w)∥L2p(L ν
(2)(H;R))C2p,N,2k+n−ν |v − w|(2k+n−ν)/2 ≤ C2p,νC2p,N,2k+n−ν |v − w|k

が得られる. これより pと N ,n,kに依存する正定数 Cp,N,n,k が存在し∫
[0,s]2

∥|f ◦ δv − f ◦ δw|2k+n∥W n,p(R)

|v − w|1+2kr
dvdw ≤ Cp,N,n,k

∫
[0,s]2

|v − w|k−(1+2kr) dvdw

=
2Cp,N,n,ksk−(1+2kr)+2

[k − (1 + 2kr)][k − (1 + 2kr) + 2]

となり, (i)と (ii)が分かる.
(iii)について. v 7→ f ◦ δv に命題 5.26を適用することで, nと k, rに依存する正定数 C が存在し,

すべての v, w ∈ [0, s]に対して

|f ◦ δv − f ◦ δw|2k+n ≤ C|v − w|2kr−1Qs ≤ CQs

が成り立つことが分かる. よってR := b2k+n/C とおいたとき, Qs ≤ Rならば supv,w∈[0,s] |f ◦ δv −
f ◦ δw| ≤ bが従う.
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命題 5.28. f ∈ C∞
poly(R;R)を f(ξ) = ξと定める. このとき

F (x) := inf
s∈[0,1]

f(x(s)), x ∈ B,

は (−∞, f(0))上で分布密度 ρ ∈ C∞((−∞, f(0));R)をもつ.

証明. n ∈ Nと 1 < q < ∞および a < f(0)を任意にとり, F が ((−∞, a), n, q)局所非退化であ
ることを示す. 以降 A := (−∞, a)とおく. 1 < 2krと 1 + 2kr < kを満たす 0 < r < 1/2と k ∈ N

および nに対して Qs ∈ Wn,∞−(R)を (5.14)で定義する. このとき命題 5.27の (iii)より Qs ≤ R

ならば supw∈[0,s] |f ◦ δw − f ◦ δ0| ≤ f(0)− aとなる f(0)− aと k, rに依存する正定数Rが存在す
るので,この Rに対して χ ∈ C∞([0,∞); [0,∞))を 0 ≤ χ ≤ 1と

χ(ξ) =

1, ξ ∈ [0, R/2),

0, ξ ∈ (R,∞),

を満たすように取る. そして u : B → H と γ : B → Rを

u(·) :=
∫ ·

0

χ(Qs) ds, γ :=
∫ 1

0

χ(Qs) ds

とおく. M(n) := n(n + 3)/2, q∗ := 3qとし, uと γ が命題 5.8の条件を満たすことを示す.
第 1 段. u ∈ Wn,M(n)q∗

(H), γ ∈ Wn,(M(n)−n)q∗
(R) および 1/γ ∈ LM(n)q∗

(R) の証明. 命
題 5.27の (i)より Qs ∈ Wn,∞−(R) ⊂ Wn,nM(n)q∗

(R)なので, 命題 4.20と合わせれば χ(Qs) ∈
Wn,M(n)q∗

(R)と

∥χ(Qs)∥W n,M(n)q∗ (R) ≤ C1

(
1 + ∥Qs∥n

W n,nM(n)q∗ (R)

)
が分かる. ここで C1 は q∗ と n のみに依存する正定数である. 命題 5.27 の (ii) より, M(n)q∗ と
n, k, rのみに依存する正定数 C2 が存在して

∥Qs∥W n,nM(n)q∗ (R) ≤ C2s
2

となるので ∫ 1

0

∥χ(Qs)∥W n,M(n)q∗ (R) ds ≤ C1

∫ 1

0

(1 + (C2s
2)n) ds ≤ C1

(
1 +

Cn
2

2n + 1

)
が得られ, u ∈ Wn,M(n)q∗

(H)と γ ∈ Wn,(M(n)−n)q∗
(R)が従う. そして [0, 1] ∋ s 7→ Qs ∈ Rは単

調増加なので,逆関数を Q−1
· と表わせば γ ≥

∫ 1

0
1{Qs<R/2} ds = Q−1

R/2 となるので

µ(1/γ ≥ ν) = µ(γ ≤ 1/ν) ≤ µ(Q−1
R/2 ≤ 1/ν) = µ(R/2 ≤ Q1/ν)

≤
∫

B

1{R/2≤Q1/ν}

(
Q1/ν

R/2

)M(n)q∗

dµ ≤
(

2C2

R

)M(n)q∗ (
1
ν2

)M(n)q∗

が得られる. これより∫
B

|1/γ|M(n)q∗
dµ =

∞∑
ν=0

∫
{ν≤1/γ≤ν+1}

|1/γ|M(n)q∗
dµ

≤ 1 +
∞∑

ν=1

(ν + 1)M(n)q∗
µ(1/γ ≥ ν) ≤ 1 +

(
2C2

R

)M(n)q∗ ∞∑
ν=1

(
ν + 1
ν2

)M(n)q∗
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となり 1/γ ∈ LM(n)q∗
(R)が得られる.

第 2段. 1{F∈A}[(DF, u)H − γ] = 0 µ-a.s.の証明. σを F = f ◦ δσ となるただ一つの時刻とすれ
ば,命題 5.18よりDF = (∇f ◦ δσ)

∫ ·
0
1[0,σ](s) ds =

∫ ·
0
1[0,σ](s) dsなので

1{F∈A}[(DF, u)H − γ] = 1{F∈A}

(∫ 1

0

1[0,σ](s)χ(Qs) ds −
∫ 1

0

χ(Qs) ds

)
=

∫ 1

0

1{F∈A}1(σ,1](s)χ(Qs) ds

となる. そして χの定義より χ(Qs) > 0ならば Qs < Rとなり,これと命題 5.27の (iii)より

inf
v∈[0,s]

f ◦ δw = inf
v∈[0,s]

[f ◦ δv − f(0)] + f(0)

≥ − sup
v∈[0,s]

|f ◦ δv − f(0)| + f(0) ≥ −(f(0) − a) + f(0) = a

が従う. これは 1{F∈A}1(σ,1](s)χ(Qs) = 0を意味するので主張が得られる.
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6.1 確率論の基礎事項
この節では, (Ω, F , P )を確率空間, (B, ∥ · ∥B)を可分 Banach空間とする. そして B の共役空間

を B∗, 〈·, ·〉で B∗ と B の自然な双一次形式を表わす. また B の Borel集合族をB(B)と表わす.

命題 6.1 ([8, Proposition 2.1]). σ(B∗) = B(B)が成り立つ.

定義 6.2 (特性関数). P(B)で B 上の Borel確率測度の全体を表わす. µ ∈ P(B)に対して

µ̂(ℓ) =
∫

B

exp(
√
−1〈ℓ, w〉)µ(dw), ℓ ∈ B∗,

とおき,特性関数という.

命題 6.3 ([8, Proposition 2.2]). µ, ν ∈ P(B)とする. µ̂ = ν̂ ならば µ = ν である.

定義 6.4 (畳み込み). µ, ν ∈ P(B)に対して

µ ∗ ν(Γ) :=
∫

B

µ(Γ − w) ν(dw), Γ ∈ B(B),

とおく. ここで Γ − w := {x − w ∈ B | x ∈ Γ}である. µ ∗ ν を µと ν の畳み込みという.

命題 6.5. µ, ν ∈ P(B)に対して (µ ∗ ν)∧ = µ̂ν̂ が成り立つ.

命題 6.6. B 値確率変数 {Xj}n
j=1 が互いに独立であることと全ての {ℓj}n

j=1 ⊂ B∗ に対して

E
[
exp

(√
−1

n∑
j=1

〈ℓj , Xj〉
)]

=
n∏

j=1

E
[
exp

(√
−1〈ℓj , Xj〉

)]
が成立することは同値である.

命題 6.7 ([8, Theorem 3.1, 4.1]). 独立な B 値確率変数 {Xj}∞j=1 に対して Sn =
∑n

j=1 Xj とおく.
各Xj が対称分布をもつとき,次の (i)と (ii)は同値である.

(i) {Sn}∞n=1 は概収束する.

(ii) ある B 値確率変数 S が存在し,すべての ℓ ∈ B∗ について {〈ℓ, Sn〉}∞n=1 が 〈ℓ, S〉に確率収束
する.
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6.2 Hilbert-Schmidt型作用素と核型作用素
nを自然数, H,K を可分 Hilbert空間とし, L n(H;K)でH × · · · ×H からK への n重線形写像

の全体を表わす.

定義 6.8 (Hilbert-Schmidt型作用素). T ∈ L n(H; K)で

sup


∞∑

j1,...,jn=1

∥T (ϕj1 , . . . , ϕjn)∥2
K

∣∣∣∣∣∣ {ϕj}∞j=1はH の完全正規直交系

 < ∞

を満たすものを Hilbert-Schmidt型作用素といい,その全体をL n
(2)(H;K)とかく.

命題 6.9. S, T ∈ L n
(2)(H; K)に対して

(S, T )L n
(2)(H;K) =

∞∑
j1,...,jn=1

(S(ϕj1 , . . . , ϕjn), T (ϕj1 , . . . , ϕjn))K

とおく. ここで {ϕj}∞j=1 は H の完全正規直交系である. この定義は {ϕj}∞j=1 の選び方によらず,
L n

(2)(H; K)は (·, ·)L n
(2)(H;K) を内積として可分 Hilbert空間になる.

命題 6.10. L n+1
(2) (H; K) ≅ L 1

(2)(H;L n
(2)(H; K))が成り立つ.

例 6.11. k ∈ K,h1, . . . , hn ∈ H に対して

[h1 ⊗ · · · ⊗ hn ⊗ k](ξ1, . . . , ξn) :=

(
n∏

j=1

(hj , ξj)H

)
k, ξj ∈ H,

と置くと, h1 ⊗ · · · ⊗ hn ⊗ k ∈ L n
(2)(H;K)となる.

実際, {ϕj}∞j=1 をH の完全正規直交系とすれば

∥h1 ⊗ · · · ⊗ hn ⊗ k∥2
L n

(2)(H;K) =
∞∑

j1,...,jn=1

∥∥∥∥∥k
n∏

l=1

(hj , ϕjl
)H

∥∥∥∥∥
2

K

= ∥k∥2
K

n∏
l=1

( ∞∑
jl=1

(hl, ϕjl
)2H

)
= ∥h1∥2

H · · · ∥hn∥2
H∥k∥2

K

となる.

定義 6.12 (核型作用素). T ∈ L 2(H; K)で

sup


∞∑

j=1

∥T (ϕj , ψj)∥K

∣∣∣∣∣∣ {ϕj}∞j=1, {ψj}∞j=1はH の完全正規直交系

 < ∞

を満たすものを核型作用素といい,その全体をL 2
(1)(H; K)とかく.

定義 6.13 (トレース). tr : L 2
(1)(H; K) → K を

tr T :=
∞∑

j=1

T (ϕj , ϕj), T ∈ L 2(H; K)

で定める. ここで {ϕj}∞j=1はHの完全正規直交系である. この定義は {ϕj}∞j=1の選び方によらない.
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命題 6.14. S, T ∈ L 2
(1)(H; K)とすれば, S + T ∈ L 2

(1)(H; K)であり,

tr(S + T ) = tr S + trT

が成り立つ.

命題 6.15. S, T ∈ L 1
(2)(H; K)に対して

S ⊗ T (ξ, η) := (S(ξ), T (η))K , ξ, η ∈ H,

とおくと S ⊗ T ∈ L 2
(1)(H;R)となる.

証明. S ⊗ T の 2重線形性は明らかである. {ϕj}∞j=1, {ψj}∞j=1 をH の完全正規直交系とする. こ
のとき

∞∑
j=1

|S ⊗ T (ϕj , ψj)| =
∞∑

j=1

|(S(ϕj), T (ψj))K | ≤
∞∑

j=1

∥S(ϕj)∥K∥T (ψj)∥K

≤

( ∞∑
j=1

∥S(ϕj)∥2
K

)1/2( ∞∑
j=1

∥T (ψj)∥2
K

)1/2

= ∥S∥L 1
(2)(H;K)∥T∥L 1

(2)(H;K)

となる.
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