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第1章 序文

　本修士論文ではAmazon.co.jpなどのオンラインブックストアの, 売上げランキ
ングの時間発展をモデル化したランキングプロセス (stochastic ranking process)

に基づいて実際にオンラインランキングの分析を行った結果について述べる. ラン
キングプロセスとは, N 個の粒子が点 1, 2, · · · , N に位置しているとして, 点 1を先
頭として先頭から何番目に位置しているかをランキングと云うことにする. ジャン
プ時刻に至るとその粒子はランキング 1にジャンプして, ジャンプした粒子より前
にいた粒子はそれぞれ 1つずつランキングが下がる, ジャンプした粒子より後ろに
いた粒子のランキングは変動しないという確率過程である. 先行研究として [4],[5]

などではこの確率過程のことをMove-to-Front Ruleという名で定義しており有限粒
子のマルコフ連鎖としての考察をしている. ランキングプロセスという名は [1]で提
唱されており, 無限粒子におけるランキングの時間発展は決定論的軌道になるとい
うことを考察している. ジャンプ経験済みの粒子の集合を head side, ジャンプ未経
験の粒子の集合を tail sideと云うことにすると, ジャンプの性質上 head sideは粒子
列の前方になり tail sideは列の後方になる. この head sideと tail sideの境界のラン
キングを境界値と云うことにして, 時刻 t での境界値を x

(N)
C (t) と書くことにする.

x
(N)
C (t) は言い換えるとランキング 1にジャンプしてから t 分後のその粒子のランキ
ングを表す. 無限粒子でのランキングプロセスを考察するにあたって粒子列を [0,1)

区間に規格化する. すなわち粒子は点 0, 1
N

, 2
N

, · · · , N−1
N
に位置しているものとする.

これに合わせて境界値を yC(t) と書くことにする. 粒子 i のジャンプ時刻の分布を
平均 (w

(N)
i )−1 の指数分布であるとすると, 定理 1.1が従う. なお w

(N)
i をジャンプ率

と云うことにする.

定理 1.1 ([1, Proposition 2]). ジャンプ率の経験分布 �(N) は N →∞のとき, [0;∞)

上のある分布 � に弱収束しているとする. このとき

lim
N→∞

y
(N)
C (t) = 1−

∫ ∞

0

e−wt�(dw) in prob:

が従う.

定理 1.1の主張は無限粒子ではランキングが 1になってからのランキングの時間
発展は決定論的になるということである. [2], [3]では, 定理 1.1の主張を基にオンラ
インランキングでランキング 1になってからのランキングの軌道を分析している. 本
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論文では 2ch.netに着目することにする. 2ch.netとは電子掲示板の一つであり, そ
れぞれの掲示板 (スレッド)を 板 と呼ばれるジャンルに分けている. 各板にはスレッ
ドの一覧表がありスレッドに書き込みがされるとその瞬間, そのスレッドは一覧表
の先頭にジャンプする (ランキングが 1になる) というまさにランキングプロセスと
同じ振る舞いをする. [2]においても 2ch.netのスレッド一覧表でランキング 1になっ
てからのランキングの軌道を分析しているが, データ収集を手動で行っており 12時
間で分析していたため詳細な振る舞いまでは分かっていなかった. 本論文ではプロ
グラムを組むことでデータ収集を自動化して, 24時間でランキングの時間発展の様
子を分析することを第一の目標とした. その結果, ランキング 1になってからのラン
キングの軌道は時間帯により異なることが分かった. すなわち実際のオンラインラ
ンキングではジャンプ率は一定ではなく時間帯により変動しているということが分
かったため, この現象を解析するために理論を拡張してジャンプ率に時間依存性を
入れた. この場合もジャンプ率一定のときと同じように無限粒子ではランキング 1

になってからのランキングの時間発展は決定論的軌道になる.

定理 1.2 (定理 3.6参照). 粒子 i のジャンプ時刻の法則を

P[�
(N)
i 5 t] = 1− exp

{
−

∫ t

0

w
(N)
i (s)ds

}
であるとする. ただし時刻 t における粒子 i のジャンプ率を表す w

(N)
i (t) は, 右連続

かつ左極限を持つ関数であるとする. ジャンプ率の経験分布 Λ(N) は N → ∞ のと
き, ある分布 Λ に弱収束しているとする. このとき

lim
N→∞

y
(N)
C (t) = 1− EΛ

[
exp

{
−

∫ t

0

w(s)ds

}]
in prob:

が従う. なお, EΛ は Λに関する期待値を表す.

本論文では定理1.2を受けてジャンプ率は時間帯により変動するものとして, 2ch.net

のスレッド一覧表ランキングの分析をやり直した. その結果実際のランキングの時
間発展を分析するうえで統計的に改善がすることができた.

最後に本論文の構成を述べる. 2章ではランキングプロセスの定義を述べ, それに
伴い現れる性質について述べる. 3章ではオンラインランキングのデータを収集し分
析した結果を述べる. 4章ではジャンプ率と粒子位置の経験分布が無限粒子において
はルベーグ密度を持つ決定論的分布になることを述べる. 付録Aではオンラインラ
ンキングの分析を行うために作成したプログラムについて述べる.
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第2章 ランキングプロセス

この章ではランキングプロセスの定義を述べそれに伴い現れる性質について述べ
る. 以下 (Ω;F ; P)を確率空間とする. また本論文を通して

• R+ := [0;∞),

• Cb(I) : I 上有界連続な関数全体の集合,

• #A : 集合 A の濃度 特に #∅ = 0,

• �E(x) : 定義関数 すなわち E ∈ F に対し, �E(x) =

{
1; x ∈ E

0; x =∈ E
,

• �(x) : デルタ関数 すなわち
∫

E

�(x− x0)dx =

{
1; x0 ∈ E

0; x0 =∈ E
.

とする.

2.1 ランキングプロセスの定義
N 個の粒子が点 1,点 2, · · · ,点N に並んでいるとする. 点 1にある粒子を先頭とし

て,先頭から何番目にあるかをランキングと云うことにする. 粒子 i (i = 1; 2; · · · ; N)

の初期ランキングを x
(N)
i,0 で表すことにする. ただし {x(N)

i,0 | i = 1; 2; · · · ; N} は
{1; 2; · · · ; N} の順列であるとする. j = 0; 1; 2; · · · に対し, 粒子 i の第 j ジャンプ時
刻を �

(N)
i,j : Ω→ R+ で定義する.

定義 2.1. (Ω;F ; P) 上の確率過程 {X(N)
i (t) | t = 0; i = 1; 2; · · · ; N} を以下の

(2.1.1)-(2.1.3)で定義してランキングプロセスと云う.

(1) 0 5 t < �
(N)
i,1 のとき

X
(N)
i (t) = x

(N)
i,0 + #{i′ ∈ {1; 2; · · · ; N} | x(N)

i′,0 > x
(N)
i,0 ; �

(N)
i′,1 5 t}: (2.1.1)

(2) t = �
(N)
i,j , j = 1; 2; · · · のとき

X
(N)
i (t) = 1: (2.1.2)
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(3) �
(N)
i,j < t < �

(N)
i,j+1, j = 1; 2; · · · のとき

X
(N)
i (t) = #{i′ ∈ {1; 2; · · · ; N} | ∃j′ ∈ N ; �

(N)
i,j 5 �

(N)
i′,j′ 5 t}: (2.1.3)

Τi,1
HNL

Τi,2
HNL

Τi,3
HNL

　t

xi,0
HNL

Xi
HNL
HtL

図 2.1: X
(N)
i (t) のグラフ

注 2.2. 定義 2.1を言い換えると粒子 i のランキングは時刻 t = 0 で x
(N)
i,0 であり,

ジャンプ時刻に至った瞬間その粒子のランキングは 1になる. 自粒子のジャンプ時
刻間は, 自粒子よりもランキングが低い粒子のジャンプ時刻に至るごとに 1つずつ
ランキングが下がっていく. この際他粒子を追い越して後ろに下がることは無い.

また {x(N)
i,0 | i = 1; 2; · · · ; N} は {1; 2; · · · ; N} の順列であることから, 各時刻 t で

{X(N)
i (t) | i = 1; 2; · · · ; N} は {1; 2; · · · ; N}の順列になる.

ジャンプ時刻の列 {� (N)
i,j | j = 0; 1; 2; · · · }について次を仮定する.

仮定 2.3. i = 1; 2; · · · ; N に対し w
(N)
i は正定数とする.

(1) �
(N)
i,0 = 0,

(2) {� (N)
i,j | j = 0; 1; 2; · · · }, i = 1; 2; · · · ; N は独立,

(3) �
(N)
i := �

(N)
i,1 の法則は平均が (w

(N)
i )−1 の指数分布 すなわち t = 0 に対して

P[�
(N)
i 5 t] = 1− e−w

(N)
i t; (2.1.4)

を満たすものとする.
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注 2.4. 各 i に対し, {� (N)
i,j | j = 0; 1; 2; · · · } は増大列で, (2.1.4) より確率 1で狭義増

大列である. また (i; j) ̸= (i′; j′) に対し, 確率 1で �
(N)
i,j ̸= �

(N)
i′,j′ である.

命題 2.5 ([1, Proposition 1]). 各 i = 1; 2; · · · ; N に対し次が従う.

(1) j = 1; 2; · · · に対し, X
(N)
i (�

(N)
i,j ) = 1.

(2) i′ ̸= i, j′ = 1; 2; · · · に対し, X
(N)
i (�

(N)
i′,j′ − 0) < X

(N)
i′ (�

(N)
i′,j′ − 0) ならば

X
(N)
i (�

(N)
i′,j′ ) = X

(N)
i (�

(N)
i′,j′ − 0) + 1:

(3) i′ ̸= i, j′ = 1; 2; · · · に対し, X
(N)
i (�

(N)
i′,j′ − 0) > X

(N)
i′ (�

(N)
i′,j′ − 0) ならば

X
(N)
i (�

(N)
i′,j′ ) = X

(N)
i (�

(N)
i′,j′ − 0):

例 2.6. N = 7 とし,初期時刻に図 2.2のように粒子が並んでいるとし,

0 < �
(7)
4 < �

(7)
3 < �

(7)
6 < �

(7)
2 であるとする. 時刻 �

(7)
4 になった瞬間粒子の並びは図

2.3になる. さらに, �
(7)
2 になった瞬間粒子の並びは図 2.4になる.

↑
先
頭

n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7
↑
末
尾

図 2.2: 初期時刻における粒子列

↑
先
頭

n4 n1 n2 n3 n5 n6 n7
↑
末
尾

図 2.3: 時刻 �
(7)
4 における粒子列

n2 n6 n3 n4 n1 n5 n7

←
head side

→
tail side

図 2.4: 時刻 �
(7)
2 における粒子列
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便宜上区間 [0,1)にスケールしたランキングプロセスを考えることもあるためここ
で定義しておく.

定義 2.7. ランキングプロセス {X(N)
i (t) | t = 0; i = 1; 2; · · · ; N}に対し,

Y
(N)
i (t) :=

1

N
(X

(N)
i (t)− 1)

で定義される {Y (N)
i (t) | t = 0; i = 1; 2; · · · ; N} をスケールしたランキングプロセ

スと云う. 特に混乱がない場合は Y
(N)
i (t) も単にランキングプロセスと云うことに

する. また, これに合わせ y
(N)
i,0 := 1

N
(x

(N)
i,0 − 1) と定義する.

2.2 境界値
各時刻 t において, t < �

(N)
i ならば粒子 i はジャンプ未経験であり, t = �

(N)
i なら

ば粒子 i はジャンプ経験済みである. ジャンプ未経験の粒子のランキングは他の粒
子のジャンプ時刻をむかえるごとに下がっていく. ゆえに粒子列の前方にはジャン
プ経験済みの粒子が集まり, 後方にジャンプ未経験の粒子が集まる.

定義 2.8. 時刻 t における tail sideでの先頭粒子のランキングを x
(N)
C (t) と書くこと

にし, 境界値と云う. ただし全ての粒子が head sideに属すなら x
(N)
C (t) = N + 1 と

する. すなわち x
(N)
C (t) : Ω→ {1; 2; · · · ; N + 1} を

x
(N)
C (t) :=

N∑
i=1

�
τ
(N)
i 5t

+ 1

で定義する. また区間 [0,1)にスケールしたものの境界値を

y
(N)
C (t) :=

1

N
(x

(N)
C (t)− 1) =

1

N

N∑
i=1

�
τ
(N)
i 5t

(2.2.1)

で定義する.

注 2.9. 定義 2.8を言い換えると初期時刻にランキング 1の粒子が時刻 t において
tail sideにいるのなら, この粒子の時刻 t におけるランキングは x

(N)
C (t) である.

仮定 2.3(3)より w
(N)
i は粒子 i のジャンプ率を表わす. ジャンプ率の経験分布を

�(N)(dw) :=
1

N

N∑
i=1

�(w − w
(N)
i )dw

と置く. N →∞ のとき, y
(N)
C (t) は 決定論的極限に収束する.
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定理 2.10 (定理 1.1再掲). �(N)(dw) は N →∞ のとき, R+ 上のある分布 �(dw) に
弱収束しているとする. すなわち任意の g ∈ Cb(R+) に対し,

lim
N→∞

∫ ∞

0

g(w)�(N)(dw) =

∫ ∞

0

g(w)�(dw) (2.2.2)

であるとする. このとき

lim
N→∞

y
(N)
C (t) = yC(t) in prob:

が従う. ただし,

yC(t) = 1−
∫ ∞

0

e−wt�(dw) (2.2.3)

である.

この命題の証明及び, 以下で大数の弱法則を幾度か用いるためここで述べておく.

補題 2.11 (大数の弱法則). {Xn} を確率空間 (Ω;F ; P) 上の独立な確率変数列とす

る. 任意の n ∈ N に対し, E[|Xn|2] < ∞かつ lim
n→∞

1

n

N∑
i=1

E[Xn] = a であるとする.

このとき

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xi = a in prob:

が従う.

証明. 任意の " > 0 に対し,

P

[∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

Xi − a

∣∣∣∣∣ > "

]
= P

[∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

(Xi − E[Xi]) +
1

n

n∑
i=1

E[Xi]− a

∣∣∣∣∣ > "

]

5 P

[∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

(Xi − E[Xi])

∣∣∣∣∣ >
"

2

]

+ P

[∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

E[Xi]− a

∣∣∣∣∣ >
"

2

]
:

チェビシェフの不等式を用いることで,

P

[∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

(Xi − E[Xi])

∣∣∣∣∣ >
"

2

]
5

(
2

n"

)2

E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(Xi − E[Xi])

∣∣∣∣∣
2


=

(
2

n"

)2

Var

[
n∑

i=1

(Xi − E[Xi])

]
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=

(
2

n"

)2 n∑
i=1

Var[Xi]

→ 0 as n→∞:

より補題 2.11を得る.

定理 2.10の証明. 仮定 2.3 (2)より {�
τ
(N)
i 5t

| i = 1; 2; · · · ; N}は独立である. (2.1.4)

より

E[�2

τ
(N)
i 5t

] = P[�
(N)
i 5 t]

= 1− e−w
(N)
i t

< 1

が従う. また (2.2.2)より

lim
N→∞

E[y
(N)
C (t)] = lim

N→∞

1

N

N∑
i=1

∫ ∞

0

(1− e−wt)�(w − w
(N)
i )dw

= lim
N→∞

∫ ∞

0

(1− e−wt)�(N)(dw)

= yC(t)

が従うので, 補題 2.11より定理 2.10を得る.
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第3章 オンラインランキングの分析

この章では 2章で定義したランキングプロセスを基にオンラインランキングの分
析をした結果について述べる. まずランキングプロセスの例として

• Amazon.co.jp (http://www.amazon.co.jp/)

• 2ch.net (http://www.2ch.net/)

がある. Amazon.co.jpは大手オンラインブックストアの一つであり, 各本のページ
にはAmazon.co.jp ランキングというものがある. このランキングは 1時間に一度
更新され, その本が購入されるとランキングは上がる. 2ch.netは日本屈指のアクセ
ス数を持つ電子掲示板の集合体であり, 掲示板を板 (いた)と呼ばれるジャンルで分
類している. さらに各板にはその分野に属する話題ごとに細かく分けられたスレッ
ドと呼ばれる掲示板が 200～750存在する. また各板にはスレッドの一覧表があり,

スレッドに書き込みがされるとそのスレッドは一覧表の先頭にジャンプする1. 例え
ば 2ch.netにアクセスし, ある板のスレッド一覧表が図 3.1であったとする.

1:高校生のための数学の質問スレ PART215(177) 2:予選》╋|||《数学オリンピック 14
》╋|||《近し (484) 3:分からない問題はここに書いてね２９９ (50) 4:ポケットのビ
スケットを叩いた場合二つに割れる確率 (26) 5:＼ (＾o＾)／謹賀新年＠数学板＼ (＾o＾)
／ (31) 6:【激しく】解析と線型代数の本何がいい？【既出】(735) 7:雑談はここに書
け！【３３】(703) 8:TeX総合スレッド VII(737) 9:名古屋大学】 多元数理科学研究
科 [Chapter 33](581)

... 略

705:数字と数学どっちが先に生まれたの？(82) 706:数学のあるある (30)

図 3.1: スレッド一覧表の例. ランキング 1から順にスレッドが並んでおり, 各スレッ
ドの項目は ランキング, スレッド名, 書き込み数 の順である

この後スレッド "TeX総合スレッド VII" に書き込みがされるとスレッド一覧表
は図 3.2になる.

12ch.netには書き込みをしても一覧表の先頭にジャンプさせない sageというものがあるが, ここ
では sageによる書き込みは無視することにする.
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1:TeX総合スレッド VII(738) 2:高校生のための数学の質問スレ PART215(177) 3:予
選》╋|||《数学オリンピック 14》╋|||《近し (484) 4:分からない問題はここに書いて
ね２９９ (50) 5:ポケットのビスケットを叩いた場合二つに割れる確率 (26) 6:＼ (＾o
＾)／謹賀新年＠数学板＼ (＾o＾)／ (31) 7:【激しく】解析と線型代数の本何がいい？
【既出】(735) 8:雑談はここに書け！【３３】(703) 9:名古屋大学】 多元数理科学研
究科 [Chapter 33](581)

... 略

705:数字と数学どっちが先に生まれたの？(82) 706:数学のあるある (30)

図 3.2: スレッド"Tex総合スレッド VII"に書き込みがあったため, 一覧表の一番上
にジャンプした

この章では 2ch.netのランキングの時間発展に着目することにする.

3.1 オンラインランキングへの応用
2章の理論をオンラインランキングへ応用するにあたり, ジャンプ率の分布 � を

仮定する必要がある. 様々な社会ランキングに対する基本的なモデルの分布として
伝統的にパレート分布が使われる. もっとも良く知られた例は収入のランキングで
ある. ここでもジャンプ率の分布 � はパレート分布であると仮定する.

定義 3.1. a, bを正の定数とする. 分布関数 F (w) が

F (w) =

{
1−

(
a
w

)b
; w = a

0; w < a
(3.1.1)

となる分布をパレート分布と云う. パレート分布の確率密度関数 f(w) は

f(w) =

{
babw−(b+1); w = a

0; w < a

となる.

ここでは離散の場合を考えることにする. i = 1; 2; · · · ; N に対し, i 番目に大きい
ジャンプ率を wi とする. (3.1.1)より

�([w;∞)) =
1

N
#{i | wi = w} ∼

( a

w

)b

; w = a
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であるから

wi = a

(
N

i

) 1
b

; i = 1; 2; · · · ; N (3.1.2)

を得る. ゆえに次を仮定する.

仮定 3.2. i = 1; 2; · · · ; N とし, i 番目に大きいジャンプ率を wi とする. このとき

wi = a

(
N

i

) 1
b

であるとする.

注 3.3. パレート分布のパラメータ a はジャンプ率が最も低い粒子のジャンプ率を
表わしている. 実際に (3.1.2)において wN = a である. パラメータ b はジャンプ率
の不平等さを反映する. 実際に (3.1.2)において w1=wN = N1/b で, b が大きければ
この比は 1に近く, b が小さければこの比は大きい値になる.

(2.2.3)で定義される yC(t) は, 初期時刻にランキング 1の粒子が時刻 t において
tail sideにいるのなら, この粒子の時刻 tでのランキングを表わしていた. 今仮定 3.2

より

yC(t) = 1− bab

∫ ∞

a

e−wtw−b−1dw

= 1− b(at)bΓ(−b; at)

(3.1.3)

となる. ただし Γ(z; p) は不完全ガンマ関数である. すなわち z ∈ R, p > 0に対し,

Γ(z; p) :=

∫ ∞

p

e−wwz−1dw

である.

注 3.4. 任意の b > 0 に対して Γ(−b; at) は発散してしまうが, (3.1.3)においては tb

でキャンセルさせるため問題はない. なお (3.1.3)を部分積分することで,

yC(t) = 1− e−at + (at)bΓ(1− b; at) (3.1.4)

を得る. 従って 0 < b < 1 のとき,

yC(t) = abΓ(1− b; 0)tb + o(tb)

である. すなわち t = 0 の近くでは yC(t) は上に凸で t = 0 における接線は垂直軸
になる. なお, もう一度 (3.1.3)を部分積分することで

yC(t) = 1−
(

1− at

b− 1

)
e−at − (at)b

b− 1
Γ(2− b; at)

を得る. 従って 1 < b < 2 のとき,

yC(t) =
ab

b− 1
t− Γ(2− b; 0)

ab

b− 1
tb + O(t2)

である. すなわち t = 0 の近くでは yC(t) は線型になる.
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3.3 ジャンプ率の時間依存性
前節では 24時間のデータを基に 2ch.netのランキングの時間発展の様子を分析し

た. しかし図 3.4, 図 3.6を見るとよく分かるが, 24時間においてはジャンプ率は一定
ではなく, 昼夜でジャンプ率の差があると考えるのが尤もらしいといえるので, 2章
の内容に時間依存性を入れる拡張をする. 拡張するにあたり粒子 i の第 j ジャンプ
時刻 �

(N)
i,j : Ω→ R+ について, 仮定 2.3 の代わりに次を仮定する.

仮定 3.5. i = 1; 2; · · · ; N に対し, w
(N)
i (t) : R+ → (0;∞) ∈ D とする. ただし, D は

cádlág 関数全体の集合, すなわち

D = {f(t) : R+ → (0;∞) |右連続; 左極限が存在する }

であるとする. このとき,

(1) �
(N)
i,0 = 0,

(2) �
(N)
i , i = 1; 2; · · · ; N は独立,

(3) �
(N)
i の法則は t = 0 に対し

P[�
(N)
i 5 t] = 1− exp

{
−

∫ t

0

w
(N)
i (s)ds

}
(3.3.1)

であるとする.

w
(N)
i (t) は粒子 i の時刻 t におけるジャンプ率を表わす. ジャンプ率 {wi(·)}Ni=1 の

経験分布を ΛN とおく. すなわち ΛN は, ΛN に関する期待値を EΛN
と書くことに

すると,

EΛN

[g(w)] =
1

N

N∑
i=1

g(w
(N)
i )

を満たすものとする. このときも 定理 2.10と同様に, N → ∞ で y
(N)
C (t) は決定論

的極限に収束することが従う.

定理 3.6. ΛN は N →∞ のとき, 関数空間 D 上のある分布 Λ に弱収束していると
する. すなわち任意の g ∈ Cb(D; R) に対し,

lim
N→∞

EΛN

[g(w)] = EΛ[g(w)] (3.3.2)

であるとする. このとき

lim
N→∞

y
(N)
C (t) = yC(t) in prob:
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が従う. ただし

yC(t) = 1− EΛ

[
exp

{
−

∫ t

0

w(s)ds

}]
(3.3.3)

である.

証明.

y
(N)
C (t) =

1

N

N∑
i=1

{
�

τ
(N)
i 5t

−P[�
(N)
i 5 t]

}
+

1

N

N∑
i=1

P[�
(N)
i 5 t]

である. 仮定 3.5より �
τ
(N)
i 5t

, i = 1; 2; · · · ; N は独立である. また (3.3.1)より

E[�2

τ
(N)
i 5t

] = P[�
(N)
i 5 t]

= 1− exp

{
−

∫ t

0

w
(N)
i (s)ds

}
< 1

が従うので, 補題 2.11より

lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

{
�

τ
(N)
i 5t

−P[�
(N)
i 5 t]

}
= 0 in prob:

が従う. また (3.3.2), (3.3.3)より

lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

P[�
(N)
i 5 t] = 1− lim

N→∞

1

N

N∑
i=1

exp

{
−

∫ t

0

w
(N)
i (s)ds

}
= 1− lim

N→∞
EΛN

[
exp

{
−

∫ t

0

w(s)ds

}]
= 1− EΛ

[
exp

{
−

∫ t

0

w(s)ds

}]
= yC(t)

が従う. 以上のことから定理 3.6を得る.

この拡張に伴いジャンプ率の分布は次に従うと仮定する.

仮定 3.7. ジャンプ率の分布はパラメータが時間変動するパレート分布, すなわち
i = 1; 2; · · · ; N , t = 0 に対し,

wi(t) = a(t)

(
N

i

) 1
b

であるとする. ただし b は正定数, a : R+ → (0;∞) は単関数であるとする.
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