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第1章 序文

複雑で積分の困難な関数の積分値を求める際に、最終手段として用いられるのがモ
ンテカルロ法である．モンテカルロ法は、積分が困難な関数に実際に数値を代入し
て、得られた値を元に関数の積分値を推定する手法である．
例えば、表と裏が均等に確率 1

2
で出るコイン投げについて考える．このコイン投

げの試行を 128回行い、各試行において表と裏のどちらが出たかを記録していくこ
とにする．このとき、128回の試行の中に、表が 7回連続で出た部分がある確率は
いくつか求めたいとする．この値を計算で求めることは困難である．もし、求めた
い数値が精密な値である必要がなければ、モンテカルロ法で値を推定することがで
きる．
モンテカルロ法を行う際、関数に代入する数値が必要になる．例えば上の 128回

のコイン投げの例では、1回のコイン投げの結果が表なら 1、裏なら 0と記録するも
のとして、関数の値を 1つ出すために、{0, 1}から成る 128桁の数列による試行結果
が必要である．試行結果のことをデータと呼ぶことにする．このコイン投げのデー
タのような {0, 1}から成る数列の桁数の単位をビットと呼ぶことにする．モンテカ
ルロ法では、関数にいくつもデータを代入して、得られた値の平均から積分値を推
定する．より正確に値を推定するには、より多くのデータが必要になるので膨大な
ビットのデータが必要になる．このデータは無作為抽出、即ちランダムであること
が望ましいが、必要なデータの数をKとしたとき、128×K回もコイン投げなどを
してランダムなデータを生成することはあまり現実的ではない．そこで、疑似乱数
生成器によってモンテカルロ法に必要な疑似乱数を生成する．疑似乱数生成器とは、
l,Lを l < Lである自然数として、

g : {0, 1}l → {0, 1}L (1.1)

を満たす関数 gのことである．式 (1.1)の l-ビット数列のことを種または初期値と呼
び、この初期値と gによって生成されたL-ビットの数列が疑似乱数である．Lは非
常に大きな自然数として、生成された疑似乱数は必要なビットごとに分けて使用す
る．例えば、128回のコイン投げの例では、生成されたL-ビットを 128-ビットごと
に分けて、コイン投げの結果として各 128-ビットのデータの中に 7回連続で表、即
ち 7-ビット連続で 1となっている箇所があるかをチェックする．{xk}K

k=1をL-ビット
を 128-ビットごとに分けた数列とする．各 xkを疑似乱数生成器の出力と呼ぶことに
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する．この例で積分したい関数 f とは、

f(xk) =

{
1, (xの中に 7桁連続で 1となっている箇所がある)

0, (それ以外)

である．あとは、

K∑
k=1

f(xk)

K

を計算すれば求めたい確率 (積分値)の推定値がわかる．
本修士論文では、疑似乱数はBw-可測関数の積分値をモンテカルロ法で求めるため

のものであるとする．モンテカルロ法に使われる出力はw-ビットから成る数列であ
るとする．疑似乱数が一様分布しているとは、出力と呼んだw-ビット数列が {0, 1}w

上に一様分布していることとする．即ち、式 (1.1)の疑似乱数生成器において疑似乱
数が一様分布するとは、L-ビットの数列を w-ビットごとに区切ったときに、各 w-

ビットが一様分布することであって、L-ビットの数列が {0, 1}L上で一様分布するわ
けではない．
一般に疑似乱数生成器は、より小さい l-ビットの初期値で、より大きなL-ビット

の一様分布している疑似乱数を生成できるものが望まれる．メルセンヌ・ツイスター
や本修士論文で扱うTGFSRは、初期値が 0以外であれば、周期と呼ばれる区間の
中でおおよそ一様分布する（厳密には一様分布してはいない）疑似乱数が得られる
ように作られている．これらの疑似乱数生成器にとって、初期値とは生成される疑
似乱数を変更するスイッチのようなものであり、それ以上の意味は持たない．それに
対して本修士論文では、第 2章で杉田洋のサンプリングという概念を紹介する．こ
れは、疑似乱数と呼んだ {0, 1}から成る数列は初期値の選び方によって少なくとも
生成される出力の順序は変化することから、疑似乱数や出力による関数の積分値の
推定値を初期値空間上の確率変数とみなし、その確率変数の値を算出することであ
る．疑似乱数を確率変数列とみなすことで、任意の 2つの確率変数が独立であるペ
アごとに独立という確率変数どうしの関係性を考える．疑似乱数生成器の出力がペ
アごとに独立ならば、モンテカルロ法による推定値が実際の積分値とかけ離れるリ
スクを以下のように評価できる．

P(| SN(ω)

N
−
∫ 1

0

F (t)dt |≥ ε) ≤ Var(F )

Nε2
.

本修士論文では、出力のペアごとの独立性を考慮して作られていない疑似乱数生成
器 TGFSRに対して、この評価を適用できる条件を考案することを目的としている．
具体的には、TGFSRの初期値を確率空間 (Ω,F ,P)のΩの元とし、生成される出力
を確率変数とみなして、TGFSRで生成される出力の相関関係を定義する．TGFSR

において、相関関係が成り立たない範囲で出力を生成すれば、その出力の列はペア
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ごとに独立になることを示す．これを示すことによって、TGFSRの出力の生成に
制限を加えれば、上記の誤差のリスク評価をTGFSRに対しても適用できることが
言える．この制限を加えることで、本来考えられていたTGFSRで生成される疑似
乱数のビットは大きく減少してしまう．しかし、ランダム・ワイル・サンプリング
との比較から、TGFSRはペアごとに独立な確率変数列の生成器としても十分に優
秀であると考えられる．
最後に本修士論文の構成について述べる．第 2章では、サンプリングとペアごと

に独立な定義と、ペアごとに独立な疑似乱数生成器の出力によるモンテカルロ法の
誤差評価について紹介する．第 3章では、杉田洋によって考案されたペアごとに独
立な確率変数列の生成法であるランダム・ワイル・サンプリングを紹介する．第 4

章では、[3, Twisted GFSR Generators ]及び [4, Twisted GFSR Generators II ]で
考察されている松本眞のTGFSRという疑似乱数生成器を紹介する．TGFSRは、
良く知られている疑似乱数生成器メルセンヌ・ツイスターの元になった疑似乱数生
成器である．第 5章では、TGFSRの出力の相関関係という概念を定義する．さら
に、TGFSRの nというパラメータが 2の場合に、TGFSRで生成される疑似乱数を
確率変数とみなして、TGFSRの相関関係とペアごとに独立の関連について考察し
た．第 6章では、第 5章の結果を元に TGFSRをペアごとに独立な疑似乱数生成器
とみなし、ペアごとに独立な疑似乱数生成器であるランダム・ワイル・サンプリン
グと生成される疑似乱数のビットを比較した．
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第2章 ペアごとに独立な疑似乱数

2.1 L2-Robust性
定義 2.1. 自然数 lに対して、

Dl := {i2−l | i = 0, 1, . . . , 2l − 1} ⊂ [0, 1)

とおき、Dlの点を端点とする片側閉片側開区間の集合を

Il := {[a, b) | a, b ∈ Dl}

とおく．また、

Bl := σ(Il)

と定義する．

定義 2.2 (確率空間). lを自然数として、確率空間 (Ω,F ,P)を (Dl, 2
Dl ,Pl)と定義

する．ここでPlとはDl上の一様確率測度である．この確率空間上の確率変数 S :

Dl → Rが与えられたとき、ωをDlの元として、Sの ωに対する値 S(ω)を算出す
ることをサンプリングと呼ぶことにする．

以下、習慣に従って l = wおよびL = Nwとおく．

例 2.3 (i.i.d-サンプリング). Xを{0, 1}w上の関数とする．また、以下のように{0, 1}Nw

上の関数 SN を定義する．

Xk(ω) := X(ωk), ωk ∈ {0, 1}w, ω = (ω1, . . . , ωN) ∈ {0, 1}Nw,

SN(ω) :=

N∑
k=1

Xk(ω).

このとき、確率変数列 {Xk}N
k=1は独立で、各XiはXと同分布な関数である．また、

E[SN

N
] = E[X ], Var(SN

N
) = Var(X)

N
を満たしている．SN

N
によってX の平均を推定す

る方法を i.i.d.-サンプリングと呼ぶ．
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ある自然数 wに対して、2−wをコンピュータが計算可能な精度として、ある Bw-

可測関数 F をコンピュータで数値積分する．wをより大きく取れれば、Bw-可測関
数の集合はより複雑な関数を含むことになる．
L2(Bw)を Bw-可測 2乗可積分実数値関数の集合とする．確率空間 (Dw, 2

Dw ,Pw)

上の確率変数列 {Xk}K
k=1を用いたサンプリングによってL2(Bw)-関数を数値積分す

ることにする．この際に、{Xk}K
k=1がモンテカルロ法を行う上で安全であることを

表わす、杉田が提唱するL2-Robustという定義を次で与えることにする．

定義 2.4 ([2, Definition 2.1.]). {X}K
k=1 ⊂ [0, 1)を確率空間 (Dw, 2

Dw ,Pw)上の確
率変数列とする．

Var(F ) :=

∫ 1

0

| F (x) −
∫ 1

0

F (t)dt |2 dx

とする．全ての F ∈ L2(Bw)に対して、

E[| 1

N

N∑
k=1

F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx |2] ≤ Var(F )

N
, (1 ≤ N ≤ K) (2.1)

が成り立つ確率変数列 {Xk}K
k=1によるサンプリングをL2-Robustと呼ぶ．

例 2.5. i.i.d.-サンプリングは、全ての F ∈ L2(Bw)に対して、

E[| 1

N

N∑
k=1

F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx |2] =
Var(F )

N
, (1 ≤ N ≤ K)

を満たすので、L2-Robustなサンプリングである．(命題 2.9参照)

次にL2-Robustで定めた誤差の期待値の上限について考える．次の定理と系から、
全ての関数に対して必ず誤差の期待値の上限よりも小さな推定値を与える数列の存
在が困難なことが言える．

定理 2.6 ([2, Theorem 2.2.]). {ψl}2w−1
l=1 をL2(Bw)の正規直交系で、各 lに対して∫ 1

0
ψl(x)dx = 0を満たすとする．このとき、任意の実数値確率変数列{Xk}2w

k=1 ⊂ [0, 1)

に対して、不等式

2w−1∑
l=1

E[| 1

N

N∑
k=1

ψl(Xk) |2] ≥ 2w

N
− 1, (1 ≤ N ≤ 2w) (2.2)

が成り立つ．
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証明 . ψl ∈ L2(Bw)なので、{Xk}2w

k=1 ⊂ Dw として良い．任意の決定論的な数列
{xk}2w

k=1について式 (2.2)が成り立てば、任意の確率変数列 {Xk}2w

k=1に対して成り立
つ．そこで、{xk}2w

k=1について定理の主張を示すことにする．まず、

g(t) :=
2w

N

N∑
k=1

1[xk,xk+2−w)(t)

とすると任意の f ∈ L2(Bw)に対して

1

N

N∑
k=1

f(xk) = 〈f, g〉L2(Bw) :=

∫ 1

0

f(t)g(t)dt

が成り立つ．関数系 {1, ψ1, . . . , ψ2w−1}はL2(Bw)の正規直交基底なので、パーセヴァ
ルの等式から

‖ g ‖2
L2(Bw)= 〈g, 1〉2L2(Bw) +

2w−1∑
l=1

〈g, ψl〉2L2(Bw). (2.3)

〈g, 1〉L2(Bw) = 1および不等式

‖ g ‖2
L2(Bw) =

22w

N2

N∑
k=1

N∑
k′=1

∫ 1

0

1[xk,xk+2−w)(t)1[x′
k,x′

k+2−w)(t)dt

≥ 22w

N2

N∑
k=k′=1

∫ 1

0

1[xk,xk+2−w)(t)1[x′
k,x′

k+2−w)(t)dt

=
22w

N2

N∑
k=k′=1

1

2w
=

2w

N
.

この式を式 (2.3)に代入して

2w

N
≤ 1 +

2w−1∑
l=1

| 1

N

N∑
k=1

ψl(xk) |2 .

系 2.7 ([2, Corollary 2.3.]). 1 ≤ N ≤ 2wとする．任意の確率変数列 {Xk}∞k=1 ⊂
[0, 1)に対して、定数関数でない f ∈ L2(Bw)が存在して次の不等式を満たす．

E[| 1

N

N∑
k=1

f(Xk) −
∫ 1

0

f(x)dx |2] ≥ (
1

N
− 2−w)Var(f). (2.4)
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証明 . もし、全ての {ψl}2w−1
l=1 に対して

E[| 1

N

N∑
k=1

ψl(Xk) −
∫ 1

0

ψl(x)dx |2] < (
1

N
− 2−w)Var(ψl)

が成り立つとすると、

2w−1∑
l=1

E[| 1

N

N∑
k=1

ψl(Xk) −
∫ 1

0

ψl(x)dx |2] < (
1

N
− 2−w)(2w − 1)Var(ψl) (2.5)

である．
∫ 1

0
ψl(x)dx = 0なので

Var(ψl) =

∫ 1

0

| ψl(x) −
∫ 1

0

ψl(t)dt |2 dx

=

∫ 1

0

| ψl(x) |2 dx = 1

であることから、

(2w − 1)Var(ψl) ≤ 2w

が言える．このことから、不等式 (2.5)の右辺は

(
1

N
− 2−w)(2w − 1)Var(ψl) ≤ (

1

N
− 2−w)2w　

=
2w

N
− 1

となり、定理 2.6に反する．以上から、最低でも定理 2.6の正規直交系 {ψl}の１つ
は不等式 (2.4)を満たすので、系 2.7が従う．

この系 2.7から、N 	 2wのとき、サンプリングによる数値積分の収束の速さは、
どのような確率変数列を取ろうとも i.i.d-サンプリング程度となってしまう被積分関
数が必ず存在することがわかった．ある数列でのサンプリングによる近似誤差が、
ある被積分関数のクラスに対して i.i.d-サンプリングよりもずっと小さい値であった
としよう．しかし、その数列を他の被積分関数のクラスで安易に適用することは避
けた方が良い．なぜなら、定理 2.6より、不等式 (2.2)を満たすために、近似誤差が
大きくなってしまう被積分関数が必ず存在する．よって、全ての L2-被積分関数に
対して数値積分をする上で安全な数列は、L2-Robustと同程度の誤差を許す必要が
あることが言えた．

定義 2.8. 確率変数列 {Xk}N
k=1がペアごとに独立であるとは、出力の項数をN とし

たとき、任意の Bw-可測関数 F ,G と 0 ≤ t− s ≤ N を満たす任意の自然数 s, tに対
して
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E[F (Xs)G(Xt)] = E[F (Xs)]E[G(Xt)]

が成り立つことである．

命題 2.9. ペアごとに独立で一様分布している確率変数列は

E[| 1

N

N∑
k=1

F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx |2] =
Var(F )

N
, (1 ≤ N ≤ K) (2.6)

を満たす．即ち、L2-Robustである．

証明 . {Xk}K
k=1がペアごとに独立で一様分布している確率変数ならば、

E[

N∑
k=1

(F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx)2]

=
N∑

k=1

N∑
k′=1

E[(F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx)((F (Xk′)) −
∫ 1

0

F (x)dx)]

=
N∑

k=1

E[(F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx)2]

+ 2
N∑

1≤k<k′≤n

E[(F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx)(F (Xk′) −
∫ 1

0

F (x)dx)]

= NVar(F ).

よって、式 (2.6)が成り立つ．

2.2 ペアごとに独立な確率変数によるサンプリングのリ
スク評価

定理 2.10. {Xk}N
k=1 をペアごとに独立で一様分布している確率変数列とし、関数

F : [0, 1) → Rを Bw-可測関数とする．

SN (ω) :=
N∑

k=1

F (Yk(ω)) (2.7)

と定義すると、任意の εに対して

P(| SN (ω)

N
−
∫ 1

0

F (x)dx |≥ ε) ≤ Var(F )

Nε2

でサンプリングによる数値積分の誤差を評価できる．
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証明 . 任意の εに対して、チェビシェフの不等式より

P(| SN(ω)

N
−
∫ 1

0

F (x)dx |≥ ε) ≤ Var(SN)

N2ε2

と表わせる．各 Ykは {0, 1}w上で一様分布していると考えているので、

E[SN(ω)] =

N∑
k=1

E[F (Xk)]

= N

∫ 1

0

F (x)dx

である．また、先に示したペアごとの独立性と {Xk}N
k=1 が一様分布していること

より、

Var(SN) = E[(
N∑

k=1

(F (Xk)) −
∫ 1

0

F (x)dx)2]

=
N∑

k=1

N∑
k′=1

E[(F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx)(F (Xk′) −
∫ 1

0

F (x)dx)]

=
N∑

k=1

E[(F (Xk)) −
∫ 1

0

F (x)dx)2]

+ 2

N∑
1≤k<k′≤n

E[(F (Xk) −
∫ 1

0

F (x)dx)(F (Xk′) −
∫ 1

0

F (x)dx)]

= NVar(F )

となる．このことから、

P(| SN (ω)

N
−
∫ 1

0

F (x)dx |≥ ε) ≤ Var(F )

Nε2

が言える．
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第3章 ランダム・ワイル・サンプリ
ング

3.1 ランダム・ワイル・サンプリングの定義とペアごと
の独立性

定義 3.1. wを自然数とする．疑似乱数生成器によって生成される出力を {0, 1}wの
元とする．この数列をw-ビット数列と呼ぶことにする．また、この数列の最初の数
を 0-ビット目、２番目の数を 1ビット目、. . . と呼ぶことにする．

定義 3.2 ([1, 定義 2.2.]). w, jを自然数とする．また、
•�をガウス記号とする．実
数 xに対して、


x�w := 
2wx�/2w ∈ Dw

と定義する．1 ≤ N ≤ 2j+1として、初期値 ω = (α, β) ∈ Dw+j ×Dw+jによって疑
似乱数の出力 {Yk(ω)}N

k=1を

Yk(ω) := 
α+ kβ�w (mod 1) (3.1)

で生成する．Dw+j ×Dw+jをD2w+2jと同一視して、l = 2w + 2jとして定義 2.2の
確率空間 (Ω,F ,P)定義する．(Ω,F ,P)上の確率変数列Ykを用いたサンプリングを
ランダム・ワイル・サンプリングと呼び、以後RWSと表記する．

RWSは式 (1.1)において、l = 2w+2j,L = w×2j+1となる疑似乱数生成器である．

定理 3.3 ([1, 定理 2.1.]). RWSはペアごとに独立で一様分布に従う確率変数列で
ある．

証明 . 関数 F ,G : [0, 1) → Rを Bw-可測関数とする．整数 1 ≤ k′ ≤ k ≤ 2j+1に対
して

E[F (Yk)G(Yk′)] =

∫ 1

0

F (t)dt

∫ 1

0

G(s)ds (3.2)

11



となることを示す．まず式 (3.2)の左辺は

E[F (Yk)G(Yk′)] =
1

22w+2j

2w+j∑
q=1

2w+j∑
p=1

F (
p

2w+j
+

kq

2w+j
)G(

p

2w+j
+

k′q
2w+j

)

=
1

22w+2j

2w+j∑
q=1

2w+j+kq∑
p=1+kq

F (
p

2w+j
+

(k − k′)q
2w+j

)G(
p

2w+j
)

=
1

22w+2j

2w+j∑
q=1

2w+j∑
p=1

F (
p

2w+j
+

(k − k′)q
2w+j

)G(
p

2w+j
)

となる．ここで、0 ≤ i ≤ j、かつ lを奇数として 0 < k − k′ = 2il ≤ 2j+1 − 1とお
く．すると、

1

2w+j

2w+j∑
q=1

F (
p

2w+j
+

(k − k′)q
2w+j

) =
1

2w+j

2w+j∑
q=1

F (
p

2w+j
+

lq

2w+j−i
).

各 r = 1, 2, 3, . . . , 2w+j−iに対して lqr ≡ r (mod 2w+j−i)となる qrを一つ定めれば l

は奇数であることから

�{1 ≤ q ≤ 2w+j | lq ≡ r (mod 2w+j−i)}
= �{1 ≤ q ≤ 2w+j | lq ≡ lqr (mod 2w+j−i)}
= �{1 ≤ q ≤ 2w+j | l(q − qr) ≡ 0 (mod 2w+j−i)}
= �{1 ≤ q ≤ 2w+j | q ≡ qr (mod 2w+j−i)}
= 2i．

このことから

1

2w+j

2w+j∑
q=1

F (
p

2w+j
+

lq

2w+j−i
) =

1

2w+j−i

2w+j−i∑
r=1

F (
p

2w+j
+

r

2w+j−i
(mod 1))

=
1

2w+j−i

2w+j−i∑
r=1

F (
r

2w+j−i
)

=

∫ 1

0

F (t)dt.
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以上から

E[F (Yk)G(Yk′)] =
1

22w+2j

2w+j∑
q=1

2w+j∑
p=1

F (
p

2w+j
+

(k − k′)q
2w+j

)G(
p

2w+j
)

=
1

22m+2j

2w+j∑
p=1

2w+j∑
q=1

F (
p

2w+j
+

lq

2w+j−i
)G(

p

2w+j
)

=

∫ 1

0

F (t)dt
1

2w+j

2w+j∑
p=1

G(
p

2w+j
)

=

∫ 1

0

F (t)dt

∫ 1

0

G(s)ds. (3.3)

式 (3.3)で、Gを恒等的に 1とすると、

E[F (Yk)] =

∫ 1

0

F (t)dt.

これで Ykが一様分布していることが言えた．また、

E[F (Yk)G(Yk′)] = E[F ]E[G ]

であることから、RWSがペアごとに独立かつ一様分布していることが言えた．

ランダム・ワイル・サンプリングはペアごとに独立な疑似乱数生成器なので、そ
の出力 {Yk}N

k=1は、

E[| 1

N

N∑
k=1

F (Yk) −
∫ 1

0

F (y)dy |2] =
Var(F )

N
(3.4)

を満たす．よって、ランダム・ワイル・サンプリングはL2-Robustな疑似乱数生成
器である．

注意 3.4. ここで、なぜ RWSはN ≤ 2j+1としているかについて触れておく．i =

0, 1, 2, . . .、αh, βh ∈ {0, 1}として、α, β ∈ Dw+jをそれぞれ、

α :=

w+j−1∑
h=0

αh

2h+1
,

β :=

w+j−1∑
h=0

βh

2h+1

とする．また、yk
h ∈ {0, 1}として、RWSの出力 Yk(ω)を

Yk(ω) :=

w−1∑
h=0

yk
h

2h+1
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と表わすことにする．k = 2j+1のとき、式 (3.1)から y2j+1

w−1 = αw−1となり、初めて初
期値 ω = (α, β)の一部がむき出しになる．よって、k = 2j+1 + 1のとき、y2j+1+1

w−1 =

αw−1 + βw−1 = y1
w−1となってしまう．F ,Gとして、w− 1-ビット目を取りだす関数

を考えれば独立が崩れる．このとき、Y1と Y2j+1+1の間でペアごとの独立性が崩れ
てしまう． よって、ペアごとの独立性を保つために 1組の初期値による出力の項数
を 2j+1以下に制限している．
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第4章 TGFSR

この章ではTGFSRという疑似乱数生成器を紹介する．TGFSRはnw-ビットの初期
値に対して最大周期と呼ばれる 2nw − 1項のw-ビットの疑似乱数の出力が得られる
疑似乱数生成器である．TGFSRは 0元以外のどの初期値に対しても、最大周期の
区間内でw-ビットの出力がほぼ均等に得られることから、初期値として 0以外を用
いて疑似乱数を得ることになっていることに注意する．

4.1 TGFSRの定義
定義 4.1 ([3, Definition.]). xi, (i = 0, 1, 2, . . . )を {0, 1}を体とするw次元横ベク
トルとする．この横ベクトルの次元の単位をビットと呼ぶことにする．4章、5章、
6章では x, y ∈ {0, 1}の加法を全て

x+ y =

{
0 (x = y)

1 (x = y)

と定義する．この加法をbitwise exclusive-or operation、または排他的加法と呼
ぶ．xi,j ∈ {0, 1}として、xi = (xi,w−1, xi,w−2, . . . , xi,0)とおく．s, t = 0, 1, 2, . . . とす
ると、

xs + xt = (xs,w−1 + xt,w−1, xs,w−2 + xt,w−2, . . . , xs,0 + xt,0)

となる．Aを {0, 1}で構成されるw次元正則行列とし、n,m ∈ N, (n > m)とする．
また、(x0,x1, . . . ,xn−1)を 0を除いた任意の {0, 1}nw上の横ベクトルとみなすとす
る．このベクトルを元に

xi+n = xi+m + xiA (i ∈ N ∪ {0}) (4.1)

によって新たなw次元横ベクトル列xn,xn+1, . . . を生成する．漸化式 (4.1)による疑
似乱数生成器をパラメータ (w,m, n,A)のTGFSRと呼ぶ．TGFSRでは式 (1.1)にお
いて l = nw,L = w× (2nw−1)となる．即ち、式 (4.1)によって初期値 (x0, . . . ,xn−1)

から (x0, . . . ,x2nw−1)への写像が決まる．この意味で TGFSRは疑似乱数生成器で
ある．
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w次元正方行列Aは、次のような形の行列とする．

A :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 　　 　　 　

　 1
. . .

1

1 a1 a2 . . . aw−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

ここで、空白部分の成分は全て 0であるものとする．ak, (k = 1, 2, . . . , w − 1)には
それぞれ 0か 1が入る．つまり、Aを決めるとは ak, (k = 1, 2, . . . , w − 1)を決める
ことである．（0が多いのは、疑似乱数の生成に時間がかからないようにするためで
ある．）
w次元横ベクトル xiの各成分を xi,j, (j = 0, 1, 2, . . . , w− 1)とする．式 (4.1)を一

階化すると nw次元変換行列

B :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Iw 　　 　　 　

　 Iw
. . .

(第m行→) Iw Iw
. . .

Iw

A

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(4.2)

によって

(xi+n,0, . . . , xi+n,w−1, xi+n−1,0, . . . , xi+1,w−1)

= (xi+n−1,0, . . . , xi+n−1,w−1, xi+n−2,0, . . . , xi,w−1)B

と書ける．
Bは (w, n,m,A)によって決まる．Bによる横ベクトル (xi+n−1,xi+n−2, . . . ,xi)状

態遷移の周期は 2nw − 1を超えない（付録の命題 7.3参照）．2nw − 1をTGFSRの最
大周期と呼ぶことにする．変換行列Bによる状態遷移の周期が 2nw −1となる必要十
分条件は、Bの特性多項式が原始多項式であることである（付録の定理 7.14参照）．
実は、任意の自然数 nwに対して、nw次の原始多項式が必ず存在することが知られ
ている．しかし、上で定義したパラメータの wと nの全ての組み合わせに対して、
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式 (4.2)の形を成していて、かつその特性多項式が原始多項式となる変換行列Bが
常に存在するかはわかっていない．ただ、周期, . . . 2nw −1を満たすTGFSRのパラ
メータがいくつも見つかっていることから、考えたいn,wに対して最大周期 2nw −1

を実現するTGFSRのパラメータが与えられているものとして、その性質について
考えていく．これ以降のTGFSRは全て最大周期を実現するパラメータ (w, n,m,A)

によって生成されるものとする．

定義 4.2. 変換行列が B である TGFSRにおいて、B によって変換されていく nw

次元横ベクトル (xi+n−1,xi+n−2, . . . ,xi)をTGFSRの値と呼ぶことにする．TGFSR

の値の上位w-ビットである xi+n−1をTGFSRの出力と呼ぶことにする．また、定
義 4.1で定義した xi,jを xiの成分と呼ぶことにする．

命題 4.3. 最大周期を実現するTGFSRの値は、1周期において、{0, 1}nwの全ての
組み合わせから {0}nwを除いた 2nw − 1通りを 1回ずつ全て回る．

x0

xn−1

......
�B

x1

xn = xm + x0A

......
�B

実際には上図のように、nw-ビットの初期値にBを右から掛けて、nw-ビットの新た
なTGFSRの値を得る．そして、更新された上位w-ビットをTGFSRの出力として
取り出し、再びBを掛けて新たな値を得ることを繰り返す．
最大周期 2nw − 1を実現する TGFSRはパラメータさえ決まってしまえば生成さ

れる疑似乱数の順序は全て決まってしまう．即ち初期値の決定とは、出力のスター
ト地点をどこにするか決めることに過ぎない．

4.2 TGFSRのパラメータの決め方
次に TGFSRのパラメータの決め方について述べる．パラメータ (w, n,m,A)に

よって、上図の変換行列Bが決まる．この行列Bの特性多項式をϕBとする．これ以
降、多項式は全て {0, 1}を係数とする多項式を考える．付録の定理 7.14より、パラ
メータ (w,m, n,A)のTGFSRが最大周期 2nw − 1を実現する必要十分条件は ϕB(t)

が原始多項式であることである．

定理 4.4 ([3, Theorem 1.]). ϕA(t)をAの特性多項式とする．パラメータ (w,m, n,A)

のTGFSRの周期が 2nw − 1であるならば、ϕA(tn + tm)は次数が nwの原始多項式
である．
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証明 . パラメータ (w,m, n,A)のTGFSRの周期が最大周期 2nw − 1であるならば、
パラメータ (w,m, n,A)によって決まる変換行列Bの特性多項式 ϕB(t)は原始多項
式である．Iwをサイズwの単位行列とすると、nw次元正方行列Bは

B :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Iw 　　 　　 　

　 Iw
. . .

(第m行→) Iw Iw
. . .

Iw

A

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

である．

ϕB(t) = det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

tIw Iw

tIw Iw

Iw
. . .

. . .

tIw Iw

A tIw

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

tIw Iw

Iw
...

. . .

Iw

A+ (tn + tm)Iw

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= det((tn + tm)Iw −A)．

よって、ϕB(t) = ϕA(tn + tm)となるので、パラメータ (w, n,m,A)の TGFSRが
最大周期を実現するならば、ϕA(tn + tm)は原始多項式である．
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4.3 例：2 × 2のTGFSR

具体的な例としてw = 2, n = 2, m = 1のTGFSRの出力をみてみる．w = 2であ
ることからAは 2 × 2-行列

A :=

(
0 1

1 1

)

とする．このとき変換行列Bは、

B :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

となる．ϕA(t) = t2 + t+1となるので、定理 4.4からϕB(t) = t4 + t+1となる．周期
は 2nw − 1 = 24 − 1 = 15であるので、ϕB(t)を特性方程式とする変換行列Bが最大
周期 15を満たす条件は、ϕB(t) = t4 + t+ 1が原始多項式であることである．即ち、
ϕBの既約性と、tが (K[t]/ϕB,x)×を生成することを確かめれば良い．w = n = 2よ
り、ϕB(t)の次数はが 4であることから、ϕB(t)が既約多項式であることは簡単に確
認できる．あとは、tが (K[t]/ϕB,x)

×を生成することの確認であるが、具体的には、
16の因子が 2, 4, 8で、極大因子が 8であることから、

t16 ≡ t (mod ϕB)

t8 ≡ t (mod ϕB)

を確認すれば、このパラメータで最大周期を実現することが言える．
w = n = 2であるから、{0, 1}4を状態集合とする横ベクトル (xi+1,xi)のBによ

る状態遷移を考える．初期値として、ω = (x1,x0) = (1, 1, 1, 1)が選ばれたとする．
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このとき、ωにBを右から掛けて生成される値は、

(x1,x0)B = (1, 1, 1, 1)×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 0

0 1 0 1

0 1 0 0

1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= (0, 1, 1, 1)

= (x2,x1)

である．このとき新たに得られた出力は最初の 2-ビットである x2 = (0, 1) である．
これを繰り返して、各 xiの成分を縦表示にして、x0から x14を左から順に並べて表
にすると、このパラメータによるTGFSRの出力は

1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 (4.3)

である．
ここで、初期値

1 1
1 1

(4.4)

に右からBを掛けるとは、表 4.3上で初期値から右に 1列スライドさせた

1 0
1 1

(4.5)

を見ることである．このとき、(0, 1) = x2が、(1, 1, 1, 1) = (x1,x0)からBによって
生成された新たな出力である．
表 4.3をみると、出力の下の段が 5つ右の出力の上の段と同じ順になっているこ

とがわかる．また、出力の上と下の段の排他的加法が 5つ先の出力の上の段になっ
ていることがわかる．このように、TGFSRの出力の間に何かしらの関係性が成り
立っていることが見て取れる．
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第5章 TGFSRの出力間の相関関係

Ω = {0, 1}nwを TGFSRの初期値の集合とし、ωをその元とする．（ここからは、本
来の TGFSRの使い方と違い、初期値に 0が選ばれることを許している．初期値に
0が選ばれた場合出力は全て 0になる．しかし、このことを許すことによって、初
期値の選び方がランダムならば、TGFSRの値である各nw次元横ベクトルが出現す
る確率は全て 1

2nw である．）P(nw)を {0, 1}nw上の一様確率測度として、定義 2.2と
同様に確率空間 ({0, 1}nw, 2{0,1}nw

,P(nw))を定義すると、TGFSRの出力 xiとその成
分 xi,j は ({0, 1}nw, 2{0,1}nw

,P(nw))上の確率変数である．よって、TGFSRの出力の
ペアごとの独立性について考えていきたい．

5.1 相関関係の定義
定義 5.1. i = 0, 1, . . . , 2nw − 2として、ω ∈ Ωに対する TGFSRの i番目の出力を
xi(ω)とする．また xi(ω)の成分を

xi(ω) := (xi,0(ω), xi,1(ω), . . . , xi,w−1(ω))

と表わすことにする．

TGFSRの漸化式

xi+n = xi+m + xiA, (i = 0, 1, 2, . . . )

から以下の式が得られる．{
xi+n,k = xi+m,k + xi,k−1 + akxi,w−1, (k = 1, 2, . . . , w − 1)

xi+n,0 = xi+m,0 + xi,w−1

(5.1)

TGFSRの値とは、ωにBp, (p = 1, 2, . . . , 2nw − 1)を右からを掛けたものである．
i ≥ n− 1としたとき、初期値ωに対する i番目の出力を xi(ω)として、i番目の値を
(xi(ω),xi−1(ω), . . . ,xi−n+1(ω))と表わすことにする．また

ω × B2nw−1 = ω
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であることから、ωそのものも値の一部に組み込まれている．このことから ωを出
力の成分で、

ω := (x0,0, x0,1 . . . , x0,w−1, x2nw−2,0, . . . , x2nw−n,w−1) (5.2)

と表わすことにする．

注意 5.2. このとき 2 × 2の TGFSRの例と異なり、初期値 ωの中に周期の後半に
生成される TGFSRの出力 x2nw−2,x2nw−3, . . . ,x2nw−nの成分が含まれていることに
注意する．これは TGFSRの値である nw次元横ベクトルの先頭のw次元を出力と
呼ぶことから、ωにBを掛けた回数と生成される出力の番号を揃えるための措置で
ある．

定義 5.3. Kを自然数とする．TGFSRの出力 xiと xi+Kの間に相関関係が成り立っ
ているとは、xiに対して

ψ(xi) = xi+K,k

で表わせる関数 ψと xi+Kの成分 xi+K,kが存在することである．

命題 5.4. 初期値 ω ∈ {0, 1}nwによる TGFSRの出力は、({0, 1}nw, 2{0,1}nw
,P(nw))

上の確率変数である．Kを自然数とする．出力 xiと xi+Kの間に相関関係が成り立
つことと、x0と xKの間に相関関係が成り立つことは同値．

証明 . {0}nwではない初期値 ω0 ∈ Ωを 1つ固定すると、表 4.3のような出力のテー
ブルが ω0に対して一意に決まる．命題 4.3より、このテーブルの連続する nw-ビッ
トは {0}nw以外の全ての Ωの元を含んでいるので、自然数 γと任意の ω ∈ Ωに対
して、

ω0B
i+γ = ωBi

となる γが唯一存在する．このとき、初期値 ω0を ωに変えるとは、ω0を初期値と
して生成されたテーブルにおいて γ列先の値を見ることと同じである．ωが任意で
あることから、xi(ω0)と xi+K(ω0)の間の相関関係を見ることは、

ω0B
i = ω′

となる ω′ ∈ Ωを初期値に変えて、x0(ω
′)と xK(ω′)の間の相関関係を見ることは同

じである．よって、xiと xi+K の関係を見ることは、x0と xK の関係を見ることと
同じである．

式 (5.1)を繰り返すことで、初期値 ωの成分は式 (5.2)であることから、xi,j はあ
る数列 ci′,j′ ∈ {0, 1}によって ωの成分の排他的加法で

xi,j =
n−1∑
i′=0

w−1∑
j′=0

ci′,j′xi′,j′ (5.3)

22



と表わせる．x0と xK の間に相関関係が成り立っているならば、定義 5.3より、xK

の成分の少なくとも 1つが、初期値に依らずに x0のある関数によって決まることで
ある．x0,x2nw−2, . . . ,x2nw−nは初期値として {0, 1}nwの全ての元を取り得る．よっ
てこのことと式 (5.3)から次の命題が言える．

命題 5.5. TGFSRの出力 x0と xKの間に相関関係が成り立っているとは、

xK,j =

w−1∑
k=0

ckx0,k

を満たす j, (j = 0, 1, . . . , w − 1)と ck ∈ {0, 1}, (k = 0, 1, . . . , w − 1)が存在するこ
とである．

命題 5.4と命題 5.5から次の命題も明らか．

命題 5.6. TGFSRの出力 xiと xi+Kの間に相関関係が成り立っているとは、

xi+K,j =

w−1∑
k=0

ckxi,k

を満たす j, (j = 0, 1, . . . , w − 1)と ck ∈ {0, 1}, (k = 0, 1, . . . , w − 1)が存在するこ
とである．

命題 5.7. TGFSRの出力 xiと xi+Kの間で相関関係が成り立っているとは、nw次
元正則行列BKの第 0列から第w − 1列の内、少なくとも 1つの列の第w行目から
第 nw − 1行目までの成分が全て 0になっていることである．

証明 . r1, r2を 0 ≤ r1, r2 ≤ nw− 1を満たす整数とする．bKr1,r2
∈ {0, 1}として、BK

を

BK :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

bK0,0 bK0,1 . . . bK0,w−1 bK0,w . . . bK0,nw−1

bK1,0 bK1,1 . . . bK1,w−1 bK1,w . . . bK1,nw−1

...
...

...
...

...
...

...

bKw−1,0 bKw−1,1 . . . bKw−1,w−1 bKw−1,w . . . bKw−1,nw−1

...
...

...
...

...
...

...

bKnw−1,0 bKnw−1,1 . . . bKnw−1,w−1 bKnw−1,w . . . bKnw−1,nw−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

と表わす．命題 5.4より、x0と xK について考える．

(xK ,xK−1, . . . ,xK−n+1) = (x0,x2nw−2, . . . ,x2nw−n)BK
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を考えると xK の成分は、jを 0 ≤ j ≤ w − 1を満たす整数として、

xK,j =

w−1∑
k=0

bKk,jx0,k +

w−1∑
k=0

bKw+k,jx2nw−1,k + · · ·+
w−1∑
k=0

bK(n−1)w+k,jx2nw−n+1,k (5.4)

で表せられる．xiと xi+K の間に相関関係が成り立っているとは、命題 5.6より、

xi+K,j =

w−1∑
k=0

ckxi,k

が成り立つ xi+K,jが存在することであった．よって、式 (5.4)より、xiと xi+Kの間
に相関関係が成り立っているなら、

xi+K,j =
w−1∑
k=0

bKk,jxi,k (5.5)

で表せられる成分が初期値に関わらず常に存在することになる．i, j を 0 ≤ i ≤
n − 1, 0 ≤ j ≤ w − 1を満たす整数とする．このとき TGFSRの初期値である
x0,x2nw−2, . . . ,x2nw−nは {0, 1}nwの全ての元を取り得る．よって、全ての初期値に
対して式 (5.4)と式 (5.5)が常に等しいならば

bKw,j = bKw+1,j = · · · = bKnw−1,j = 0

であることを意味する．

5.2 n = 2のTGFSR

本節では、n = 2の TGFSRにおいて相関関係が成り立つ出力と相関関係とペア
ごとの独立性の関係について考察する．
最初に次の命題と定義を準備する．

命題 5.8. p ∈ Nとする．Bのべき乗Bpをw次元正方行列のブロックごとに分割す
ると、各ブロックは全てw − 1次以下のAのべき乗の排他的加法で表わせる．

証明 . ck ∈ {0, 1}, (k = 0, 1, 2, . . . )とする．Aの特性多項式 ϕA(t)は次数 wの多項
式であることから、ϕA(t)から以下のような等式が得られる．

ϕA(A) = Aw +
w−1∑
k=0

ckA
k = 0.

よって、

Aw =

w−1∑
k=0

ckA
k

のようにAwを表わせる．よって、Aの w次以上のべき乗は全てw − 1次以下で表
わすことができる．
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定義 5.9. 命題 5.8で扱ったAのべき乗の排他的加法からなる集合を χ(A)とする．

ここからは、TGFSRのパラメータの nを 2に固定して考える．すると、n > m

であることからmが 1に決まる．Iwをw次元単位行列としてBを

B :=

(
Iw Iw

A 0

)

と表わす．n = 2のTGFSRの出力 x1,x2, . . . は、初期値 (x0,x1)にB,B2, . . . を右
から掛けることで得られる．

命題 5.10. p ∈ Nとして、Bの p乗を次のように表わす．

Bp =

(
Cp Cp−1

Dp Dp−1

)

ここで Cp−1, Cp, Dp−1, DpはAのべき乗の排他的加法から成る w次元正方行列とす
る．このとき、C0 = C1 = Iw、D0 = 0、D1 = Aとすると、Bpの右側のブロックは{

Cp = Cp−1 +Dp−1

Dp = ACp−1

と表わされる．

証明 . この命題は数学的帰納法で証明できる．{
Cp = Cp−1 +Dp−1

Dp = ACp−1

を変形すると、

{
Cp+2 = Cp+1 + ACp

Dp+2 = Dp+1 + ADp

(5.6)

となる．

B :=

(
Iw Iw

A 0

)
,
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B2 =

(
Iw + A Iw

A A

)

であるから、B1, B2は命題を満たしている．

Bp−1 =

(
Cp−1 Cp−2

ACp−2 Dp−2

)

であると仮定すると、式 (5.6)より、

Bp−1 × B = Bp =

(
Cp−1 + ACp−2 Cp−1

Dp−1 + ADp−2 Dp−1

)

=

(
Cp Cp−1

Dp Dp−1

)

である．よって命題は示された．

定理 5.11. Bを最大周期 22w − 1を満たすパラメータ (w, 2, 1, A)のTGFSRの変換
行列とする．Bp = {Bp | p = 1, 2, . . . , 22w − 1}とし、各 Bp を構成するブロック
Cp, Dp, Cp−1, Dp−1は χ(A)の元である．すると以下のことが言える．

1. χ(A)の位数は 2wである

2. χ(A)の 0行列以外の元は正則行列である

3. χ(A)は体である

証明 . 定理 4.4より、ϕA(tn + tm)が原始多項式であることから、ϕA(t)は既約多項
式である．命題 5.8と、ϕA(t)は既約多項式であることから、χ(A)の位数は 2wであ
る．次の (5.7)で表わせる行列をブロック対角行列と呼ぶことにする．

(
Cp 0

0 Dp−1

)
. (5.7)
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ここで命題 5.10より Cp = Dp−1である．最大周期を実現する n = 2の TGFSRの
変換行列の集合 Bpの位数は 22w − 1である．Bpが 0を含まないで位数が 22w − 1で
あることと、命題 5.10より、各Bpがχ(A)の 2つの元のみに依って生成されること
から、Bpの元の左側の上下のブロックの組み合わせは、1周期を通じて位数 2wの
χ(A)の 2つの元の組み合わせの内、上下ともに 0行列となるパターン以外の 22w −1

通り全ての組み合わせから成る．よって Bpの中には 2w − 1通りのブロック対角行
列がある．変換行列Bが正則であることから、2w − 1通りのブロック対角行列も全
て正則である．よって、χ(A)の 0行列以外の元は全て正則である．
χ(A)は {0, 1}上の多項式環であることから、和と積の 2項演算が定義されていて、

χ(A)は加法に関して

• アーベル群である
χ(A)は乗法に関して

• 結合法則が成り立つ
• 単位元 Iwが存在する

χ(A)は分配法則が成り立つが言える．また、χ(A)の 0行列以外の元は正則である
ことから、

• χ(A)の零元でない元が乗法に関して逆元を持つ

よって、χ(A)は体である．

5.2.1 n = 2のTGFSRの相関関係

定理 5.12. Bを最大周期 22w − 1を満たす n = 2の TGFSRの変換行列とする．B
のべき乗の集合 Bp := {Bp | p = 1, 2, . . . , 22w − 1}の 部分集合、Bq := {Bq | q =

q1, q2, . . . , q2w−1}をブロック対角行列の集合とする．ここで、q = q1, q2, . . . , q2w−1は
Bqを次数の小さいものから順に並べているものとする．このとき、q1, q2, . . . , q2w−1

は等間隔である．

証明 . BqとBp\Bqの元の積はBp\Bqの元である．また、Bqの任意の2つの元Bqa, Bqb

の積はBqa+qbと表わせ、これはBqの元である．Bqの元の中でBの次数の最も小さ
い元Bq1のべき乗で表せない Bqの最小の元Bqc , (q1 < qc ≤ q2w−1)が存在したとす
ると、

Bqc = Bqc−q1 × Bq1

を満たすBqc−q1 ∈ B
q, (q1 < qc − q1 ≤ q22w−1 − q1)が存在し、Bqc−q1もBq1のべき乗

で表わせない．これはBqcの最小性に反する．よって全てのブロック対角行列はBq1
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のべき乗で表わせることが言えたので、ブロック対角行列は k ∈ Nとして、Bkq1で
表わせる．

系 5.13. q1 = 22w−1
2w−1

= 2w + 1である．

定理 5.14. 変換行列Bが n = 2のTGFSRの最大周期 22w −1を実現しているとき、
任意の出力 xiと相関関係の成り立っている出力 xi+K は、xiの関数である．即ち、
xi+Kの全ての成分 (xi+K,0, xi+K,1, . . . , xi+K,w−1)は xiの成分 (xi,0, xi,1, . . . , xi,w−1)の
排他的加法で表わせる．

証明 . xiと xi+Kの間に相関関係が成り立っているとは、命題 5.7の証明から、

(xi+K ,xi+K−1) = (xi,xi−1)B
K

で生成される xi+K に対して、

xi+K,r =
w−1∑
k=0

bKk,rxi,k

で表せられる r, (= 0, 1, . . . , w − 1)番目のビットが少なくとも 1つは存在すること
である．このとき変換行列BK の第 r列は bKw,r = bKw+1,r = · · · = bK2w−1,r = 0を満た
している．即ち、BKの左下のブロックの第 r列は全て 0になっている．しかし、定
理 5.11より変換行列を構成するブロックは 0行列以外は全て正則であることから、
BK がブロック対角行列である．このとき、全ての r = 0, 1, 2, . . . , w − 1に対して

xi+K,r =
w−1∑
k=0

bKk,rxi,k

が成り立っている．このとき、xi+K の各ビットは全て xiのビットの関数で表わさ
れる．よって、xi+K は xiの関数である．

定理 5.14の証明と命題 5.6から次の系が言える．

系 5.15. TGFSRの出力xiとxi+Kの間に相関関係が成り立っていることと、BKは
ブロック対角行列であることは同値．

5.2.2 n = 2のTGFSRのペアごとの独立性

F,Gを任意の Bw-可測関数としたとき、疑似乱数生成器の出力 xs(ω)と xt(ω)が
ペアごとに独立であるとは、出力の項数をN としたとき、0 ≤ t− s ≤ N を満たす
任意の s, tに対して

E[F (xs)G(xt)] = E[F (xs)]E[G(xt)]

が成り立つことであった．次に最大周期を実現する n = 2のTGFSRでは、相関関
係が成立しない範囲内の出力どうしはペアごとに独立であることを示したい．
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定理 5.16. 最大周期を実現する n = 2のTGFSRにおいて、相関関係が成り立たな
い任意の出力どうしはペアごとに独立である．

証明 . F,Gを任意の Bw-可測関数とする．また s, tを s, t ≥ 0, 1 ≤ t − s ≤ 2w − 2

を満たす異なる整数とする．初期値 ωを決定すると、ωBsも一意に決まり、その逆
も言えるので、ωを決めることと、ωBsの値を初期値として選ぶことは同じである．
よって、ω1, ω2をそれぞれw次元横ベクトルとして、(ω1, ω2) ∈ Ω = {0, 1}2wをωBs

の値として選ぶことにする．このとき、TGFSRの値 ωBsに対しての出力 xsは ω1

である．ω1 ∈ Ω1, ω2 ∈ Ω2とする．変換行列Bt−sの左の上下のブロックをそれぞれ
Ct−s, Dt−sとする．また、2w次元行列Qを

Q =

(
Iw 0

0 0

)

とすると、

E[F (xs)G(xt)] =
1

22w

∑
Ω

F (xs(ω))G(xt(ω))

=
1

22w

∑
Ω

F (ω ×Q)G(ωBt−s ×Q)

=
1

22w

∑
Ω1×Ω2

F (ω1)G(ω1Ct−s + ω2Dt−s)

=
1

22w

∑
Ω1

F (ω1)
∑
Ω2

G(ω1Ct−s + ω2Dt−s)

ここでDt−sが 0行列ではない、即ちBt−sがブロック対角行列でないとする．この
とき、ω2Dt−s = ω′

2とすると、Dt−sが正則行列であることから、ω′
2 ∈ Ω2は ω2に対

して一意に決まる．よって、

E[F (xs)G(xt)] =
1

22w

∑
Ω1

F (ω1)
∑
Ω2

G(ω1Ct−s + ω′
2)

= E[F (xs)]E[G(xt)]

である．

系 5.13、系 5.15、定理 5.16から次の定理が言える．

定理 5.17. 最大周期を実現する n = 2のTGFSRでは、連続して生成されるw-ビッ
トの出力を 2w + 1項に制限すれば、TGFSRはペアごとに独立な疑似乱数生成器で
ある．
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5.3 n > 2のTGFSR

本節では、前節で n = 2の制限の中で示した定理が n > 2であっても成り立つこ
とを示す．即ち本節は、前節の n = 2を n ≥ 2に拡張するものである．

命題 5.18. Bを最大周期 22nw − 1を満たすパラメータ (w, n,m,A)のTGFSRの変
換行列とする．Bp = {Bp | p = 1, 2, . . . , 2nw − 1}とし、各Bpを w次元正方行列ご
とにブロック分けしたときに、i, jを 1 ≤ i, j ≤ nを満たす整数として、Bp

i,j ∈ χ(A)

を用いて、Bpを以下のように表わすことにする．

Bp =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Bp
1,1 Bp

1,2 . . . Bp
1,n

Bp
2,1 Bp

2,2 . . . Bp
2,n

...
... . . .

...

Bp
n,1 Bp

n,2 . . . Bp
n,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (5.8)

このとき、Bp, p = 1, 2, . . . , 2nw − 1は任意の 1列のブロックの組み合わせで一意に
決まる．

証明 .

Bp =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Bp
1,1 Bp

1,2 . . . Bp
1,n

Bp
2,1 Bp

2,2 . . . Bp
2,n

...
... . . .

...

Bp
n,1 Bp

n,2 . . . Bp
n,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

である．Bが

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Iw 　　 　　 　

　 Iw
. . .

(第m行→) Iw Iw
. . .

Iw

A

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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であることから、Bp+1は

Bp · B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Bp
1,m + Bp

1,nA Bp
1,1 . . . Bp

1,n−1

Bp
2,m + Bp

2,nA Bp
2,1 . . . Bp

2,n−1

...
... . . .

...

Bp
m,m + Bp

m,nA Bp
m,1 . . . Bp

m,n−1

...
... . . .

...

Bp
n,m + Bp

n,nA Bp
n,1 . . . Bp

n,n−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(5.9)

と

B · Bp =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Bp
2,1 Bp

2,2 . . . Bp
2,n

Bp
3,1 Bp

3,2 . . . Bp
3,n

...
... . . .

...

Bp
m,1 Bp

m,2 . . . Bm,n

Bp
1,1 + Bp

m+1,1 Bp
1,2 + Bp

m+1,2 . . . Bp
1,n + Bp

m+1,n

Bp
m+2,1 Bp

m+2,2 . . . Bp
m+2,n

...
... . . .

...

Bp
n,1 Bp

n,2 . . . Bp
n,n

ABp
1,1 ABp

1,2 . . . ABp
1,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(5.10)

の 2通りで表せられる．j′ = 2, 3, . . . , nとする．式 (5.9)のブロックの j′列目と式
(5.10)のブロックの j′列目が等しいことから、

Bp
i′−1,j′−1 = Bp

i′,j′ (i′ = 2, 3, . . . ,m,m+ 2, . . . , n), (5.11)

Bm,j′−1 = Bp
m+1,j′ + Bp

1,j′, (5.12)

Bp
n,j′−1 = AB1,j′ (5.13)

という関係が見て取れる．よって、Bpのブロックの j′ − 1列目からBpのブロック
の j′列目が決まる．また、式 (5.11)、(5.12)、(5.13)より次の式が成り立つ．

Bp
i′,j′ = Bp

i′−1,j′−1 (i′ = 2, 3, . . . ,m,m+ 2, . . . , n), (5.14)

Bm+1,j′ = Bp
m,j′−1 + A−1Bp

n,j′−1, (5.15)

Bp
1,j′ = A−1Bn,j′−1. (5.16)

31



即ちBpのブロックの j′列目からBpのブロックの j′ − 1列目が決まる．以上から、
Bpの任意の 1列のブロックを決定してしまえば、Bp全体のブロックの組み合わせ
が決まることが言える．χ(A)の元の数は 2wである．n個の 1列のブロック全てが 0

となる組み合わせは、Bpが 0行列になってしまうので考えない．このことから、任
意の 1列のブロックの選び方は 2nw − 1通り存在することが言える．これはBのべ
き乗の元の数と同じであることから、Bpの任意の 1列のブロックに対して、Bp全
体が一意に決まることが言える．これで、n = 2の場合の命題 5.10に相当する部分
が言えた．

次に定理 5.11が n > 2の場合でも言えることを示す．

定理 5.19. Bを最大周期 2nw − 1を満たすパラメータ (w, n,m,A)の TGFSRの変
換行列とする．Bp = {Bp | p = 1, 2, . . . , 22w − 1}とし、各Bpを構成するブロック
Bp

i,j , (i, j = 1, 2, . . . , n)は χ(A)の元である．すると、以下のことが言える．

1. χ(A)の 0行列以外の元は正則行列である

2. χ(A)は体である

証明 . n > 2のブロック対角行列を、

⎛
⎜⎜⎜⎝

Bp
1,1

. . .

Bp
n,n

⎞
⎟⎟⎟⎠

とする．命題 5.18から Bpの元は、全て 0であることを除いた χ(A)の 2w個の元の
n個の組み合わせで決まる．このときブロック対角行列が選ばれる場合とは、任意
の 1列のブロックの組み合わせを選ぶ際に、対角成分に当たるブロック以外が全て
0行列となる場合である．（実はこのとき、ブロック対角行列の 0行列以外のブロッ
クは、全て同じ φχ(A)の元で構成されている．）Bpの元の中には 0行列以外の χ(A)

の元の 1つの選び方から成る 2w − 1通りのブロック対角行列が含まれている．Bが
正則であることから、Bpの元は全て正則である．即ち 2w − 1個のブロック対角行列
も正則であることから χ(A)の元は 0行列以外は全て正則である．
χ(A)は {0, 1}上の多項式環であることから、和と積の 2項演算が定義されていて、

χ(A)は加法に関して

• アーベル群である

χ(A)は乗法に関して
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• 結合法則が成り立つ

• 単位元 Iwが存在する

χ(A)は分配法則が成り立つが言える．また、χ(A)の 0行列以外の元は正則である
ことから、

• χ(A)の零元でない元が乗法に関して逆元を持つ

よって、χ(A)は体である．

5.3.1 n > 2のTGFSRの相関関係

定理 5.19証明から、n > 2においても変換行列Bのべき乗の集合Bpには 2w − 1

個のブロック対角行列が含まれていることがわかった．このことから次の定理が言
える．

定理 5.20. Bを最大周期 2nw−1を満たすTGFSRの変換行列とする．Bのべき乗の
集合Bp := {Bp | p = 1, 2, . . . , 2nw−1}の部分集合、Bq := {Bq | q = q1, q2, . . . , q2w−1}
をブロック対角行列の集合とする．ここで、q = q1, q2, . . . , q2w−1はBqを次数の小さ
いものから順に並べているものとする．このとき、q1, q2, . . . , q2w−1は等間隔である．

系 5.21. q1 = 2nw−1
2w−1

である．

次に定理 5.14を n > 2に拡張する．

定理 5.22. 変換行列BがTGFSRの最大周期 2nw − 1を実現しているとき、任意の
出力 xiと相関関係の成り立っている出力 xi+lは、xiの関数である．即ち、xi+K の
全ての成分 (xi+K,0, xi+K,1, . . . , xi+K,w−1)は xiの成分 (xi,0, xi,1, . . . , xi,w−1)の排他的
加法で表わせる．

証明 . xiと xi+Kの間に相関関係が成り立っているとは、命題 5.7の証明から、

(xi+K ,xi+K−1, . . . ,xi+K−n+1) = (xi,xi−1, . . . ,xi−n+1)B
K

で生成される xi+K に対して、

xi+K,r =
w−1∑
k=0

bKk,rxi,k

で表せられる r, (= 0, 1, . . . , w − 1)番目のビットが少なくとも 1つは存在すること
である．このとき変換行列BK の第 r列は bKw,r = bKw+1,r = · · · = bKnw−1,r = 0を満た
している．即ち、BK の第 r列は、w行目以降全て 0になっている．しかし、定理
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5.19より変換行列を構成するブロックは 0行列以外は全て正則であることから、BK

が条件を満たすならば、BKはブロック対角行列であること以外考えられない．BK

がブロック対角行列であるとき、全ての r, (= 0, 1, . . . , w − 1)に対して

xi+K,r =

w−1∑
k=0

bKk,rxi,k

が成り立っている．このとき、xi+K の各ビットは全て xiのビットの関数で表わさ
れる．よって、xi+K は xiの関数である．

定理 5.22の証明と命題 5.5から次の系が言える．

系 5.23. TGFSRの出力xiとxi+Kの間に相関関係が成り立っていることと、BKは
ブロック対角行列であることは同値．

定理 5.22とブロック対角行列は等間隔で生成されることから次の定理も明らか．

定理 5.24. uを自然数とする．最大周期 2nw−1を実現するTGFSRにおいて、任意
の出力 xiと相関関係が成り立つ出力は

K =
2nw − 1

2w − 1

として、xi+uKで全て表わせる．

5.3.2 n > 2のTGFSRのペアごとの独立性

次に n > 2のTGFSRにおいてのペアごとの独立性について考える．

定理 5.25. 最大周期を実現する全ての nに対するTGFSRにおいて、相関関係が成
り立たない任意の出力同士はペアごとに独立である．

証明 . nw次元正方行列Q′を

Q′ :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Iw

0
. . .

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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と定義する．Bpをw次元正方行列ごとにブロック分けされたものを

Bp :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Bp
1,1 Bp

1,2 . . . Bp
1,n

Bp
2,1 Bp

2,2 . . . Bp
2,n

...
... . . .

...

Bp
n,1 Bp

n,2 . . . Bp
n,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

と表わす．空間Ω,Ω′をそれぞれ、

Ω := {0, 1}nw,

Ωk := {0, 1}w, (k = 1, 2, . . . , n)

とする．ω ∈ Ωとして、

ω := (ω1, ω2, . . . , ωn), ωk ∈ Ωk

とする．

E[F (xs)G(xt)] =
1

2nw

∑
Ω

F (xs(ω))G(xt(ω))

=
1

2nw

∑
Ω

F (ω ×Q′)G(ωBt−s ×Q′)

=
1

2nw

∑
Ω1×Ω2×···×Ωn

F (ω1)G(ω1Bt−s
1,1 + ω2Bt−s

2,1 + · · ·+ ωnBt−s
n,1 )

=
1

2nw

∑
Ω1

F (ω1)
∑

Ω2×···×Ωn

G(ω1Bt−s
1,1 + ω2Bt−s

2,1 + · · ·+ ωnBt−s
n,1 ).

ここで、Bt−s
2,1 , . . . ,Bt−s

n,1 全てが 0行列でない、即ちBt−sがブロック対角行列ではな
いとする．このとき、ω1Bt−s

1,1 + ω2Bt−s
2,1 + · · ·+ ωnBt−s

n,1 =: ω′
2 ∈ Ω2であることから、

E[F (xs)G(xt)] =
1

2nw

∑
Ω1

F (ω1)
∑

Ω2×···×Ωn

G(ω1Bt−s
1,1 + ω2Bt−s

2,1 + · · · + ωnBt−s
n,1 )

=
1

2nw

∑
Ω1

F (ω1)2
(n−2)w

∑
Ω2

G(ω1Bt−s
1,1 + ω′

2)

=
1

22w

∑
Ω1

F (ω1)
∑
Ω2

G(ω1Bt−s
1,1 + ω′

2)

= E[F (xs)]E[G(xt)].

TGFSRがペアごとに独立な疑似乱数生成器であるならば、定理2.10より、TGFSR

によるサンプリングの誤差を評価することができる．同時に TGFSRの L2-ロバス
ト性も言える．
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第6章 RWSとTGFSRの比較

RWSとTGFSRの比較をしてみる

生成器名 必要な初期値のビット数 得られる出力 (MAX)

RWS 2w + 2j-ビット w × 2j+1-ビット
TGFSR n× w-ビット w × 2nw−1

2w−1
-ビット

この 2つを直接比較するために 2w + 2j = nwとして初期値のビットを合わせる．

w(n− 2) = 2j

j =
w

2
(n− 2)

よって初期値 nw-ビットに対してRWSではw× 2
w
2

(n−2)+1-ビットのペアごとに独立
な出力が得られる．

TGFSRのペアごとに独立なw-ビットの出力は、

2nw − 1

2w − 1
= 2w(n−1) + 2w(n−2) + · · ·+ 2w + 1

である．
以上の結果から、初期値として必要なランダムな数列の大きさが同じ条件の下で

は、最大周期を実現する TGFSRの方が RWSよりも周期の大きなペアごとに独立
な疑似乱数が得られることがわかった．ただし、注意しなければならないことは、
TGFSRでは、パラメータのw, nで決まる初期値のビットの大きさや出力したい疑
似乱数のビットの大きさに対して、常に最大周期を実現するmと行列Aのペア、も
しくは行列Bがわかっていることが前提条件となっている．それに比べてRWSで
は、出力のビットの大きさや初期値として必要なビットの大きさが容易に調節でき
る．以上のことを踏まえると、同じビットの初期値から生成される出力のビットの
大きさの比較だけで、TGFSRの方が優れた疑似乱数生成器であると安易に言うこ
とはできない．
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第7章 付録

定義 7.1 ([5, 定義 2.4.]). 数列 x0, x1, . . . が純周期的であるとは、ある自然数 pが
存在して、全ての自然数 nに対して

xn+p = xn

を満たすことである．このときの pの値を周期と呼ぶ．

定義 7.2. 数列 x0, x1, . . . が準周期的であるとは、ある自然数 n0が存在して、

xn0 , xn0+1, xn0+1, . . .

が周期的になることである．このときxn0+p = xn0となる pがこの数列の周期である．

Kを体とする d次元正方行列をMd = Md(K)とおく．

命題 7.3 ([5, 命題 4.7.]). K を有限体とする．変換行列を B ∈ Md とする．j ∈
N ∪ {0}とする．d次元横ベクトル x0 ∈ Kdを初期値とする漸化式

xj+1 = xjB (7.1)

を考える．式 (7.1)によって生成される数列 x0,x1, . . . を変換行列 Bによる d次元
横ベクトルの状態遷移と呼ぶことにする．式 (7.1)による状態遷移は準周期的であ
り、ベクトル列の周期は �(K)d − 1を超えない．周期が �(K)d − 1ならば純周期的
で、x0 = 0として、xjは 0以外の全てのベクトルを 1周期に 1回ずつ表われる．周
期が �(K)d − 1となるBに対しては、0以外のどのような初期値を選んでも周期は
�(K)d − 1となる．

証明 . xi ∈ Kd i = 0, 1, . . . とする．Kdは有限集合であるから、部屋割り論法によ
り、ある α ≥ �(K)d, p ≥ 1が存在して

xα = xα−p (7.2)

が成立する．帰納法により、式 (7.2)はαが増えても成立する．よって準周期的であ
る．ここで、零ベクトル 0 ∈ Kdについて考える．

0B = 0
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であるから、0はBで不動である．したがって、状態遷移の軌道の長さが �(K)dと
なることはない．よって周期の最大値は高々�(K)d−1である．式 (7.1)の周期が pで
あるとき、x0,x1, . . . ,xp−1は全て異なる 0以外のベクトルである．よって、式 (7.1)

の周期が �(K)d − 1ならば、xj は 1周期の内に 0ベクトル以外の全てのKd上のベ
クトルをちょうど 1回ずつ回る．よって純周期的である．また、このときは 0以外
のどの初期値に対しても周期は �(K)d − 1である．

定義 7.4 ([5, 定義 4.8.]). B ∈Mdとする．横ベクトル x ∈ Kdに対し、

{g(t) ∈ K[t] | xg(B) = 0} (7.3)

とおくと、これはK[t]のイデアルである．K[t]は単項イデアル整域であるから集合
(7.3)はモニック多項式によって生成される．この単項イデアル整域を生成する多項
式を、xのBに関する annihilator多項式といい、ϕB,x(t)と書く．

即ち

xg(B) = 0 ⇔ ϕB,x(t) | g(t)

である．

定義 7.5. K[t] の環としての演算を (mod ϕB,x(t)) で考えることで得られる環を
K[t]/ϕB,xとおく．(K[t]/ϕB,x)

×をK[t]/ϕB,xの積に関する可逆元の集合とする．K
が有限のときは、(K[t]/ϕB,x)

×は有限群である．

定理 7.6 ([5, 定理 4.11.]). Kを有限体とする．x0 ∈ Kdを初期値とする．変換行
列B ∈ Mdによる状態遷移が純周期的となる必要十分条件は、tと ϕB,xが互いに素
になることである．このとき周期は

t ∈ (K[t]/ϕB,x)
×

の位数である．

証明 . Bによる状態遷移が純周期的なら、

x(Bp − I) = 0 (7.4)

を満たす最小の pが周期である．即ち、

ϕB,x | tp − 1

を満たす最小の pが周期である．このとき pは、[K[t]/ϕB,x]の中での tの乗法位数
である．このとき、tは (K[t]/ϕB,x)×の元である．t ∈ (K[t]/ϕB,x)

×となる必要十分
条件は、tと ϕB,xが互いに素になることである．
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定理 7.7 ([5, 定理 4.12.]). Kを有限体とする．x ∈ Kdを初期値とする、変換行列
B ∈ Mdによる状態遷移が純周期的であるとき、周期 pは、p ≤ �(K)d − 1である．
　
等号成立の必要十分条件は degϕB,x = dで、(K[t]/ϕB,x)

×の位数が �(K)d −1で、か
つ tで生成されることである．

証明 . δ := degϕB,xとおくと、

�((K[t]/ϕB,x)
×) ≤ �(K)δ − 1 ≤ �(K)d − 1 (7.5)

である．等号が成立するには不等式 (7.5)の等号が両方成り立たなければならない．さ
らに、命題7.6より、tの乗法位数が p = �(K)d−1であることから、tが (K[t]/ϕB,x)

×

の生成元でなければならない．

定義 7.8. tを変数、Iを単位行列とする．行列 tI −Bの行列式 det(tI −B)を行列
Bの特性多項式といい、ϕB(t)と書く．

定義 7.9. Bを d次元正方行列とする．イデアル

{g(t) ∈ K[t] | g(B) = 0} (7.6)

を生成するモニックな多項式を行列Bに対する最小多項式といい、φB(t)と書く．

定義 7.10 ([5, 定義 4.13.]). K係数多項式 ϕ(t)が原始多項式であるとは、

[K[t]/ϕ(t)]

における tの乗法位数が �(K)deg ϕ(t) − 1となることである．

系 7.11 ([5, 系 4.14.]). ϕ(t)が原始多項式である必要十分条件は、ϕ(t)が既約多項
式で、かつ tが (K[t]/ϕB,x)×を生成することである．

系 7.12 ([5, 系 4.15.]). 定理 (7.7)において等号成立の必要十分条件は、ϕB,xが d

次原始多項式となることである．

定理 7.13 ([5, 定理 4.19.]). B の annihilator多項式と最小多項式、特性多項式の
間には次のような関係がある．

ϕB,x(t) | φB(t) | ϕB(t)

証明 . 「ϕB,x(t) | φB(t)」は φB(B) = 0よりあきらか．「φB(t) | ϕB(t)」は Cayley-

Hamiltonの定理より、ϕB(B) = 0が言えるのであきらか．

定理 7.13より、次が言える．
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定理 7.14 ([5, 定理 4.20.]). K を有限体とする．BをK 係数 d次正方行列、x ∈
Kd\{0}とする．すると、以下は全て同値

1. xを初期値とするBによる状態遷移の周期が最大値 �(K)d − 1を達成する

2. ϕB,x(t)が d次原始多項式

3. ϕB(t)が原始多項式

証明 . 1 ⇔ 2は系 7.12より明らか．
2 ⇒ 3は定理 7.13より

ϕB,x(t) | ϕB(t) (7.7)

ϕBは d次であるので、ϕB,xも d次であるなら、共にモニック多項式なので等しい．
3 ⇒ 2は (7.7)より、原始多項式ならば既約多項式であることから、ϕB,x(t) = 1ま
たは ϕB(t)である．もし ϕB,x(t) = 1なら、xId = 0即ち x = 0である．これは
annihilator多項式の仮定に反する．よって ϕB,x(t) = ϕB(t)．
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