
経済数学I（春学期）

服部哲弥

START �



１．春の講義の大雑把な目標
(1)微分法を用いた条件付き最小(大)値問題：
(1-a)条件無し：1変数関数ではh′(x) = 0が必要条件（ご存じ）
・ 多変数関数fならば各成分ごとにその成分の1変数関数と思えば，
偏微分(∇ f)(−→x ) =

−→
0 　記号の正確な把握を勉強すれば難しくない

・ h′(x) = 0かつh′′(x) > 0（（下に）凸）ならば極小．多変数では？

(1-b)等式条件：x4 + y4 = 1の下でf(x, y) = xy2の最小値は…
y2 =

√
1 − x4としてg(x) = f(x, y(x)) = x

√
1 − x4でできるが

・「あらわに」解けない時？陰関数定理：解いたふりして微分を利用！？
・未定乗数法：さらに，条件無しの時の∇ f(−→x ) =

−→
0 に似た公式！？

— 春はここまで —　　　　— 秋は… —
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秋の講義の大雑把な目標
(1-c)不等式条件：
xy + x + y � 1, x � 0, y � 0の下でxyの最大値はやや難．
2変数なら（ご存じの）領域の図示で頑張れるが，3変数以上だと？
・ Fritz–John条件とKuhn–Tucker条件＝未定乗数法と似た工夫の成果：
・（2変数以下や特別な問題に限らない） 未定乗数法のような汎用方法で
・ 未定乗数法に（したがって条件無しの時の∇ f(−→x ) =

−→
0 に）似た公式

・そんな戦闘力高い公式を得る理論系経済学向きの汎用・強力な理屈が

(2)　凸集合の分離定理：
・ 「2個の膨らんだ風船の間に紙を挟める」という定理（汎用）
・特に，風船のいっぽうが線形空間の場合（Gordanの定理）（強力）
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経済学他科目との関係？
　－　最小値問題も凸解析もミクロ経済学の種々の科目の数学的背景
ミクロでおなじみの「minimize (maximize) ** subject to **」

上記以外の理論系経済学で凸解析（分離定理）が絡む場面：
・数理ファイナンスの基本定理：
「無裁定(arbitrage不存在)と同値マルチンゲール測度の存在は同値」
・ベイズ統計学の基本定理：
「許容的(admissible)な意志決定はベイズ解」
・零和非協力ゲーム：
「零和非協力ゲームにはナッシュ均衡解が存在」
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教科書・レポート・試験等
○　教科書．「経済数学」慶應義塾大学経済学部（水色のテキスト）
春学期 経済数学 I １－４章　，　秋学期 経済数学 II ５－７章　（補遺は範囲外）

○　成績評価．教室学期末定期試験があれば持込無し学期末定期試験．
次ページも参照

○　過去問（略解付）等　ウェブから自由にどうぞ：
服部哲弥　で検索／日本語ホーム／講義／経済数学

○　位置づけ
(1)　１年の微分積分入門（微分積分）の微分・偏微分の続き
(2)　１年の線形代数（線形代数続論）を履修済の前提
(3)　初回（次回）は線形代数続論（１年秋学期）後半から復習
(4)　3年でミクロ経済学中級など数学を用いる科目や数学を用いることを謳うゼミ
を選ぶ予定ならば，2年で経済数学 I,IIの履修を薦める
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オンライン資料と成績評価補足
1. 学事日程上毎回（ほぼ毎週）講義曜日に講義pdfをDL．毎回の講
義pdfに問のページ，次の回の講義pdfに略解のページ（勉強用）
2. 成績評価（状況急変時の補足）
　2–1. 学期末定期試験が教室で行われれば持ち込み無しの学期末定期試験
　2–2. 万が一教室試験が有効に機能せずオンライン試験になれば，教科書と上記
項目1.の講義pdfを手持ちであることを前提に出題
　2–3. 「社会情勢」の急変に応じて大学の方針の急変がありうるので，学事指定
講義用オンラインサイトの本科目のお知らせの指示に注意し協力すること．試験等終
了まではダウンロード(DL)した毎回の講義と教科書所持を続けること

3. 万が一オンライン試験の場合は問題のダウンロードと解答提出は
学生部指定の講義用オンラインサイト．
　3–1. 手書き解答（最初に学籍番号と氏名）をpdfファイルにして提出．
　3–2. 紙に書いたレポートをpdfファイルにする方法：
・　スマホで撮影（通常は写真は jpg形式だが）
　－　adobe社のscanやCamScannerなど各種無料アプリで写真をpdf保存可能
　－　例えばWindows10,11 PCでは，大概のファイルはそれを見るソフトの印
刷メニューに「microsoft pdfに保存」などの選択肢
・　自宅にスキャナがあればスキャン
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２．線形代数（復習）

正方行列：A =

⎛

⎝
a11 · · · a1n
... · · · ...

an1 · · · ann

⎞

⎠ → 1次方程式（鶴亀算） A−→x =
−→
b

頭の行，足の行，vs 鶴の特徴の列，亀の列，−→x 匹数の列ベクトル，−→
b 頭数と足数

○ ベクトルの「小箱」で整理した大きな引越荷物：

・ 列ベクトルの「小箱」−→a 1 =

⎛

⎝
a11
...

an1

⎞

⎠, . . . → A = (−→a 1 · · · −→a n)

列ベクトル−→x の転置行ベクトル t−→x．　列ベクトルどうしの内積(−→x ,−→a )
　　　　　　　　 =1 × nとn × 1行列の積 t−→x −→a = x1a1 + · · · + xnan

→ t−→x A = ((−→x ,−→a 1) . . . (−→x ,−→a n))

・ 行ベクトルの「小箱」：−→a ′
1 = (a11 . . . a1n), . . . → A =

⎛

⎝
−→a ′

1...−→a ′
n

⎞

⎠ →

A−→x =

⎛

⎝
−→a ′

1
−→x

...−→a ′
n
−→x

⎞

⎠　　cf. Aを列ベクトルの小箱に分けたときの表示も重要：

A−→x = x1
−→a 1 + · · · + xn

−→a n （鶴の特徴ベクトルと亀特徴ベクトルの）線形結合
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行列の演算と逆行列
・スカラー倍と和 c A + d B = ((c−→a 1 + d

−→
b 1) · · · (c−→a n + d

−→
b n))

・積（行ベクトルと列ベクトルの「内積」を並べたもの）， 単位行列 E

● 以下，Aが正方行列の場合：逆行列（∃BはBがある，という文）
・ ∃B; AB = E または ∃B; BA = Eならば

行列式 |A| �= 0であってかつB =
1

|A|ÃがAB = BA = Eを満たし，

・ AB = BA = Eを満たすBは上記ただ一つ：A−1 =
1

|A|Ã
余因子行列 Ãは一回り小さい行列式を並べたもの．cf. A−1を計算する現実的手段は掃出し法など

・ |A| �= 0⇔∃A−1 （日本語訳は次行．この先訳は略すので意味を今覚えよ）

・ 行列式が0でないことと逆行列が存在することが同値

(∀x ∈ A)は集合Aのどの要素xも，の意味（この先行数節約目的で∃と∀を多用）
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行列式

|A| =
∣
∣∣∣∣
∣

a11 · · · a1n
... · · · ...

an1 · · · ann

∣
∣∣∣∣
∣

第1行での展開による定義
・　第1列での展開に等しい　→　 |tA| = |A|　
・　2つの行（列）を入れ替えると行列式の符号が反対になる
（特に同一行（列）があれば行列式は0）　（いずれも，帰納法で証明）
・　第 i行（列）での展開（符号に注意）　　（証明は行を入れ替えて第1行での展開）
・　行線形性（i行のk倍，i行の和），特に j行のk倍を i行に加えても不変
・　列線形性，特に j列のk倍を i列に加えても不変　（証明は展開）
・　三角行列の行列式は対角要素の積，特に単位行列の行列式 |E| = 1

積の行列式は行列式の積 |AB| = |A| |B|
（証明は，帰納法と行展開で得られる

∣
∣
∣ A O

C B

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣ A D

O B

∣
∣
∣ = |A||B|を用いる技巧）

特に，|P−1||P | = 1, |P−1AP | = |A|　→　対角化
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対称行列の対角化

記号x ∈ V（xは集合V の要素）．−→x =

⎛

⎝
x1
...

xn

⎞

⎠ ∈ R
n （n次元空間の点）は数ベ

クトル空間R
nの要素（n次元列ベクトル）と位置ベクトルの考えで同一視・同記号

固有多項式ϕA(t) = |tE − A|，固有値α1, . . . , αn（重複度ぶん並べる）
固有空間W (αi) = {−→x ∈ R

n | A−→x = αi
−→x } はR

nの部分線形空間
・ 部分空間は基底（一次独立，生成）がある→次元dimW (αi)はαiの重複度以下
・ 対角化可能と「(∀i) 次元＝重複度」が同値（ここまで一般の正方行列でOK）

内積(−→a ,
−→
b )，双線形．ノルム‖−→a ‖，｛シュワルツ，三角｝の不等式

直交行列 tP P = E （列の小箱P = (−→p 1 · · · −→p n)の−→p iたちは正規直交基底）
●以下，実対称行列（「実」は要素が全て実数の意味）
実対称行列は直交行列で対角化可能，固有値は実数：∃P ; tPP = E,

A =
n∑

i=1

−→p iαi
t−→p i= P D tP , P = (−→p 1 · · · −→p n), D =

⎛

⎝
α1

. . .
αn

⎞

⎠

2次形式 t−→x A−→x =
n∑

i=1

(−→x , −→p i)
2αi

正定値：(∀−→x ∈ R
n) t−→x A−→x > 0 ⇔ 全ての固有値が正 ⇔

全ての首座小行列式（水色テキストp.12最下行）が正：|Ar| > 0, r = 1,2, · · · , n
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３．集合の位相（教科書p.1）
目次：
R

n，ノルム，ε近傍，開集合，閉集合
空間を（点およびベクトルの）集合R

nと見た上で，
近い・遠いなどを集合の言葉で記述

・直感での理解は限界→常識を排した厳格な記述と証明で正しさを担保（数学）
・ここでは，過去の数学者を大幅に信じて整理済の昔の研究成果という果実の学習
・とはいえ，無限や集合を扱う語句が大量初出する教科書１，２ページは急がない
・次第に今回次回の内容に言及やめるが，数学者の頭の中は常に戻って確認してる
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n次元空間R
n

n ∈ N　（∈は要素と集合の関係，�∈は要素で無いこと）
N = {1,2,3, . . . } 正整数の集合．Nや実数RやR

nは「黒板太字」という特
別記号が現在の標準（教科書は少し古い著作なので，単なる太字で強調）
・n ∈ Nとは，何変数関数でも扱いたいお気持ち（初級ミクロの2財の効用のn = 2
から，産業連関表を扱うハードなゼミ（が，あれば）100変数関数以上まで一括処理）
・共通の定理を先に用意して使う時はn = 2やn = 100を代入固定して使う
・注．nは問題ごとに固定，変数x1, x2はミクロ経済学でもマクロでも問題を決めて
も，変化を見たいので動く（変数）．固定するのは（変化を見るべき）関数f
・以下で扱うのはnやfを変えても共通に成り立つ定理や証明たちなのがだいじ
・−→x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n：n個一組でn次元空間の1点，xiたちは座標成分
・R

nはn次元ベクトル空間でもある（前回）（位置ベクトル＝始点を原点Oに固定す
ることで）点とベクトルは1:1だから常に同一視，見方を行き来するので慣れること
・−→x ∈ R

nは前回や教科書のとおり，この講義では列ベクトルだが紙面の節約で横
に並べてコンマで区切る普通の記号も流用（縦ベクトルに各自脳内変換してね）
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2点の距離＝ベクトルの差のノルム
・微分や連続→「2点を近づける」視点→2点−→x ,−→y の距離d(−→x ,−→y )

→ベクトル空間の視点ではベクトルの差のノルム
・d(−→x ,−→y ) = ‖−→x −−→y ‖；ここで，差は各成分の差を成分とするベクトルで，
ノルムは自分自身との内積‖−→z ‖2 = z2

1 + · · · + z2
n = (−→z ,−→z )

・ノルムの3性質（実は，ノルムという単語の定義）‖−→x ‖ � 0かつ等
号は−→x =

−→
0 の時のみ（非負値），‖k−→x ‖ = |k|‖−→x ‖（正値1次同

次），‖−→x + −→y ‖ � ‖−→x ‖ + ‖−→y ‖ （三角不等式）
（証明は，両辺2乗し内積で書いてシュワルツの不等式(−→x ,−→y )2 � ‖x‖2‖y‖2．シュ
ワルツの不等式の証明は‖−→x + t−→y ‖2を内積で書いて内積の双線形性で tの2次式に
展開する一方，ノルムの非負値性からそれが tについて恒等的に非負の判別式条件）
・中心−→a ，半径r > 0のn次元球の内部Ur(−→a ) = {−→x ∈ R

n | ‖−→x −−→a ‖ < r}
（円を2次元球，線分を1次元球と呼ぶノリ，内部というのは境界含まないこと）
・Ur(−→a )は境界（球面）の点を要素に持たない約束（定義）．開球
・境界含む球(d(−→x ,−→a ) � r)は閉球（2ページ後の開集合閉集合に合わせた用語）
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近傍＝近くという性質を，集合族で定義すること
・D ⊂ R

nが点−→a ∈ R
nの近傍とは−→a ∈ Dかつ開集合であること

○中心−→a の正半径の球Ur(−→a )は点−→a ∈ R
nの近傍

・（球の内部は中心−→a からの距離が小さいので，−→a に近い点たちの集合と見る）
・連続や微分や極小極大→極限→注目点の近くに関心→小さいr
・小さいrへの注目を強調する時の慣用：rの代わりに記号 ε：
イプシロン近傍Uε(−→a ) 　（あくまで慣用，定義すれば記号はrでも εでも可）

・小さな εのUε(−→a )の要素にもなってる点ほど−→a に近い　（ε > d(−→x ,−→a ) =

‖−→x −−→a ‖ ⇔ −→x ∈ Uε(−→a )だから当然の言い換えだが，空間を（点すなわちベ
クトルの）集合R

nと見た上で近い遠いを集合の言葉Uε(−→a )で記述）
・いろんな εの集合（球Uε(−→a )）を考える＝集合族（集合の集合）で考える
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集合算
単に高校の復習だが，全てを集合と見ることと，要素である・ないの徹底がポイント
A ⊂ R

n，B ⊂ R
n （立体だったり面だったり何個かの点だったり，高校で集合，

領域，軌跡等呼び分けていた全てが集合A, B, . . . →実態は定義や定理の仮定で把握）
−→x ∈A（−→x は集合Aの要素），−→x �∈A（要素でない）
集合は入って｛る，ない｝だけが問われる概念
（そのことから，以下の各行は集合算の定義ということも意味する）

和集合−→x ∈ A ∪ B ⇔ −→x ∈ Aの−→x ∈ B少なくとも一方成立
集合の交差−→x ∈ A ∩ B ⇔ −→x ∈ Aと−→x ∈ B両方成立
補集合−→x ∈ Ac ⇔ −→x �∈ A
・補集合は全体集合を先に決めておく必要あり．この講義では主にR

n

・高校では補集合をAで表したが，高校以外ではAは閉包（＝Aとその境界点の和
集合，Ur(

−→
0 )は2ページ前の最下行付近の閉球）

包含関係A ⊂ B ⇔ (−→x ∈ Aならば−→x ∈ B)

例：A ∩ B ⊂ A ⊂ A ∪ B
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開集合，閉集合
・A ⊂ R

nが開集合とは(∀−→x ∈ A) ∃r > 0; Ur(−→x ) ⊂ Aが成立つこと
（∀, ∃は講義pdf２の2ページ目），∃r > 0とは，しかるべき近傍の存在が趣旨
たとえば単位球A = U1(

−→
0 )のとき，境界（球面）の近くの−→x は大きなrをとると

Ur(−→x )はAからはみ出すが，rを単位球面との距離以内に選べばUr(−→x ) ⊂ A （す

なわち，開球は開集合）．他方，A′が閉球 (A′ = U1(
−→
0 )のとき球面上の点−→x は−→x ∈ A′だが，どんな小さな正のrでもUr(−→x ) �⊂ A′．閉球は開集合では無い

・A ⊂ R
nが閉集合とは，Acが開集合

開球が開集合という説明と同様に，閉球の補集合は境界との距離以内の球を考えるこ
とで開集合．要するに「境界の点」をまったく要素としない集合が開集合，境界点を
すべて要素に持つ集合が閉集合，ということだが，境界という言葉の定義が面倒（A
からもAcからも近づけるという性質が定義に入ってる必要）それで，
開集合と閉集合→閉包A（Aを包含する最小の閉集合）→∂A = A∩Acの順に境界
∂Aの定義を最後にするのが割と普通
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教科書p.1第1章定理1
定理が言ってること：R

nの部分集合たちについて：
○有限個の開集合の和集合も交差も開集合，有限個の閉集合合の和集
合も交差も閉集合
・A ∪ Bは既出，3個以上の和集合は帰納的繰り返し（A′ = A1 ∪ A2は
集合なのでA′ ∪ A3は定義済みだから3個の和集合A1 ∪ A2 ∪ A3 = A′ ∪ A3も定
義される．以下帰納法．もちろん要するにどれかのAiの要素になってる−→x を全部要
素とする集合

○開集合は無限個の和集合も開集合，閉集合は無限個の交差も閉集合
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第1章定理1の証明
・開集合BとCに対してA = B ∪ Cも開集合であることの証明：−→x ∈ Aなら
ば和集合の定義から−→x ∈ Bまたは−→x ∈ C．BもCも開集合なので，前者なら
Ur(−→x ) ⊂ B ⊂ A，後者ならUr(−→x ) ⊂ C ⊂ Aとなるr > 0があるのでAも開集合
・3個以上の有限個の和集合は2個の結果と帰納法でできるが，今の証明（教科書の
証明）は帰納法と関係なく無限和でも論理が成り立つ

○ドモルガンの定理(B ∪ C)c = Bc ∩ Cc，(B ∩ C)c = Bc ∪ Cc

（証明は高校でやったはずだが，次のページの問(c)の無限和の場合と同様）
閉集合の交差A = B ∩ Cは，ドモルガンの法則と閉集合の定義からAcは開集合た
ちBcとCcの和集合なので上に証明したとおり開集合．よって再び閉集合の定義か
らAは閉集合（無限和でも同じ理屈成立）
開集合の交差A = B ∩ Cは，−→a ∈ Aならば−→a ∈ Bかつ−→a ∈ C．それぞれ開集合
の定義からUε1(

−→a ) ⊂ B とUε2(
−→a ) ⊂ Cを満たす正の ε1と ε2があるが，中心は−→a で共通だから小さい方を半径とする球が他方に包含されるので，小さいほうの球

はBとC両方に包含されるのでAに包含される．閉集合の和集合は今の結果とドモ
ルガンの定理から閉集合
・上の証明の後半は，無限個の開集合の共通部分だと，一番小さい半径を選ぶこと
が極限なので，正の列でも0に収束する可能性がある（半径0の球は近傍ではない）
から，無限和や無限交差では成り立つとは限らない
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４．関数の連続性（教科書p.2）
目次：
D ⊂ R

n，関数f : D → Rが連続とは…，

例：
f(x, y) = exp(x2 + y2) = ex2+y2

は連続関数
f(x, y) = log(x2 + y2)は(x, y) �= (0,0)で連続
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n次元空間の点の表記
講義pdf３（2回目）2ページ目最下段にも書いた注意だが，

・点とベクトルは1:1だから，R
nはn次元ベクトル空間でもあり，同

一視（位置ベクトル）するが，その際点−→x ∈ R
nは列ベクトル扱いな

ので，建前上n = 2なら−→x =

(
x
y

)
と表記．

・今回登場する多変数関数の変数も建前上f(−→x ) = f(

(
x
y

)
)

・普通の書き方f(−→x ) = f(x, y)も排除しない（紙面の節約）
・−→x ∈ R

nの座標成分を以後断らずに右下最後の添字で表す
・例：平面内の点列（＝2次元ベクトルの列）−→x k , k = 1,2, . . . , の
第2座標成分（「y座標」）の列はx1,2 , x2,2 , x3,2 , . . . , xk,2 , . . .
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R
nの列（n次元ベクトル列）の極限と関数の連続

n次元ベクトルの列（＝n次元空間の点列）−→x k ∈ R
n, k = 1,2, . . . ,

（n = 1→単なる数列x1, x2, . . .，n = 2→平面内の点列，. . . ）

定義：収束 lim
k→∞

−→x k = −→a ⇔ lim
k→∞

‖−→x k −−→a ‖ = 0

・教科書は記号 limを嫌う諸君を意識して−→x k → −→a としか書いてないだけ
・定義式（右辺）は実数列ck = ‖−→x k −−→a ‖の収束→高校で既知だから定義になれる
・命題： lim

k→∞
−→x k = −→a ⇔ lim

k→∞
xk,i = ai , i = 1,2, . . . , n

（⇒の証明は |zi| � ‖−→z ‖から，逆は，i = 1から各成分順に，必要ならkを大きく
しつつ極限に近づければ，差のノルムも0に近い）

D ⊂ R
n：関数の定義域（ピンとこない間はD = R

nと思い，慣れたら修正）
f : D → R （fがD上で定義されたn変数実数値関数であることの記号表現）
fが−→a ∈ Dで連続とは，−→x がD内で−→a に近づくときf(−→x )がf(−→a )に近づくこと

�� 25(�)



慣用の記号ε–δによる関数の（1点での）連続
前ページ最後の「近づく」が未定義，という問題　→　ε–δ（イプシロン・デルタ）
論法という定式化（以下∀, ∃は初回講義pdf２．3ページ目も参照）

fが−→a ∈ Dで連続（気持ち「点が近ければ関数値も近い」）とは，
(∀ε > 0) ∃δ > 0; (∀−→x ∈ D ∩ Uδ(

−→a )) |f(−→x ) − f(−→a )| < ε

・読み方：任意のε > 0に対して，δ > 0が存在して，fの定義域にあってかつ−→a の
δ近傍にあるどんな点−→x に対しても（言い換え「f(−→x )の存在が保証されていてか
つ‖−→x −−→a ‖ < δならば」），|f(−→x ) − f(−→a )| < εである

・気持ち：どんな小さな正の許容誤差に対しても，許容に応じての後出しじゃんけん
とはいえ変数−→x の注目点−→a からの距離δを正に取ることができて，−→a から距離δ以
内のどの点−→x でも，関数値f(−→x )が定義されていれば注目点での値f(−→a )から，最
初に設定した許容誤差の範囲内にある．

・前ページ最後の段階で「近づく」という単語は定義されていなかったが，枠内の本
当の定義の記号や「読み方」内の単語はすべて定義されているので，これならば連続
という単語の定義に使える（使う）と，昔の偉い人たちが作り上げた定義
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関数の連続（例）
f(x, y) = x + y + xyで定義される実2変数実数値関数f : R

2 → R

は−→a = (a1, a2) ∈ R
2（が平面R

2内のどの点であってもそこ）で連
続（−→a は建前上列ベクトルだが2ページ目参照）
証明．以後minは大きくない方（小さい方），maxは小さくない方を表す関数とす
る(min{1,2} = 1, max{1,2} = 2)．
−→x = (x, y) ∈ R

2に対して，∆x = x − a1と∆y = y − a2と置くと，
f(−→x ) − f(−→a ) = ∆x + ∆y + a2∆x + a1∆y + ∆x∆y

任意の ε > 0に対して，δ = min{1,
ε

3 + |a1| + |a2|
}と置くと δ > 0である．

−→x ∈ Uδ(
−→a )すなわち‖−→x −−→a )‖ < δを満たすように−→x を選ぶと，ノルムの定義

からmax{|∆x|, |∆y|} = max{|x−a1|, |y−a2|} � ‖−→x −−→a ‖ < δかつ0 < δ < 1
なので，絶対値についての三角不等式から，
|f(−→x ) − f(−→a )| � |∆x| + |∆y| + |a2| |∆x| + |a1| |∆y| + |∆x| |∆y|
< (1 + |a2|)|∆x| + (1 + |a1| + δ)|∆y| � (3 + |a1| + |a2|) δ � ε
よって ε > 0に応じて上記のように選んだ δ > 0に対して ‖−→x − −→a ‖ < δならば
|f(−→x )−f(−→a )| < εなので前ページ枠の定義からfは−→a で連続である．証明終わり
（このようにεの関数としてδ > 0を具体的に見つけるのが前ページの枠内の定義を
使うことの内容だが，見つけるには理解に基づく技量が必要）
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連続関数
関数が連続とは，定義域D上のどの点−→a ∈ Dでも連続なこと
・考察例をかねて，細かい注意．D ⊂ R

nが開集合ならば，どの−→a ∈ DでもUδ(
−→a ) ⊂

Dとなるδ > 0がある（講義pdf２（初回））ので，連続の定義（2ページ前の枠内）に
おいて十分小さい正のδを選べばD∩Uδ(

−→a ) = Uδ(
−→a )なので，定義の中の−→x ∈ D

が自動的に満たされることから，最初から(∀−→x ∈ D∩Uδ(
−→a ))を(∀−→x ∈ Uδ(

−→a ))
と書いても良くて，それはさらに−→x と−→a の距離がδ以内ということと同値なので，
(∀ε > 0) ∃δ > 0; (∀−→x ; ‖−→x −−→a ‖ < δ) |f(−→x ) − f(−→a )| < ε

と書いても同値
・定義域Dが開集合でないとき．内点（境界上の点以外）での定義は上記開集合の
ときとまったく同じ考察が成立．境界点 (−→a ∈ ∂D)のときだけ，−→x ∈ D，すなわ
ちD内だけを通って近づく時に関数値が収束すれば連続と呼ぶ
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連続な関数
安心な結論の先取り：普段諸君が使うたいていの関数は連続
どんな関数が連続か？2ページ前のような定義の直接証明で
・ 定数関数（定数 c ∈ Rに対してf(−→x ) = cで定義される関数）
・ 射影（座標成分）（i = 1,2, . . . , nに対してf(−→x ) = xiで…）
がR

n上で連続関数ことがわかる（2ページ前の証明より単純）
こうやって個別にやってると切りが無いので，既知の連続関数から新しい連続関数を
見つける定理を作る（以下も2ページ前のように定義から証明できる）
・ 連続関数の和とスカラー倍（まとめると，線形結合）は連続関数（fと gが連続
で c ∈ Rならば (c f)(−→x ) = c f(−→x ) で定義される関数 c f と (f + g)(−→x ) =
f(−→x ) + g(−→x )で定義される関数f + gは連続）
・ 連続関数の四則は連続（f, gが連続のとき (f g)(−→x ) = f(−→x ) g(−→x ) で決まる

f gと，さらに定義域をg(−→x ) �= 0に制限して f
g(

−→x ) = f(−→x )
g(−→x )

で決まる
f

g
は連続）

・ 連続関数の合成関数は連続（1変数関数f : R → Rとn変数関数g : R
n → Rが

連続の時，(f ◦ g)(−→x ) = f(g(−→x ))で定義されるf ◦ g : R
n → Rは連続．一般に

f : R
k → Rとgi : R

n → R, i = 1, . . . , k, が連続の時−→g (−→x ) =

⎛

⎝
g1(

−→x )
...

gk(
−→x )

⎞

⎠

で定義された−→g : R
n → R

kとfの合成関数f ◦ −→g : R
n → Rは連続関数
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続・連続な関数
・前ページの定数関数と座標成分関数と線形結合に関する連続性から，
帰納的に，どんな多項式もすべて連続関数
・ さらに商に関するの連続性からどんな有理関数もすべて連続関数
・ 指数関数exp(x)（実数変数ではh(x) = exと行間の節約目的でまったく同じ意
味）は連続関数であることが証明できるので合成関数に関する連続性と合わせると，
例えばf(x, y) = exp(x2 + y2) = ex2+y2

はR
2上の連続関数

・ 対数関数 logxは x > 0で連続であることが証明できるので合成関数の連続性
と合わせると，例えば f(x, y) = log(x2 + y2)は (x, y) �= (0,0)で連続（D =
{(x, y) ∈ R

2 | (x, y) �= (0,0)}上で連続）
●場面毎に必要になる多数の関数の性質を一括して用意しておくには
fを具体的に書かない定義と定理が必要（そのための抽象的な定義とこ
れから先の抽象的な定理と，結果を保証する数学的な証明）
・（再掲）．安心な結論：普段諸君が使うたいていの関数は連続
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５．連続関数による開集合の像（教科書p.3,4）
目次：
・　{−→x ∈ R

n | f(−→x ) < c}は開集合
・　{−→x ∈ R

n | f(−→x ) � c}は閉集合
・　最大最小問題における位相と関数の連続性の重要性：最大値の定理
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教科書p.3第1章定理2
教科書の定理の補足．
・ n ∈ Nとc ∈ Rを固定しn変数実数値連続関数f : R

n → Rも固定
する毎に成り立つ性質だが，nが自然数でcが実数でfがn変数実数値
関数なら（それ以外の条件皆無で）成り立つ性質，ということ
・ 前回の４の問(a)のように開集合・閉集合・どちらでもないの判定
を定義から証明するのはたいへんだが，この定理によって，連続関数
の値に関わる集合は定義に戻らないで判定できるようになる
・（関数の連続性と集合の開・閉に深い関係があることが背景にある）
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教科書p.3第1章定理2の証明
・ 教科書の証明の補足．
・ (1)は，−→a ∈ SごとにてUδ(

−→a ) ⊂ Sが成り立つδ > 0をうまく見
つけること．（δは講義pdf３p.6ではrと置いたが，なんと置いても良
い．）δを定めるのにfの連続性を用いることで，Sがfの値を用いて定
義されていることに対応するのが教科書の証明の内容．

・ 教科書の(1)の証明は，開集合の定義と関数の連続の定義だけから証明が成り立
つ良い練習なので，余力がある諸君はていねいに勉強するとよい．
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教科書p.3第1章定理2(b)(c)の証明
・ (2)は，fが連続ならスカラー倍も連続（講義pdf４の表題「連続
な関数」のページ）なので−1倍の−fも連続だから，証明済の(1)で
fを−fに置き換え同時にcを−cに置き換えても（後者は±cとも実数
だから）成立つ．つまり{−→x ∈ R

n | −f(−→x ) < −c}は開集合．これ
は教科書のとおりTcに等しいからTcは開集合．Tが閉集合とはTcが
開集合のこと（教科書p.1の定義）なので，Tは閉集合．

・ (3)は，開集合の和集合が開集合（講義pdf３の表題「教科書p.1

第1章定理1」のページ）であることを（(2)の証明の議論で）補集合
Ucに適用

・ 教科書の(2)(3)の証明は教科書p.2第1章定理1と(1)を利用しているので，や
さしくみえるが，(1)の証明がこれらを支えているので結論は同等の難しさ．
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連続関数の値が定める開集合の例
n ∈ N．R

nにおけるn次元開球：−→a ∈ R
nとr > 0に対して，中心−→a

半径rの開球Ur(−→a )　（定義は講義pdf３p.3）
・ n次元開球Ur(−→a )はR

nの開集合
・ 定理2(a)を使う証明：f(−→x ) = (x1 − a1)

2 + · · ·+ (xn − an)2

で定義されるf : R
n → R （n次元空間の点の座標（n次元ベクトルの成分）は

右下の添字で表す便宜上の約束（講義pdf４のp.2））は，多項式なので連続関
数（講義pdf４「続・連続な関数」）．f(−→x ) = ‖−→x −−→a ‖2（右辺の定義は講
義pdf３のp.3）なので，c = r2としたときの定理(1)の集合Sは，
−→x ∈ S ⇔ f(−→x ) < c = r2 ⇔ ‖−→x −−→a ‖ < r ⇔ −→x ∈ Ur(−→a )

だからS = Ur(−→a )となって定理2(1)からこれは開集合（証明終わり）
・ 定義から証明するには−→x ∈ Ur(−→a )ごとに−→x を中心とする開球Uε(−→x )で
Uε(−→x ) ⊂ Ur(−→a )を満たすものが必要だが，定理2(a)を使うと探す手間を省ける
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教科書p.3第1章定理3
・ 先ほどの定理２は1つの関数の値だけで条件がついた集合だが，複
数の関数による条件がついた場合を第４章から第６章にかけて使うの
でその伏線
・証明の概要：定理(b)(c)によって，連続関数の値に対して等号または
等号付き不等号の条件を満たす点たちの集合は閉集合だが，講義pdf３
の表題「教科書p.1第1章定理1」のページ（教科書の定理1）から，そ
れらの交差（共通部分）も閉集合．そして{−→x ∈ R

n | 条件1}∩{−→x ∈
R

n | 条件2} ∩ · · · = {−→x ∈ R
n | 条件1,条件2, . . . ,} なので定理３

の集合Sは閉集合（証明終わり）
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有界集合
連続の定義は関数の値の許容誤差ε > 0を与えたときに後出しで（εに
応じて）変数の動く範囲δ > 0を選べれば良い
R

nの部分集合Sが有界とは，先に（有限の）値Mを決めることができ
て，どの要素−→x ∈ Sもそのノルム（原点からの距離）‖−→x ‖がM以下
である，そういう集合Sの性質を言う．
例．原点を中心とする半径Rの開球UR(

−→
0 )のどの点−→x ∈ UR(

−→
0 )も

‖−→x ‖ < Rを（開球の定義から）満たすので，開球は有界集合．中心
が原点でなくても（証明が少し煩雑になるだけで）同様．閉球でも同
様．（集合が有界という概念は，限りなく遠くの点も要素になってるか
どうかを問うだけで，開・閉とはまったく無関係）．
・ 上に有界な非減少数列は収束する．
・ 教科書上は次の定理４の伏線
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最大値の定理（教科書p.3第1章定理4）
・最大値の原理：空でない，n次元空間の有界閉集合S ⊂ R

n上で連続
な関数は最大値と最小値を持つ．
・最大値の原理と呼ぶが，fが連続なら−fも連続（既出）なので，最大値を持

つことが証明できれば−fの最大値，すなわちfの最小値もある．
・ここで言う「持つ」の大事なポイントは，最大値（最小値）を取る点
−→a ∈ SがSの要素としてある，式で書くと，
∃−→a ∈ S; (∀−→x ∈ A) f(−→a ) � f(−→x ) ということ．
・ 証明は（定理の意味がやや水準が高いので）他の科目に譲って省略し，使
うだけとする（この講義ではさほどすごい使い方はしない）．
・ 定理５．R

nの有界な点列は収束する部分列を持つ
・定理５の証明も精神は定理４の証明に似ている（結果を使うだけで，
証明は他の科目に譲る）．
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６．多変数関数の微分（教科書p.5,6）
目次：

・f : R
n → R, fxi =

∂ f

∂xi
(偏微分)

・fがC1級とは，偏微分fxiが全てのiについて連続　（C2級も同様）
・勾配ベクトル∇ f = (fx1 . . . fxn) 1 × n行列扱い

・ヘッセ行列 Hf = ∇2 f = ∇(t ∇ f) ・fがC2級なら対称行列
・全微分可能とは，

δ(−→x ) =
1

‖−→x −−→a ‖ (f(−→x )− f(−→a )−∇ f(−→a ) (−→x −−→a )) と置く

とき lim−→x →−→a
δ(−→x ) = 0

・C1級ならば全微分可能　・全微分可能ならば連続かつ偏微分可能
1変数と違って逆は成り立たないことがあるので用語を使い分けるが，この講義では
全部成り立つ場合しか考えない
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偏微分のベクトル表記（勾配ベクトル）
○ n ∈ N, n変数関数f : R

n → Rの−→a ∈ R
nでのx1–偏微分の定義：

lim
δ→0

1

δ
(f(a1 + δ, a2, . . . ) − f(a1, a2, . . . )) 　（fx2以降も同様）

○ 変数x1以外は−→a の対応する座標を代入してx1の1変数関数として
微分（極限があれば偏微分可能と言うこと，もすべき計算も，新しいことは皆無）

○ 導関数：各点ごとに偏微分を対応させる関数．記号：fxi =
∂ f

∂xi
: R

n → R

（添字は紛らわしいが）行節約のため，講義pdfも教科書同様 fxiを使う．が，
∂ f

∂xi
を推奨

○ 勾配ベクトル：fxiを全座標成分(i = 1,2, . . . , n) について並べた行ベク
トルに値を取るn変数関数∇ f = (fx1 fx2 . . . fxn) : R

n → R
n

○ 勾配ベクトル∇ fは1×n行列と同一視して成分を空白だけで区別し，行
列との積も記号を付けない　・ 例．f(−→x ) = x2yのとき∇ f(−→x ) = (2xy x2)
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勾配ベクトル
・勾配ベクトルの表記の注の続き：cf. 講義pdf３p.2最下行近くと講義pdf４p.2
中程の注意の再掲：−→x ∈ R

n（n次元空間の点＝n次元ベクトル）は列ベクトルとい

うかn × 1行列−→x =

⎛

⎝
x1
...

xn

⎞

⎠と見る．この注と同様に，勾配ベクトルも他の行列

と並ぶと行列の積AB扱い．例：∇ f(−→x )(−→x −−→a )は1× nとn× 1行列の積だか
ら1 × 1つまり実数（勾配ベクトルと位置ベクトルの内積）
・点の表記で普通のf(−→x ) = f(x, y)も使うとしたのとまったく同様に，∇ f(−→x ) =
(2xy x2) = (2xy, x2)などの普通の表記も講義pdfは使う

○ 勾配ベクトル∇ fはただ並べただけでなく，ベクトルとしての向きや大き
さに意味がある（今回の問(a)参照）
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ヘッセ行列，Cn級関数
・ 関数記号の注意：うるさく言うと，fx1はfと同様に関数．f(−→x )やfx1(

−→x )は
点−→x での関数値．fと違う関数（だがfから決まる）ので別だが関連する名前fx1

・ヘッセ行列 Hf = ∇2 f = ∇(t ∇ f) すなわち，偏微分を縦に並べた列ベ
クトルの各行の勾配ベクトルを並べた正方行列に値をとる関数（i, j成分がfをxi
で偏微分してからxjで偏微分した2階偏導関数

・注意．教科書は∇2を使うが，わかりにくいので講義ではHfと書く
○ fがC1級とは，fx1 , . . . , fxnが全て連続関数　（C2級等も同様）
○fがC2級なら対称行列証明は他科目，初回復習した対称行列の対角化
が使える！　○ ヘッセ行列の固有値は実数で直交行列で対角化できる
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1変数関数の平均値の定理（復習）
・ 1変数関数の平均値の定理（復習）：
微分可能なら，∃θ ∈ (0,1); f(x) = f(a)+f ′(a+θ (x−a)) (x−a)

・ 1変数の場合は高校と1年の復習なので証明は略
・ ポイントは微分可能なら成り立つこと．多変数関数では，どの成分
も偏微分可能，というだけでは平均値の定理は成り立つ保証がない！
・（偏微分可能より厳しく）全微分可能ならば平均値の定理成立（次ページ）

・ 上記（次ページ）のように2変数以上では偏微分可能だけでは平均値の定理が成
り立たない理由：偏微分は座標軸方向の微分．京都の道路が平坦でも北東の角は崖に
なってる（斜め方向に不連続なり微分不可能なりする）と，斜め方向の関数の変化が
偏微分で書けない→平均値の定理不可→合成関数の微分等重要定理が不成立（困る）

・全微分可能性（次ページ）：交差点で斜め方向崖ということがなく，各点の近傍で関
数値（標高のイメージ）が平面（1次関数ax+ by + c）に近いこと（問(a)も参照）
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全微分可能性
○ f : R

n → Rが全微分可能とは

lim−→x →−→a
1

‖−→x −−→a ‖ (f(−→x ) − f(−→a ) −∇ f(−→a ) (−→x −−→a )) = 0

・教科書は左辺の極限の中をδ(−→x )と置いてる．
・その最後の項は数ページの記号の注意からベクトルの内積
○ 教科書第2章定理3：C1級ならば全微分可能　（証明は教科書p.6上半分）
○ 全微分可能ならば連続かつ偏微分可能　（ここまでの知識で証明可能）
安心な結論の先取り：1変数と違って逆は成り立たないことがあるの
で，数学としてはC1級と全微分可能（と偏微分可能）の用語を使い分
けるが，普段諸君が使うたいていの関数は全部成り立つ
Q. 春学期1/3使って，そこかよ．
A. (i) 三田に進んでも社会に出ても，まともな教科書（人）なら多変数で細かくなったり口ごもった
り回りくどくなる，ということを知っていると，まともな教科書（人）の判断に使える．
(ii) 数学は自然や社会の現象を切り離して理屈だけで正当性を保証するので，どの公式・定理も仮定
の理由や重要性が根拠からの論理によって明確にされている必要がある．その「お気持ち」が見えな
い議論は論理に飛びがあると疑うことができるようになる（数学科目の究極の教育目標の一つ）．
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ヤコビ行列
・ヘッセ行列：1つの関数fの2階微分n2個をn × n行列にしたもの

Hf =

⎛

⎝
fx1,x1 . . . fx1,xn

... ...
fxn,x1 . . . fxn,xn

⎞

⎠ =

⎛

⎝
∇ fx1...
∇ fxn

⎞

⎠

・n2個とは微分する順序込みの個数だが，この講義ではヘッセ行列を
使うときC2級関数しか考えないので，対称行列（微分する順序によら
ず同じ2階導関数fx1,x2 = fx2,x1 （教科書p.5 第2章定理1，証明は他科目）

・ヤコビ行列：m個の関数（を縦に並べて）それぞれの勾配ベクトル
を取ってm × n行列にしたもの

∇−→g =

⎛

⎝
∇ g1

...
∇ gn

⎞

⎠ =

⎛

⎝
g1,x1

. . . g1,xn... ...
gm,x1 . . . gm,xn

⎞

⎠
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教科書第2章の定理の相互関係（次回以降の予告）

・ 証明技術的には1変数の結果の利用だが，全微分可能性（定理3，「斜め方向の微
分の扱い」）が論理の根幹
・ 平均値の定理（1次のテイラー），2次のテイラー，合成関数の微分という基礎公
式に多変数の場合の「斜め方向の微分」が現れる
・ 2章の後半は以上のことを論理的に明らかにするためだけにあるような内容
・使うときは全微分可能性という，数学者以外にはなじみの薄い，概念を避けて，連
続や微分の言葉だけで書けるCn級の仮定で進める（応用向けの親切設計）
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７．合成関数の微分（教科書p.7,8）
目次：
○合成関数の微分　f : R

m → R, f ∈ C1について，
・（1変数）−→g : R → R

m微分可能ならばf ◦ −→g は微分可能
・（n変数）−→g : R

n → R
m偏微分可能ならばf ◦ −→g は偏微分可能

・「代入してから微分」を「微分してから代入」で表せる
・　代入されるfは変数がどう近づくかわからないからC1を仮定
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1変数合成関数とその微分法則（復習）
○（高校数3，大学1年の復習）1変数の合成関数：1変数関数 fとgに対し
て(f ◦ g)(x) = f(g(x)), x ∈ R, で定義される関数f ◦ g : R → R

・例え話：入口でお金とボタン選択で食券を受け取れる自動販売機gとカウンターで食

券を出して定食を作ってもらう店員の作業fに対して対応f ◦g : お金と選択 �→ 定食

のこと（教科書に記号が無いのはサボりだが，後から実行する写像fが合成◦の左側）
・1変数の時はfとgが微分可能ならf ◦ gも微分可能で，
(f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g)× g′．　右辺左の因子(f ′ ◦ g)(x) = f ′(g(x))は，
先にf(y)を微分して後からy = g(x)を代入
・「代入してから微分」を「微分してから代入」で表せる．即ち，導関
数が既知のfとgから，新しい関数f ◦ gも微分可能なことと既知のf ′とg′と代入で
(f ◦ g)′を表せる，ということ
○多変数の1変数との違い：fとgの偏微分可能性では不十分（次ページ）
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教科書第2章定理4(2)（多変数合成関数の微分）
定理．f : R

m → R, C1級，−→g : R
n → R

m, 偏微分可能ならば，

f ◦ −→g も偏微分可能で ∂ f ◦ −→g
∂xi

=
m∑

j=1

(
∂ f

∂xj
◦ −→g ) × ∂ gj

∂xi

・1変数の復習と同様に公式の左辺は先に合成（代入）してから全体を
偏微分，右辺は個別に偏微分し，代入は後から（多変数なので成分につい
て和をとるが，教科書は行列の積でこれを表示（講義pdf6の3ページ目参照））：

∂ f ◦ −→g
∂xi

=
m∑

j=1

(
∂ f

∂xj
◦ −→g ) × ∂ gj

∂xi
= ((∇ f) ◦ −→g )

∂ −→g
∂xi

これを第 i成分とする行ベクトルで表示したのが教科書の記号：
∇(f ◦ −→g ) = ((∇ f) ◦ −→g )∇−→g
右辺は勾配ベクトル（に−→x = −→g を代入したもの）とヤコビ行列の行列としての積

（次ページに続く）
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続・教科書第2章定理4(2)（多変数合成関数の微分）
（前ページから続き）

・成分の添字の和を取ること以外の1変数との本質的違いは，前ペー
ジ最後の予告通り偏微分可能だけでは不足で左側（食券→定食）の関数fに
C1級を仮定すること（偏微分計算のため特定の座標xiだけを変化させ
ても−→g の全成分が変化するので，fにとって全変数一斉に変化するか
ら，前回の連続性でも書いたことと同様に，1変数と異なる新規事情と
して，「斜め方向の微分」が偏微分で書ける必要がある

・自動販売機はボタンのように離散的なので，変化率を扱う微分法則は
たとえにくい．むしろ，微分を扱うと合成関数の微分法則の右辺が成
分ごとのかけ算の成分についての和という単純な形で書けるから，微
分はわかりやすい（たとえば差分では複雑）
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教科書p.7の概要
多変数合成関数の微分法則（定理4(2)）までの教科書の証明上の（理
屈の）道筋（前回講義pdf６最後のほうの流れ図参照）：

・定理2（1変数平均値の定理の復習）
→定理3 （C1級関数は全微分可能）（ここまで，前回講義pdf６）
C1級のf : R

m → Rについて（全微分可能なfでも以下成立するが）

→定理4(1)（1変数）−→g : R → R
mが微分可能ならばf ◦ −→g も

（全微分可能性の定義式（教科書p.6 (D1)または講義pdf６のp.6）の−→x に−→g (x + h)，−→a に−→g (x)を代入してh → 0）

→（次ページに続く）
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続・教科書p.7の概要
（前ページから続き）
→定理4(2)（n変数）−→g : R

n → R
m偏微分可能ならばf ◦ −→g も

（各座標成分xiごとにそれ以外の変数を固定すれば1変数の定理4(1)に同じ）

・各々の定理の証明の上記より詳しいことは，教科書の証明が詳しい

○前回の全微分可能性の復習（というか，補足）
全微分可能：関数値の変化は変数の差の1次式に近い
　1次式＝勾配ベクトルと変数の差のベクトルの内積=‖∇ f(−→a )‖‖−→x −−→a ‖ cosϕ
　変数の差が一定ならϕ = 0のとき関数値の変化最大
1次式のときの計算は，数ページあとの前回のpdf6の問(a)の略解も参照

　＝勾配ベクトルの方向が関数値の変化最大の方向
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教科書p.8の概要
多変数合成関数の微分法則（定理4(2)）以降の教科書の証明上の（理
屈の）道筋（引き続き前回講義pdf６最後のほうの流れ図参照）：
定理5は定理6（1変数の2次のテイラーの定理）とともに，次回予定の多変数の平均
値の定理（1次のテイラーの定理）と2次のテイラーの定理の準備のためだけの定理

・定理4(1)（前のほうのページ）
→定理5(1) f : R

n → RがC1級のとき，F (t) = f(a + tb)で定義
されるF : R → Rは微分可能でF ′(t) = (∇ f)(−→a + t

−→
b )

−→
b

（F ′(t)の右辺は1 × nとn × 1行列の積（＝ベクトルの内積）．
定理4(1)で−→g (t) = −→a + t

−→
b （1次式）を考えると−→g ′が計算できる）

→（次ページに続く）
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続・教科書p.8の概要
（前ページから続き）
→定理5(2) f : R

n → RがC2級のとき，前ページのFは2階微分可
能でF ′′(t) = t−→b Hf(

−→a + t
−→
b )

−→
b

F ′′(t)の右辺は1×n, n×n, n× 1行列の積．定理5(1)のF ′を定理
5(1)自身のFとして代入する前に公式t−→a −→

b = a1b1+ · · · = t−→b −→a
で行列の積の見栄えを維持

・定理6は1変数の2次のテイラーの定理の復習で次回の伏線，定理3–5とは無関係
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８．テイラーの定理（教科書p.9,10）
目次：

−→a ∈ R
nの近傍D ⊂ R

nで定義されたf : D → Rについて，
・多変数の平均値の定理：fがDでC1級のとき，
∃ε > 0; Uε(−→a ) ⊂ D, (∀−→x ∈ Uε(−→a )) ∃θ = θ(−→x ); 0 < θ < 1,

f(−→x ) = f(−→a ) + ∇ f(−→a + (−→x −−→a )θ) (−→x −−→a )

・多変数のテイラーの定理：fがDでC2級のとき，
∃ε > 0; Uε(−→a ) ⊂ D, (∀−→x ∈ Uε(−→a )) ∃θ = θ(−→x ); 0 < θ < 1,

f(−→x ) = f(−→a ) + ∇ f(−→a ) (−→x −−→a )

+
1

2
t(−→x −−→a )Hf(

−→a + θ (−→x −−→a )) (−→x −−→a )
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教科書p.9第2章定理7（平均値の定理）
論理的な根拠（証明）の詳細は前回の講義pdf７参照．
・多変数の平均値の定理（教科書定理7）：f : R

n → Rが−→a ∈ R
nの

近傍でC1級のとき，近傍の点−→x について0 < θ = θ(−→x ) < 1が存
在して
f(−→x ) = f(−→a ) + ∇ f(−→a + θ (−→x −−→a )) (−→x −−→a )

・θは−→x によるが，−→x の成分間で共通
・1変数の平均値（1次のテイラー）の定理（1年既出の定理2）でf =

F , a = 0, x = 1と置くと，F (1) = F (0) + F ′(θ)と0 < θ < 1

を満たすθが存在（これで多変数の定理7も証明できる）
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続・教科書p.9第2章定理7（平均値の定理）
○簡単な1変数の定理2から複雑に見える多変数の定理7を得る理由
・1変数の平均値の定理F (1) = F (0) + F ′(θ)と0 < θ < 1と多変
数の平均値の定理7を直接つなぐのが，前回の定理5(1)

・上記のFを定理5(1)のFとすると，定理5(1)の結果からF ′(θ)を
∇ fで書き直せる
・定理5(1)は1変数多成分の合成関数の微分法則（定理4(1)）を1次
関数−→g (t) = −→a + t

−→
b に適用したものだったが，その定数項を

−→
b =

−→x −−→a と置くと定理7を得る．
・上記最後の項目は，n次元空間の2点−→a と−→x を線分で（まっすぐ）結んで，全長
を1としたときの途中点の位置を1変数実数パラメータ tで表すことで，f(−→a )から
f(−→x )までの線分にそっての値の変化を1変数 tの関数F = f ◦ −→g のグラフに直
した，ということ（そうやって複雑に見える多変数の問題を1変数の問題に直した）
（C1級関数ならそういう理屈が正当化される，ということ）
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教科書p.9第2章定理8（2次テイラーの定理）
・1変数の平均値の定理の特別簡単版F (1) = F (0) + F ′(θ)の2次
のテイラーの定理版（1年の復習の定理6でf = F , a = 0, x = 1）

F (1) = F (0)+ F ′(0)+
1

2
F ′′(θ)と0 < θ < 1 を満たすθが存在す

ることを使えば，同様に多変数2次のテイラーの定理を得る

○多変数のテイラーの定理：f : R
n → Rが−→a ∈ R

nの近傍でC2級の
とき，近傍の点−→x について0 < θ = θ(−→x ) < 1が存在して
f(−→x ) = f(−→a ) + ∇ f(−→a ) (−→x −−→a )

+
1

2
t(−→x −−→a )Hf(

−→a + θ (−→x −−→a )) (−→x −−→a )

・証明は，定理7の証明の定理5(1)の代わりに定理5(2)を使うだけ
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続・教科書p.9第2章定理8（2次テイラーの定理）
定義域についての注意：
○連続性や全微分可能性を含めて関数に仮定する性質等々の成り立つ
べき範囲（定義域）を明示せずに来たが，目次のように，注目点の近
傍で定義されて仮定する性質が成り立てば十分
・例えば有理関数では分母が0にならない，対数関数では真数正，合成
関数の微分では◦の右の（先に計算する）関数の値が左の関数の定義域
に入っている必要，などを満たすR

nの集合（の部分集合）でのみ考え
るべき．教科書が時々うるさく定義域をDと指定するのはその注意（具
体計算では多くの場合避けるべき点がわかりやすいので，pdfはお行儀がたいへん悪いが行数を節約）
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先取り済みの安心な結論
ここまでの結論：合成関数の微分法則と平均値の（1次のテイラーの）
定理が成り立つための前提：全微分可性（C1級なら十分）
2次のテイラーの定理が成り立つための前提：1階微分がすべて全微分
可能（元の関数がC2級なら十分）
C∞級（すべてのkでCk級）→…→C2級→C1級→全微分可能

どんな関数でこれらが成り立つか？

○安心な結論：講義pdf４の終わりのほうの表題「連続関数」「続・連
続関数」に出てきた関数はすべて（分母が0にならない，対数関数で
は真数正，の条件を満たすすべての点の集合上で）任意の自然数kに
対してCk級である（このことをC∞級と呼ぶ）．
（簡単な理由説明は次ページ以降）
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続・先取り済みの安心な結論
再掲．講義pdf４の終わりのほうの表題「連続関数」「続・連続関数」
に出てきた関数はすべて（分母が0にならない，対数関数では真数正，
の条件を満たすすべての点の集合上で）任意の自然数kに対してCk級

略証．偏微分可能性は1変数の微分と同じ（定義）だから，連続性の議
論と同じ順序で進む：（詳しくは次ページ）

○（脇道）安心な結論をふまえて，以後，行数の節約のため，講義pdf

では関数についての仮定に言及せずにテイラーの定理等を使うことが
ある（が，数学者はみんな仮定を驚異的にしつこく覚えているので，将来諸君が使うときは，一人前
と認めてもらえるまでは，この件に限らず定理を使うたびに仮定を確かめていることに言及すること）
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続々・先取り済みの安心な結論
証明の概観：
・定数関数の偏導関数は偏微分の定義から恒等的に0とすぐわかる
・射影f(−→x ) = xiの偏導関数は∇ f = −→e i（第 i成分だけ1，それ以
外は0の単位ベクトルを値とする定数関数），以上，特に偏微分可能，
・線形結合の微分と四則の微分法則で知られるとおり，講義pdf４「連
続関数」と同様に帰納的に議論できるので，多項式は偏微分可能で，次
数が1低い多項式になることも知っているから何回でも繰り返せる（途
中から恒等的に0になるだけ），
・商の微分によって有理関数も偏微分可能で結果は有理関数，
・指数関数や対数関数や三角関数は連続性と同様に別の議論が必要だ
が，結論は高校数3に出てくるとおりすべて微分できる）
（略証終わり）
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９．多変数関数の極値（教科書p.12,13）
目次：
・対称行列A（2次形式 t−→x A−→x ）の符号（復習）
・固有値の符号列との同値関係，首座小行列式の符号列との同値関係

・関数が定義域内のある点で極小値【極大値】をとるとは，
「−→x ∈ Uε(−→a )ならばf(−→x ) �【 � 】f(−→a )」
を満たすε > 0があること
「井の中の蛙（かわず）」【「お山の大将（たいしょう）」】
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対称行列の符号（復習）
1年線形代数続論の復習（初回講義pdf２を参照）
○実対称行列Aは実直交行列で対角化可：tP P = EかつA = P D tP

・固有ベクトル，固有値との関係：A−→p i = −→p iαi, i = 1, . . . , n

・P = (−→p 1 · · · −→p n) （講義pdf２の列の小箱表示），D =

⎛

⎝
α1

. . .
αn

⎞

⎠

○対称行列の固有値は実数だから正負を論じられる：
Aが正定値とは(∀−→0 �= −→x ∈ R

n) t−→x A−→x > 0 （負定値とは< 0），
Aが非負定値とは(∀−→x ∈ R

n) t−→x A−→x � 0（非正定値とは…），その
他のAは不定符号つまり∃−→x � R

n; t−→x A−→x > 0 かつ∃−→x � R
n; t−→x A−→x < 0

○内積hi(
−→x ) = (−→p i,

−→x )と置いてA = PDtPを代入することで，
・2次形式 t−→x A−→x = α1h1(

−→x )2 + · · · + αnhn(−→x )2

・hi(
−→x )は−→x の1次同次式（定数項無し）なので，

右辺は左辺の2次関数の平方完成．その係数が固有値！
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教科書p.12第3章定理1（固有値の符号との関係）
定理1．n次実対称行列Aの固有値αi, i = 1, . . . , n, について，以下
の同値関係が成り立つ（「⇔」は「同値」の意味）：
Aが正定値 ⇔ αi> 0, i = 1, . . . , n 　（負定値 ⇔ αi< 0）
Aが非負定値 ⇔ αi� 0, i = 1, . . . , n 　（非正定値 ⇔ αi� 0）
Aが不定符号 ⇔ ∃i, j; αi > 0, αj < 0
証明．前ページ最後の平方完成 t−→x A−→x = α1(h11x1 + · · ·h1nxn)

2 + α2 · · · と
行列の符号の定義（2次形式の正負）から，高校1年の1変数の時とまったく同様

○当たり前だから教科書に無いけど最初に気づくべき定理X．
Aが正定値⇔ −Aが負定値
Aが非負定値⇔ −Aが非正定値
Aが不定符号⇔ −Aが不定符号
証明．−Aはすべての要素を−1倍することなので，定義からわかる
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小行列
・固有値の計算（定義A−→x = α−→x を解いて固有ベクトルと同時に求
めるか，線形代数続論の |tE − A| = 0を解く必要）はめんどい
・固有値を直接求めずに｛正定値・ . . . ・不定符号｝の区別だけすま
すために小行列式を用いる公式のための準備
・小行列：行列Aの一部の行と一部の列（の共通部分にある要素たち）
だけで作られた行列（数学でのいつものように「一部」と言っても全部も許す）
例：(i) 元の行列A　(ii) 特定の要素a34（1 × 1行列），
・主小行列：選ぶ行番号の集合と列番号の集合が等しい小行列　例：(

a22 a25
a52 a55

)
（行番号集合，列番号集合，ともに{2,5}）

（次ページに続く）
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小行列式と対称行列の符号
（前ページから続き）
・首座小行列：k = 1, . . . , nに対して，主小行列の定義で書いた行と列の共通選
択の番号の集合が{1, . . . , k}である（左上から切り取るということ）主小行列

Ak =

⎛

⎝
a11 ak1

.. .
ak1 akk

⎞

⎠

・用語の意味が（存在も）「線形代数続論」とやや違うようだが，ここだけの用語として扱う
定理2．(1) Aが正定値⇔ |Ak| > 0, k = 1, . . . , n （|A|は行列式）
(2) Aが負定値⇔ (−1)k|Ak| > 0, k = 1, . . . , n
(2) の証明は今回の講義pdf 3ページ目の定理Xと(1)でAに−Aを代入した主張か
ら得る．(1)の証明は i = k+1, . . . , nに対してxi = 0である−→x について t−→x A−→x
を考えるなどの工夫でできるが，細かいことなので以下略
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続・小行列式と対称行列の符号
定理2のとおり，正定値（負定値）の判定は行列式で問題ないが，
・行列式による符号判定は固有値の中に0がある行列には無力
・だから教科書に正定値でない非負定値（負定値でない非正定値）の判定条件が無い
・だから不定符号は部分的判定（十分条件）しか教科書にない（次の定理3）
（小行列で行（列）を飛び飛びや逆順に選ぶことで「0固有値を避け」れば，必要十
分条件に近づくが，固有方程式 |tE − A| = 0を解いた方が早くなるかも）
定理3．奇数次の主小行列式の中に正のものと負のものがあるか，偶数次の主小行列
式の中に負のものがあれば，元の行列は不定符号
定理3の略証．仮定されている現象が起きれば定理2から正定値や負定値でないこと
がわかるので不定符号と決まる．

具体例は教科書 p.13下半分を参照
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極値
○f : R

n → Rと−→a ∈ R
nに対してfが−→a で極小値を取るとは

∃ε > 0; (∀−→x ∈ Uε(−→a )) f(−→x )�f(−→a )

が成り立つこと（Uε(−→a )は開球，第1章参照）
「井の中の蛙」（井戸の外にもっと深いマリアナ海溝があるかもしれな
いが都合の悪いことは見ないで判断する）

○f : R
n → Rと−→a ∈ R

nに対してfが−→a で極大値を取るとは
∃ε > 0; (∀−→x ∈ Uε(−→a )) f(−→x )�f(−→a )

が成り立つこと
「お山の大将」（彼方にもっと高い富士山があるが都合の悪いことは見
ず判断するのが∃ε > 0; (∀−→x ∈ Uε(−→a ))の「空で無い範囲を取れる
(∃ε)」ということの含意）
・極大値と極小値を合わせて極値と呼ぶ
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強い意味の極値
・前ページの（標準の）極値の定義では便宜のため等号を許すので，た
とえばfが定数関数だとどの点も極小を取りかつ極大を取って，使い
道によっては不都合なので，
○fが−→a で強い意味の極小値を取るとは
∃ε > 0; (∀−→x ∈ Uε(−→a )∩{−→a }c) f(−→x )>f(−→a )

が成り立つこと
・{−→a }を除く（補集合）のは，細かい注意であって，−→x = −→a のとき
は無条件に等号f(−→x ) = f(−→a ) が成り立つから（強い意味でない定
義では等号を許していたので，この条件は不要だった）
・強い意味の極大値も同様
○応用上欲しいのは多分最小値や最大値（最大多数の最大幸福，効用の最大
化…）だが，微分法を応用するために近傍だけで決まる極小・極大を重視
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１０．条件無し極値問題と微分（教科書p.14,15）
目次：
・（極値の必要条件）fが−→a で極小(大)値をとるとき，
fが−→a の近傍でC1級ならば∇ f(−→a ) = 0

fが−→a の近傍でC2級ならばHf(
−→a )は非負(非正)定値

・対偶でHf(
−→a )が不定符号ならば−→a で極値を取らない（鞍点，峠点）

・（極値の十分条件）fが−→a の近傍でC2級，∇ f(−→a ) = 0かつHf(
−→a )

が正(負)定値ならばfは−→a で強い意味の極小(大)

○次に進む前に前回pdf後半問の前のページの極値の定義を再確認せよ
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教科書p.14第3章定理4(1)（勾配ベクトル）
○極値を取るための1階偏微分への必要条件
f : R

n → Rが−→a ∈ R
nの近傍でC1級のとき，

fが−→a で極小(大)値をとるならば∇ f(−→a ) = 0

証明．各成分xi毎に，他の成分を−→a の対応成分に固定したとき，xiの1変数関数が
xi = aiで極値を取ることになるから，（高校～大学1年の）1変数関数の結果と偏微分

の定義（1変数関数と思って微分，講義pdf６の2ページ目）からから
∂ f

∂xi
(−→a ) = 0．

どの iでも同じ議論が成り立つ（証明終わり）

○極値を取るための必要条件ということは，方程式∇ f(−→x ) = 0の解
が極値を取る点の候補
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教科書p.14第3章定理4(2)とその系（ヘッセ行列）
f : R

n → Rが−→a ∈ R
nの近傍でC2級のとき，

○極値を取るための2階偏微分（ヘッセ行列Hf(
−→a )）への必要条件

fが−→a で極小(大)値をとるならばHf(
−→a )は非負(非正)定値

○極値を取らないための2階偏微分への十分条件
Hf(

−→a )が不定符号ならば−→a で極値を取らない（鞍点，峠点）
・系（論点内容（仮定）とあまり関係なく一般論や論理だけで，元の定理から導ける定理を系と呼
ぶ）の内容：fが東経北緯指定すると標高を与える関数のとき，本州の尾根を縦走
する登山家にとって一番fが小さ（低）く，太平洋側と日本海側を行き来する運送業
にとって一番fが大きい点に峠の茶屋がある（峠点）．馬の鞍の形もそうなので鞍点
と呼ぶことが多い．教科書に用語は無いが数学的に重要なので単語「鞍点」は使って
いく．非協力ゲームは各自自己の利得を最大化するが，ゼロ和ゲームなら自分にとっ
ては均衡点は鞍点になるので経済学でもとても重要
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教科書p.14第3章定理4(2)とその系の証明
定理4(2)の証明．(i) 2次のテイラーの定理（教科書p.9第2章定理8，講義pdf

８の4ページ目）で−→x = −→a + t
−→
b と置いて今回のpdf前々ページの定理4(1)と極

小（大）値の定義を使い，いったんt �= 0も仮定してt2で割ると t−→b Hf(
−→a +t

−→
b )

−→
b

の符号が（極小値なら非負，極大値なら非正と）決まる．
(ii) fがC2級（仮定）なのでHfが連続だから，t �= 0としたが絶対値が小さけれ

ば任意なので t → 0とすると t−→b Hf(
−→a )

−→
b の符号も同じとわかる．

(iii)
−→
b は任意なので−→x と名前を付け直せばHfが非負定値（非正定値）の定義（講

義pdf９の2ページ目）を満たす（証明終わり）

○極値を取るための必要条件とは，∇ f(−→x ) = 0で得た候補のうち，
候補を極大，極小にわけて絞り込むために使える不等式ということ
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教科書p.14第3章定理5（ヘッセ行列）
f : R

n → Rが−→a ∈ R
nの近傍でC2級のとき，

○極値を取るための2階偏微分（Hf(
−→a )）からの十分条件

∇ f(−→a ) = 0かつHf(
−→a )が正定値ならばfは−→a で強い意味の極小

・「正定値」のところが「負定値」なら「極小」を「極大」として成立
・（定理4との対比：）必要条件は極値であるために成り立つ必要があるから，1階偏
微分と2階偏微分の条件をバラバラに書けるが，十分条件は成り立つと極小（極大）
が保証されるという意味だから，1,2階微分同時に条件を書く必要
・仮定が非負（非正）定値ではなく正（負）定値なので，−→a から少しでもずれると
fの値は増える（減る）ので強い意味の極値（逆に非負定値しか仮定しないと0固有
値方向は増えるか減るか2次までではわからないので十分条件が得られない）
・ fが2次多項式ならば，∇ f(−→a ) = 0条件から変位−→x −−→a の1次の項が無いこ
とと合わせて，f(−→x )− f(−→a )は2次同次式なので講義pdf９のA = Hf(

−→a )の対
角化と2次形式の平方完成の関係から，上記（教科書定理5）が成立！
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教科書p.14第3章定理5の略証
(0) 3次以上（や指数関数等）が結論に影響しないことを言うために講義pdf７まで
（教科書第2章で）長々と準備した2次のテイラーの定理を用いる（抽象的な議論を
苦手に感じる諸君はfが2次式の場合に講義pdf９から定理5 の結論を導いてみよ）
(i) 教科書の証明で小行列の議論が長いが，言ってることは，Hf(

−→x )の固有値が−→x
の連続関数ということ
(ii) Hfの固有値の連続性を認めれば，連続関数の常のとおり，A = Hf(

−→a )が正定値
という定理の仮定から，−→x が−→a の十分近く（小さなεのε–近傍）にいれば，Hf(

−→x )
も正定値だから，テイラーの定理の剰余項は−→x が−→a の近傍にいる限り正（Aが負定
値なら剰余項は近傍で負）
(iii) テイラーの定理（教科書p.9第2章定理8）から，剰余項が正ならば∇ f(−→a ) =−→
0 の仮定と合わせて f(−→x ) > f(−→a )が−→a の近傍で−→x �= −→a のとき成り立つから
極小の定義に照らして，fは−→a で極小値を取る
(iii’) もちろんAが負定値ならば不等号が逆になるだけなのでfは−→a で極大値
（略証終わり）
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例1（教科書p.15）
f(x, y, z) = x3 + y2 + z3 − 3xz − 4y．

∇ f(x, y, z) = (3x2 − 3z 2y − 4 3z2 − 3x)，Hf(x, y, z) =

⎛

⎝
6x 0 −3
0 2 0
−3 0 6z

⎞

⎠．

∇ f(x, y, z) = 0の実数解は2つ，−→x 1 = (0,2,0)と−→x 2 = (1,2,1)と置く．
A1 = Hf(

−→x 1)の固有多項式は |tE−A1| = (t2−9)(t−2)だから固有値は±3, 2
なのでA1は不定符号だから第3章定理4の系から−→x 1はfの鞍点（極値ではない）．
同様にA2 = Hf(

−→x 2)は |tE−A2| = ((t−6)2−9)(t−2) = (t−3)(t−9)(t−2)
だから固有値は2,3,9なのでA2は正定値だから第3章定理5から，
fは(x, y, z) = −→x 2 = (1,2,1)で（強い意味の）極小値f(1,2,1) = −5を取る．

注．g(x, z) = f(x,2, z)で定義される2変数関数 gで変数を東経と北緯，gを標高
として地図の等高線を書き，上記の極小値を与える点と鞍点付近を含めてどんな地形
か想像を巡らして見よ．
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例2（教科書p.15）

f(−→x ) =
n∑

i=1

(x3
i − x2

i )．∇ f(−→x ) = (3x2
1 − 2x1, . . . ,3x2

n − 2xn)，

Hf(
−→x ) =

⎛

⎝
6x1 − 2 0

.. .
0 6xn − 2

⎞

⎠．

∇ f(−→x ) = 0の実数解は 2n個，各成分ごとに 0または
2

3
の可能なすべての組合

せ．Hf(
−→x )はすべての−→x で対角行列なので主対角線上のn個の要素が固有値．す

べての座標成分が
2

3
のとき正定値，すべて0のとき負定値，それ以外の2n − 2個の

∇ f(−→x ) = 0を満たす点（定理4(1)によって極値を与える候補の点）では不定符
号だから鞍点（極値は取らない）．

定理5と以上から，−→x 0 = (0, . . . ,0)と−→x 1 = (
2

3
, . . . ,

2

3
)と置くと（いずれも強

い意味で）fは−→x 0で極大値f(−→x 0) = 0，−→x 1で極小値f(−→x 1) = −4n
27を取る．
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１１．極値（2変数・等式条件）（教科書p.16,17）
目次：
未定乗数法（2変数関数の場合）：実2変数関数fとgがC1級のとき，
条件g = 0の下でfが点(a, b)で極値を取るならば，

(1)
∂ g

∂x
(a, b) =

∂ g

∂y
(a, b) = 0 （条件の退化），または

(2) L = f +λgについて
∂ L

∂x
(a, b) =

∂ L

∂y
(a, b) = 0を満たすλ ∈ R

がある
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陰関数定理（2変数）
（わかりにくいと感じるけど教科書の記述を口実にして gy =

∂ g

∂y
などの行数節約記号に戻る）

○2変数の陰関数定理：点(a, b) ∈ R
2とその近傍Ur(a, b) （つまり

r > 0の存在）とC1級関数g : Ur(a, b) → Rがあって，g(a, b) = 0,

gy(a, b) �= 0が成り立っているとき，ε > 0がとれて，φ(a) = bと，a

を中心とする幅2εの開区間上で恒等的にg(x, φ(x)) = 0を満たす連
続関数φ : (a − ε, a + ε) → Rがただ一つ存在し，しかも同じ区間の
各点で微分可能である．
○微分可能と分かれば合成関数の微分公式（教科書p.6第2章定理4(1)

でm = 2，g1(x) = x, g2(x) = φ(x)）をg(x, φ(x)) = 0の微分の
左辺に使うと，gx(x, φ(x)) + gy(x, φ(x))φ′(x) = 0．φ(a) = bと

合わせることで，φ′(a) = −gx(a, b)

gy(a, b)
と定まる！
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陰関数定理（2変数）のφの存在の証明
仮定 gy(a, b) �= 0から gy(a, b) > 0か
gy(a, b) < 0．後者なら以下の議論で y軸
方向上下逆にすれば良いのでgy(a, b) > 0
の場合で証明する．C1級の仮定からgyも
連続なので点 (a, b)を中心とするある円内
でgy > 0（つまり，図の黒円内でgはy方
向に増加関数）．g(a, b) = 0なので，図の
y > bでg(a, y) > 0，y < bでg(a, y) < 0
（図の×印）．C1級はC0級，つまりgも連
続なので，図の赤線の範囲も g(x, y)の符
号は不変．gy > 0だから各xごとに上下の
赤線の間で g < 0から g > 0に増加する
から g(x, y) = 0となるyがxごとにただ
一つ決まる．つまりyはxの関数．それを
y = φ(x)と置く（図の青線のグラフ）と，
g(x, φ(x)) = 0が恒等式（証明終わり）

○gを具体的に与えてない（公式を作る定理）のでφも具体的でないが存在が証明できた．
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未定乗数法への道
(i) 恒等式とは等式条件g = 0の代わりにy = φ(x)で良いということ
(ii) つまり，最初のg = 0条件下fの極値問題はh(x) = f(x, φ(x))

の条件無し1変数極値問題と（候補の点(a, b)の近傍で）同値
(iii) よって，(a, b)が等式条件下極値を与えることの必要条件として
（1変数条件無しの場合の）h′(a) = 0を得る
(iv) (ii)(iii)の青い式と合成関数の微分法則とφ(a) = bと2ページ前
の陰関数定理の最後の行の青い式から具体形不明の関数φ′(a)を消去：
fx(a, b) gy(a, b) = fy(a, b) gx(a, b)

(v) (iv)が等式条件下極値の必要条件なのだが，
条件無し2変数の∇ f(a, b) = 0と見かけが違いすぎて覚えにくいので
○未定乗数法：条件無しのときの1次の必要条件∇ f(−→x ) =

−→
0 に似た

（覚えやすい）形に（昔の偉い人たちが）(iv)を整形した（次ページ）
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未定乗数法
・陰関数定理から得た，2変数等式g = 0条件下極値問題の1階微分
必要条件fx(a, b) gy(a, b) = fy(a, b) gx(a, b) を見やすくするために，

λ = −fy(a, b)

gy(a, b)
と置いて今の式に代入するとfx(a, b) = −λgx(a, b)

だからL = f + λg : R
2 → Rと置くと∇L(a, b) = 0を得て，条件

無しの∇ f(a, b) = 0と似た形！
・未知数λを増やしたが，等式条件g(a, b) = 0が方程式に参加して間に合う

・陰関数定理以来gy(a, b) �= 0を仮定したがgx(a, b) �= 0ならxとy

の役割を入れ替えれば良いので，等式条件下極値の必要条件として(1)

∇ g(a, b) =
−→
0 または(2) ∇L(a, b) = 0を採用可能（未定乗数法）
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未定乗数法（2変数）
○教科書p.16第4章定理1（2変数のときの未定乗数法）．(a, b) ∈ R

2

の近傍Ur(a, b)上でC1級の2変数実関数fとg に対して，条件g = 0

の下でfが(a, b)で極値を取るならば
(1) ∇ g(a, b) =

−→
0 または

(2)L = f + λgについて∇L(a, b) = 0となるλがある

・注． (1)または(2) ⇔
∣
∣∣∣
∇ f(a, b)
∇ g(a, b)

∣
∣∣∣ = 0

（実際，行列式が0ということは各行（各列でも良いが）の「小箱」のベクトルたちが
1次従属であることと同値なので，c∇ f(a, b)+ d∇ g(a, b) = 0を満たす(c, d) �=
(0,0)があることと同値だが，c �= 0ならばλ =

d

c
と置くと (2)の∇L(a, b) = 0

と同値だし，さもなければ c = 0かつd �= 0だから(1)と同値．）
・教科書にある上記注は，未定乗数法が陰関数経由の泥臭い議論ではなく，線形代数
と勾配ベクトルを用いた別の証明があることを示唆する．それは2変数関数ではいら
ないかもしれないが，一般の多変数関数の場合に見通しよく理解するのに役立つかも
しれない．ただし，教科書も講義も一般の多変数の議論に深入りすることは避ける．
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教科書p.21例1

例．x4 + y4 = 1の下でxy2の最大値と最小値．
注．高校でも注意していたが，最大値とは，考えている範囲Sのどれかの点−→a ∈ S
で f(−→a ) � f(−→x )が全ての−→x ∈ Sに対して成り立つときを言うので，たとえば
f(x) = −e−xは0にいくらでも近づくがf(a) = 0となる点は無いので最大値無し
（最小値も同様）．経済学など応用の場面では最大値がある問題を最初から考えるこ
とが多いので下記(i)のような議論はピンとこないかもしれないが，定理の仮定を満
たすための数学的口実と思ってもさしあたり差し支えない．

解．(0)（準備）f(x, y) = xy2とg(x, y) = x4 + y4 − 1で2変数C1級関数（多
項式）f : R

2 → Rとg : R
2 → Rを定義すると，等式条件はg = 0と書ける．

(i)（最大値最小値の存在）条件を満たす点の集合をS = {(x, y) ∈ R
2 | g(x, y) =

0}と置くと，Sは0 � x4 = 1 − y4 � 1と0 � y4 = 1 − x4 � 1から有界閉集
合（教科書第1章，講義pdf５参照）であって，fはC1級だからC0級（または多項
式），すなわち連続関数でもあるので最大値の原理から，最大値と最小値がある（同
前参照）．その候補は条件g = 0の下でのfの極値であり，fとgはC1級だから，そ
れを求めるのに未定乗数法が使える．
(ii)（条件の退化する点）∇ g(x, y) = 0を解くと，x = y = 0．g(0,0) = −1 �= 0
なので条件を満たさないから極値を取る点の候補ではない．（次ページに続く）
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続・教科書p.21例1
（前ページからの続き）(iii)（未定乗数法）L(x, y) = f(x, y)+λg(x, y) = xy2+
λ(x4 + y4 −1)とおいて，∇L(x, y) =

−→
0 を解く．第2成分のLy(x, y) = 2xy +

4λy3 = 0から y = 0か，y �= 0かつx = −2λy2．y = 0のときLx(x, y) =
y2 + 4λx3 = 0からλ = 0かx = 0 （(0,0)は条件を満たさないことを既に見た
ので最後の選択肢は除外）．
(iii-1)（y = λ = 0のとき）等式条件g(x, y) = 0から候補はf(±1,0) = 0．
(iii-2)（x = −2λy2, y �= 0のとき）Lx(x, y) = 0にxを代入消去してy �= 0を
使うと2λy = ±2−1/4なのでx = −2λy2 = ∓2−1/4y．g(x, y) = 0と合わせる

と (x, y) = (±(
2

3
)1/4,±(

1

3
)1/4)が候補（複号任意で4個）で f(x, y) = xy2 =

±( 2
27)

1/4（複号はxの符号に一致）．

(iv)以上の候補を比べると最大値は (x, y) = ((2
3)

1/4,±(1
3)

1/4)のときf(x, y) =

( 2
27)

1/4，最小値は (x, y) = (−(2
3)

1/4,±(1
3)

1/4)のとき f(x, y) = −( 2
27)

1/4．
（(iii-1)の(±1,0)は極値だが最大値や最小値では無い．）
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１２．等式条件下の極値（教科書p.18,19）
目次：
・多変数の未定乗数法：n変数R

m値関数−→g とn変数実数値関数fがC1

級のとき，条件−→g =
−→
0（すなわち，実数換算m本の等式条件gi = 0,

i = 1, . . . , m）の下でfが−→a ∈ R
nで極値を取るならば，

(1)（条件の退化） ヤコビ行列∇−→g (−→a )のrankがm未満，または
(2)（未定乗数法） L = f + λ1g1 + · · · + λmgmについて
∂ L

∂x1
(−→a ) = · · · =

∂ L

∂xn
(−→a ) = 0を満たす(λ1, . . . , λm) ∈ R

mが

ある
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未定乗数法
○教科書p.17第4章定理2（未定乗数法）．nとmをm < nを満た
す自然数たちとする．−→a ∈ R

nの近傍Ur(−→a ) ⊂ R
n上でいずれもC1

級の，実数値関数f : Ur(−→a ) → RとR
m値関数−→g =

⎛

⎝
g1
...

gm

⎞

⎠ :

R
n → R

mに対して，−→g (−→a ) =
−→
0 が成り立つとき，条件−→g =

−→
0 の

下でfが−→a で極値を取るならば
(1)（条件の退化） ヤコビ行列∇−→g (−→a )のrankがm未満，または
(2)（未定乗数法） L = f + λ1g1 + · · · + λmgmについて
∂ L

∂x1
(−→a ) = · · · = ∂ L

∂xn
(−→a ) = 0を満たす

(λ1, . . . , λm) ∈ R
mがある
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注（未定乗数法）
・前回の2変数関数の場合を思い出すと，等式条件gi = 0ごとにそれを解いて変数
を消去すればn − m変数関数の条件無し極値問題に帰着するというのが雑な期待
・候補の点−→a の近傍で等式条件の勾配ベクトルたちが1次従属だと，実質の方程式
が減るから，等式条件のヤコビ行列のランクをR = rank∇−→g (−→a )と置くと，本当
に消去できるのはR個の変数だから，n > Rなら変数が残って未定乗数法が使える
はずだが，簡単のためn > mを仮定したのが教科書の定理であり，R = mでない
とき（条件の退化）は消去できる変数が減るので，扱いが異なるというのが，定理の
場合分け(1)（教科書注2は以上の絡み）
・ランクRは行列の行標準変形後の標準形の対角線に並ぶ「©1 」の個数（1年の線
形代数参照）だからR � min{m, n}であって，m < nのとき，教科書の「m次小
行列式が0」はR < mと同値で，論理的には単なる言い換え

注．前回の2変数の時の定理1の注と同様に，
(1)または(2) ⇔ ∇ f(−→a ), ∇ gi(

−→a ), i = 1, · · · , m, が1次従属

⇔ rank

(
∇ f(−→a )
∇−→g (−→a )

)
� m
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教科書p.21例2

例．条件x2 + 2y2 + 3z2 = 1, x + 2y + 3z = 0の下でx + y + z

の最大最小
解．(0)（準備）f(x, y, z) = x + y + zと g1(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2 − 1
と g2(x, y, z) = x + 2y + 3zで 3変数関数C1級（多項式）f : R

3 → Rと

g1 : R
3 → Rとg2 : R

3 → R を定義して−→g =

(
g1
g2

)
: R

3 → R
2と置くと等

式条件は−→g =
−→
0 と書ける．

(i)（最大値最小値の存在）S = {(x, y, z) ∈ R
3 | −→g (x, y, z) =

−→
0 }と置くと，

(x, y, z) ∈ Sならば g1(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2 − 1 = 0を満たすので，|x| �√
x2 + 2y2 + 3z2 = 1および，同様に |y| � 1と |z| � 1からSは有界であり，連

続関数の等号で定義されている集合なので閉集合fはC1級だからC0級（または多項
式），すなわち連続関数でもあるので最大値の原理から，最大値と最小値がある（以
上全て前回の例と同様に教科書第1章，講義pdf５参照）．その候補は条件−→g =

−→
0

の下でのfの極値であり，fと−→g はC1級だから未定乗数法が使える．
（次ページに続く）
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続・教科書p.21例2
（前ページからの続き）
(ii)（条件の退化する点）∇ g1(x, y, z) = (2x 4y 6z)と∇ g2(x, y, z) = (1 2 3)
が1次従属になるのは∇ g2(x, y, z) �= (0 0 0)なので (2x 4y 6z) = k(1 2 3)
となる k ∈ Rがあるとき，つまりx = y = zのときだが，g2(x, x, x) = 0から
x = y = z = 0となってg1(0,0,0) = −1 �= 0だから等式条件不成立で，極値を
取る点の候補ではない．
(iii)（未定乗数法）L(x, y, z) = f(x, y, z)+ λ1g1(x, y, z)+ λ2g2(x, y, z)とおい
て，∇L(x, y, z) =

−→
0 を解く．

(iv)（λiたちの消去）単なる連立高々3次方程式だから，どう解いても良いが，例え

ばA =

⎛

⎝
∇ f(x, y, z)
∇ g1(x, y, z)
∇ g2(x, y, z)

⎞

⎠と置くとAが3×3行列で∇L(x, y, z) = (1 λ1 λ2)A

と書けていることを次のように利用する．もし逆行列A−1があればA−1を右から
∇L(x, y, z) =

−→
0 に掛けると(1 λ1 λ2) = (0 0 0)となるので矛盾．つまりAは

正則でない．これは行列式 |A| = 0と同値（1年の線形代数参照）．3 × 3の行列式
はサラスの方法でも掃き出し法でも好きに解けば良くて0 = |A| = 2x − 8y + 6z．
（次ページに続く）
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続々・教科書p.21例2
（前ページからの続き）
(v)（等式条件との連立）(iv)と等式条件g2 = 0から，
(

1 2 3
2 −8 6

) ⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

(
0
0

)
を得る．行標準変形（1年線形代数参照）で

(
1 0 3
0 1 0

) ⎛

⎝
x
y
z

⎞

⎠ =

(
0
0

)
と同値だからy = 0とx = −3zを得る．未使用の

g1(x, y, z) = 0に代入すると (x, y, z) = (±1

2

√
3,0,∓1

6

√
3) （副合同順）と，極

値の候補を与える点が決まる．

(vi)（fの値の比較）f(±1

2

√
3,0,∓1

6

√
3) = ±1

3

√
3 なので (1

2

√
3,0,−1

6

√
3)で

最大値
1

3

√
3，(−1

2

√
3,0, 1

6

√
3)で最小値−1

3

√
3を得る．

（終わり）
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１３．非負条件と等式条件下の極値（教科書p.20）
★今回は，前回と今回の問の略解を両方とも掲載します
目次：　m < nとする
S = {−→x ∈ R

n | −→g (−→x ) =
−→
0 , −→x � −→

0 }が有界閉集合の場合
→最大値の定理から，連続関数はSで最大値と最小値がある

f : {−→x ∈ R
n | −→x � −→

0 } → Rと−→g : {−→x ∈ R
n | −→x � −→

0 } → R
m

は連続で，内部でC1級とし，fが−→a ∈ Sで最大（最小）をとるならば
(0) a1 · · · an = 0（少なくとも1つが0の意味）（ここだけ新しい），または，
(1) aiたちが全て正でrank∇−→g (−→a ) < m，または，
(2) aiたちが全て正でL = f + λ1g1 + · · · + λmgmについて
Lx1(

−→a ) = · · · = Lxn(
−→a ) = 0を満たす(λ1, . . . , λm) ∈ R

mがある
（証明は，境界点 (ai = 0が少なくとも1つの iで成り立つ)以外での極値は，非負
条件が関係なくなるから，等式条件だけの場合に帰着）
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教科書p.21例3
例．α1, α2, p1, p2, mを正の定数とし，予算制約p1x1+p2x2 = m

とx1 � 0とx2 � 0の条件下での効用x
α1
1 x

α2
2 の最大・最小を計算する

注．・教科書はα1 +α2 = 1も仮定しているが，結果が少し簡単になるだけで途中
の計算は変わらないのでここでは仮定しない
・経済学で最小化は狙わないし結論はわかりきっているが，同時に解けるので計算
チェックを兼ねて調べる
解．(0)（準備）f(x1, x2) = x

α1
1 x

α2
2 とg(x1, x2) = p1x1 + p2x2 − mで2変数

実関数fとgを定義すると条件はg = 0, x1 � 0, x2 � 0．
(i)（最大値最小値の存在）条件を満たす点は第1象限の端点を含む線分なので有界
閉集合で，fは第1象限で連続関数だから最大値と最小値がある．また両端点を除け
ばfはC1でもあるから未定乗数法が使える．
(ii)（端点）x1x2 = 0すなわちx1 = 0またはx2 = 0のときf(x1, x2) = 0．以
下x1 > 0かつx2 > 0とする．
（次ページに続く）
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続・教科書p.21例3
（前ページからの続き）
(iii)（等式条件の退化する点）∇ g(x1, x2) = (p1 p2)で価格は正の定数としたから
∇ g �= −→

0．よってここに候補は無い，
(iv)（未定乗数法）L = f + λgに対して∇L(x1, x2) =

−→
0 を若干整理すると，

−x
α1
1 x

α2
2 =

1

α1
λp1x1 =

1

α2
λp2x2．

(v)（λの消去）仮定から左辺は負で0ではないのでλ �= 0だから
p1

α1
x1 =

p2

α2
x2．

(vi)（等式条件との連立）予算制約g = 0と(v)を合わせると
(x1, x2) =

m

α1 + α2
(
α1

p1
,

α2

p2
)でこの点でのfの値は

(
α1

p1
)α1(

α2

p2
)α2(

m

α1 + α2
)α1+α2である．

(vii)（fの値の比較）（結果は初級ミクロを勉強した諸君は周知と思うが，）(ii)の端
点（一方の財を購入しない選択）が効用最小(0)で(vi)の点（予算をα1 : α2で配分
する選択）が効用最大である．
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例．相加平均と相乗平均の関係

例．nが然数，i = 1, . . . , nに対してxi � 0ならば相加平均
1

n
(x1 +

· · · + xn)は相乗平均(x1 . . . xn)
1/n 以上である．

注．数学的に基礎的な事実で種々の証明が考え得るが，あえて未定乗
数法を用いた解を考えてみる．
解．

1

n
(x1+· · ·+xn) = mを固定して相乗平均の最大値を計算してそれがm以下であ

ることが言えれば良い．各変数は0以上nm以下だから取り得る(x1, . . . , xn) ∈ R
n

の集合は有界閉集合で，(x1 . . . xn)
1/nで定義されるn変数関数は連続関数だから最

大値の定理から相乗平均の最大値は存在する．
どれかの変数が0のとき相乗平均は0である．すべての変数が正ならば相乗平均は正
だから，0は最大値では無いので，すべての変数が正のところに最大値が存在する．
（次ページに続く）
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続・相加平均と相乗平均の関係
（前ページからの続き）
そこで全ての変数が正の場合を調べることにして，yi = log xiに変数変換すると，

g(−→y ) = ey1 + · · · eyn − nmとf(−→y ) =
1

n
(y1 + · · ·+ yn)で決まるf : R

n → R

と g : R
n → Rに対して等式条件 g = 0の下でR

nでの fの最大値fmを求めれば，
元の相乗平均の，すべてのxiたちが正の範囲での最大値はefmである．最大値は極
大なので，未定乗数法で候補を探す．
∇ g(−→y ) = (ey1 · · · eyn)は−→

0 になることはなので，等式条件が退化することは
無い．そこで最大値の候補はL = f + λgと置くとき∇L(−→y ) =

−→
0 の解である．

具体的に計算すると
1

n
+ λeyi = 0, i = 1,2, . . . , n, を得るので，y1 = · · · =

yn = − log(−λn)と決まるから，g(−→y ) = 0に代入すると−1

λ
− nm = 0だから

λ = − 1
nmとなって y1 = · · · = yn = logmと決まる．これが唯一の候補なので

最大値をこのときとるから，fm = f(logm, . . . , logm) = logm．よって最初に
戻って相乗平均の最大値はefm = m．すなわち，相乗平均は相加平均m以下である．
（終わり）
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End of slides. Click [END] to finish the presentation.
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