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１．偏微分
2変数関数f(x, y)

点(a, b)での連続　1変数よりも厳しい条件「近づき方によらない」

・　連続関数（和差積商で保存）
偏微分可能fx(a, b) = lim

x→a

1

h
(f(x, b) − f(a, b)), fy(a, b) (1変数と同様)

偏導関数
∂ f

∂x
= zx =

∂ z

∂x
，　C1級，　2次偏導関数

・ fxy, fyxが連続ならば等しい（証明は1変数の平均値の定理）

・ C1級ならば連続　★偏微分可能でも連続とは言えない！

★1変数の微分可能に対応するのは，計算上は偏微分可能，意味の上
では全微分可能(C1級)
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２．1変数関数のテイラーの定理
・ロルの定理　f : [a, b] → Rが連続，(a, b)で微分可能，f(a) = f(b)

ならばa < c < bかつf ′(c) = 0を満たすcがある
（証明は最大値の定理と最大点における微分）

C1級を仮定しないのでf ′に中間値の定理を使えない　→　強力な結果

・平均値の定理　f : [a, b] → Rが連続，(a, b)で微分可能ならば，

a < c < bかつ
f(b) − f(a)

b − a
= f ′(c)を満たすcがある

（証明はF(x) = f(x) − f(a) − f(b)−f(a)
b−a (x − a)）

cはf, a, bに依存するのでa < c < bだけで言えることしか言えないが，役立つこと

がたいへん多い

関数f ′の導関数f ′′，一般にn階導関数f(n)
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テイラーの定理
テイラーの定理　開区間 Iの中の2点a < bと Iでn階導関数を持つ
f : I → Rに対して，

f(b) = f(a) +
f ′(a)
1!

(b − a) + · · · + f(n−1)(a)

(n − 1)!
(b − a)n−1 + Rn

剰余項 Rn = Rn(a, b) =
f(n)(c)

n!
(b − a)n (a < c < b)

・点aでの情報で他の点での関数値を近似
マクローリンの定理 (a = 0)

マクローリン展開（ lim
n→∞Rn = 0のとき）

ロル，平均値，テイラー，マクローリンの各定理は本質は同じで便利な言い換え

例　ex,　 a, b > 0のとき lim
x→∞

(logx)a

xb
= lim

t→∞
ta

baet
= 0
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３．偏微分の公式（合成関数，陰関数）
★　fがC1級のとき，偏微分に関する多くの公式が有効になる

接平面 z = f(a, b) + fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b)

合成関数の微分 F (t) = f(u(t), v(t))（u, vは微分可能）
（計算に実用的，「代入してから微分」を「偏微分してから代入」で）

陰関数定理f(x, ϕ(x)) = 0なるϕ ∈ C1の一意存在
（前提：f(a, b) = 0, fy(a, b) �= 0), ϕ(a) = b）
存在を認めれば微分の公式は合成関数の微分，例：接線の方程式
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４．条件付き最小(大)値問題
・　条件g(x, y) = 0, f(x, y)が(a, b)で最小(大)値ならば，
gx(a, b) = gy(a, b) = 0（条件が退化），または，L = f + λgにつ
いてLx(a, b) = Ly(a, b) = g(a, b) = 0なるλがある
★候補を与える「あるとすればこの中のどれか」

有界閉集合
・連続関数gについて{(x, y) ∈ R

2 | g(x, y) = 0}は有界閉集合
・有界閉集合で連続な関数は最大(小)値を持つ
★存在を保証　（1変数の最大値の定理と同じ）

★微分の話題としては特殊だが，経済数学に続く
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５．1変数関数の追跡
・　f : [a, b] → Rは連続，(a, b)で微分可能のとき
(a, b)でf ′ = 0 [f ′ � 0] ⇔ [a, b]で定数 [増加]関数
(a, b)でf ′ > 0ならば [a, b]で狭義増加関数　（cf. f(x) = x3）

（証明は平均値の定理）

I開区間，f : I → R，a ∈ I
・　fがaで極大（極大値f(a)）　「お山の大将」（範囲の後出し，小さい）
・　aで極大(小)ならばf ′(a) = 0

・　fは2階まで微分可能でf ′(a) = 0，f ′′が連続のとき
f ′′(a) > 0ならばf(a)は極小値，f ′′(a) < 0ならばf(a)は極大値
（f ′′(a) = 0のときは情報不足，例±xn，証明はテイラーと上記事実）

fがIで（下に）凸：　任意の3点x1 < x < x2に対して(x, f(x))が(x1, f(x1)

と(x2, f(x2))を結ぶ線分の下にあること（
f(x) − f(x1)

x − x1
� f(x2) − f(x)

x2 − x
）

・　fが開区間Iで微分可能ならば，fが凸⇔ f ′が増加
・　f ′′があれば，Iでfが凸⇔ Iでf ′′(x) � 0 　（最初の事実をf �→ f ′）
例f(x) = xα, f(x) = x2e−x, f(x) = x logx
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６．2変数関数の極値問題
極大：「お山の大将」あるε > 0があってUε(a, b)で最大
・　必要条件：fx(a, b) = fy(a, b) = 0 (軸方向の1変数問題)

・　f ∈ C2のときの十分条件：D = fxxfyy − f2
xyについて，

D(a, b) > 0なら極値（fxx(a, b) > 0なら極大）
D(a, b) < 0なら鞍点（極値は取らない）　　（D(a, b) = 0なら情報不足）
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７．積分の定義（1変数）
★　面積として定義する（矩形の面積は横×縦　→　短冊に切って和）
閉区間 [a, b]の分割∆ : a = a0 < a1 < · · · < an = b，|∆| = max

i
(ai − ai−1)

s(∆) = min
{si}

n∑
i=1

f(si)(ai − ai−1), S(∆) = max
{si}

n∑
i=1

f(si)(ai − ai−1)

sup∆ s(∆) = inf∆ S(∆)のとき 積分可能 =

∫ b

a
f(x) dx

・　定義
∫ a

a
= 0,

∫ a

b
= −

∫ b

a

・　閉区間で（区分的に）連続な関数は積分可能　（望ましい積分の定義）
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８．基本定理
★　もっともほしい性質：

F (x) =

∫ x

a
f(x) dxについてF ′(x) = f(x) (望ましい積分の定義）

・　単調性
・　積分範囲に関する加法性

・　積分の平均値の定理（∃c;

∫ b

a
f(x) dx = f(c) (b − a), a � c � b）
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９．不定積分

・　不定積分
∫

f(x) dx，　　原始関数 F ′(x) = f(x)となる F

（定数の自由度：積分定数）
・　微分積分の基本定理：

fが連続で F ′ = fならば
∫ b

a
f(x) dx = F (b) − F (a) = [F (x)]ba

・　n �= −1のとき
∫

xn dx =
xn+1

n + 1
+ C

・　
∫

1

x
dx = log |x| + C, 　　

∫
ex dx = ex + C

・　
∫

sinx dx = − cosx + C, 　　
∫

cosx dx = sin x + C,

・　線形性
★　不定積分の公式は全て微分の公式から証明できる
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１０．定積分の公式
連続関数の定積分について
・　線形性
・　積分範囲に関する加法性

・　
∫ b

a
= −

∫ a

b
,

∫ a

a
= 0

・　置換積分（積分変数変換） t = g(x)によって∫ b

a
f(g(x)) g(x) dx =

∫ g(b)

g(a)
f(t) dt

・　部分積分∫ b

a
f(x) g′(x) dx = [f(x) g(x)]ba −

∫ b

a
f ′(x) g(x) dx
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秋学期期末試験
p.19–36　　２章後半と３章
テキストの問または例の類題

• 1変数関数の微分の応用（２章後半）：増減表とグラフ
• 偏微分（３章）：偏微分の計算，極値問題
• 積分（４章）は試験には出しませんが，理論的な分野に進みたい諸
君は勉強が必須です

• 春に準じて，きちんと計算すること（間違えたら零点）
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End of slides. Click [END] to finish the presentation.
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