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１．初回（ガイダンスとガウス積分等々）
確率論入門 I（春学期）：有限集合とZ+上の確率測度
問1–1：0 < p < 1とする．表が出る確率がpの硬貨をn回投げると
き，表の枚数Nnの期待値と分散を求めよ． �

2項分布（春学期７既出）
・ 有限集合の上の確率測度：
試行の集合Ω = {(0,0, . . . ,0), (1,0, . . . ,0), . . . , (1,1, . . . ,1)}
の要素の数（Ωの濃度）�Ω = 2n

・ 独立確率変数の和の期待値と分散の加法性を用いる解法
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σ加法性
問1–2：0 < p < 1とする．表の出る確率がpの硬貨を初めて表が出
るまで投げるとき，有限回で終わらない（永遠に裏が出続ける）確率
と，裏が出た回数の合計の期待値と分散を求めよ． �

幾何分布（春学期８既出）
確率測度：σ加法性と非負値性を持ちP[ Ω ] = 1を満たす集合関数
確率変数の期待値や分布（確率測度）のモーメントなどは級数で定義

確率1で（つまり現実には必ず）有限回で終わるが，ベルヌーイ試行
で表すとΩは有限集合にならない．Ω = {0,1の無限列}
パラドックス：無限列1つだけの事象はP[ {ω} ] = 0だから
P[ Ω ] = 1 �= 0 =

∑

ω∈Ω

P[ {ω} ]
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σ加法族
（再掲）パラドックス：無限列1つだけの事象はP[ {ω} ] = 0だから

1 = P[ Ω ] �=
∑

ω∈Ω

P[ {ω} ] = 0

パラドックスの解決：
無限列の集合の確率は根元事象の確率の和で書けるとは限らない
副産物：確率が定義できない集合があるかもしれない

σ加法族：可算和と補集合に関して閉じているΩの集合族（集合の集合）
（確率が定義できない集合は扱わない，ということと，定義できてないと理屈に合わ
ない集合は確率を全部定義するということ両方を同時に意味する）

確率測度：σ加法族を定義域とする，σ加法性を持つ非負値集合関数
（測度）であって，P[ Ω ] = 1を満たすもの（完全版！）

公理的確率論（コルモゴロフ）
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実数上の確率測度
問1–3：1ヶ月あたりの世界の航空事故は平均4のポワッソン過程にほ
ぼ従うという．最後の事故がいまから1週間前にあったとき，いまから
半月以内に事故のある確率を求めよ． �

指数分布（春学期９既出）
非負実数R+ = {無限小数}：ベルヌーイ試行の無限列全体と同様
Ω = R+上の確率Pの定義域Fに含まれない集合がありうる
B(R+)：R+の区間を全て含む最小のσ加法族
ボレル確率測度空間(R+,B(R+),P)

指数分布：P[ [a, b] ] = w

∫ b

a
e−wtdt で定まるR+上の確率測度
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ガウス積分と正規分布

問1–4：z =

∫ ∞

0
e−

1
2x2

dx = lim
R→∞

∫ R

0
e−

1
2x2

dx を計算せよ． �

ρ0,1(x) =
1

2z
e−

1
2x2
はR上の確率測度（標準正規分布）N = N(0,1)

の密度関数
平均m，分散vの正規分布（ガウス分布）N(m, v)の密度関数：

ρm,v(x) =
1

2z
√

v
e−

1
2v(x−m)2
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中心極限定理
大数の法則：期待値が存在する独立同分布確率変数列について，
1

n

n∑

j=1

(Xj − m) → 0, a.e., (n → ∞) 　（春学期１０既出）

平均は決定論に収束．バラツキの小さくなりかた？　中心極限定理

・ Ω = Rのとき，特性関数φ(t) =

∫

R

e
√−1x tP[ dx ], t ∈ R.

ここで，e
√−1ξ = cos ξ +

√−1 sin ξ，複素数値関数の積分は実部と虚部それぞれ
の積分を実部と虚部とする複素数．
・ φ(0) = 1，φ′(0) =

√−1m，(logφ(x))′′(0) = −v

問1–5：平均m，分散v > 0で特性関数がφの分布に従う独立確率変

数列X1, X2, . . . について， lim
n→∞ logE[ e

√−1t 1√
nv

∑n
j=1(Xj−m)

] を

計算せよ． �
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秋学期の目標
実用上頻繁に現れる確率の計算の基礎，特に，
非可算無限集合の上の確率測度，さらに特に，
積分を用いて定義される確率測度に基づく計算に習熟すること

・「非可算無限集合上の確率測度」の典型例が「積分を用いて定義される確率測度」

他科目でバラバラに学ぶ高校や春のサイコロの確率と積分で定義され
る確率を統一的に理解するためのコルモゴロフ，ということ

数学的にやや進んだ話題
・確率変数や確率測度の収束，
・関数や測度の集合上の確率測度や確率過程
は，基礎から講義しきることはできないので，幾つかの高度な結果を認めて（積み残
しあり），聞きかじっておくべき先々の基礎事項を盛り込む．
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秋学期の内容の予定
ランダムウォーク
非可算無限集合の上の確率測度
実数上の確率測度
ガウス積分と正規分布
母関数と特性関数
同時分布（結合分布）
確率変数の独立性と特性関数
多次元正規分布
中心極限定理
特性関数の収束
その他1（統計的決定論入門）
その他2（ミニマックス定理の分離定理による証明）
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教科書・レポート・試験等
○　教科書：　服部哲弥「統計と確率の基礎 第3版」，学術図書
・　自力で雰囲気がつかめ，部分的に計算もできることが秋学期の目標
・　試験範囲に含む（教科書参照ですませた箇所など）
○　レポート：　問題DL解答提出はオンライン．次ページも必読
○　教室対面試験が機能する場合は評価は学期末定期試験．次ページも必読
・　講義内容＋教科書（講義・レポート等の参照箇所）＋レポート
・　春学期（有限集合や整数上の確率，大数の法則等）は既習扱い（出題）
○　ウェブ ：　服部哲弥／ホーム／講義／確率論入門
・　過去問と講義pdf（レポート先取り問題を除く）
・　服部哲弥／ホーム／「統計と確率の基礎」／補足と訂正
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レポートとオンライン資料と成績評価補足
1. レポート（オンライン問題受取・提出，学期あたり3回）
　1–1. 講義pdf（下記項目2. ）にレポート先取り問題（解いて要約を手元に残す）
　1–2. 上記利用で，レポートは1週間期限で手早く，締切後略解をDL保存．学籍
番号と名前を必ずA4紙冒頭自筆．pdfファイル形式でオンライン提出．紙に書いた
レポートをpdfファイルにするには，(1)スキャナ（日吉メディア，ITC）(2)スマ
ホで撮影してadobe社のscanやCamScannerなど（今までと同じ）

2. 学事日程上毎回（ほぼ毎週）講義曜日に講義pdfをDL（今回が1）
3. 成績評価（状況急変時の補足）
　3–1. 学期末定期試験が教室で行われれば持ち込み無しの学期末定期試験
　3–2. 万が一教室試験が有効に機能せずオンライン試験になれば，教科書と上記
項目1.のレポート略解と2.の講義pdfを手持ちであることを前提に出題
　3–3. 「社会情勢」の急変に応じて大学の方針の急変がありうるので，学事指定
講義用オンラインサイトの本科目のお知らせの指示に注意し協力すること．試験等終
了まではダウンロード(DL)した毎回の講義と教科書所持を続けること
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復習：積分の変数変換１
春学期の最終回の繰り返しだが，春に読んでくれていないとまずいので…．（春に無
いページもあるので注意．講義中盤のガウス積分は他の導出方法なので，ここの話は
これが勉強の最後の機会．）

x′ = x − c:

∫ b

a
f(x − c) dx =

∫ b−c

a−c
f(x′) dx′

例：
∫ b

a
(x − 2)3dx =

∫ b−2

a−2
x′3dx′ = 1

4

[
x′4

]b−2

a−2
=

1

4

(
(b − 2)4 − (a − 2)4

)

たしかめ：合成関数の微分 ((x − 2)4)′ = 4(x − 2)3から，
∫ b

a
(x − 2)3dx =

1

4

[
(x − 2)4

]b

a
=

1

4

(
(b − 2)4 − (a − 2)4

)
となって成り立つ

例（ガウス積分）：
∫ ∞

−∞
x2e−(x−m)2/2dx =

∫ ∞

−∞
(x′ + m)2e−x′2/2dx′

=

∫ ∞

−∞
(x′2+2mx′+m2)e−x′2/2dx′ =

∫ ∞

−∞
x2e−x2/2dx+m2

∫ ∞

−∞
e−x2/2dx

積分範囲は『∞± m = ∞』（極限の意味で理解）
・重積分でも同様
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復習：積分の変数変換２

x′ = c x:

∫ b

a
f(c x) dx =

∫ bc

ac
f(x′)1

c
dx′

例：
∫ b

a
e2xdx =

1

2

∫ 2b

2a
ex′dx′ = 1

2

(
e2b − e2a

)

たしかめ：合成関数の微分(e2x)′ = 2e2xから，
∫ b

a
e2xdx =

1

2

[
e2x

]b

a
=

1

2

(
e2b−

e2a
)
となって成り立つ

例：
∫ ∞

−∞
x2e−2x2

dx =

∫ ∞

−∞
(x′/2)2e−x′2/2dx′ × 1

2
=

1

8

∫ ∞

−∞
x2e−x2/2dx

積分範囲は『2∞ = ∞』（極限の意味で理解）
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復習：積分の変数変換３
・重積分では積分変数変換のヤコビ行列式
（１年微分積分の最後でいちおうやったことになっている…）

dx dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ x

∂x′
∂ x

∂y′
∂ y

∂x′
∂ y

∂y′

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣
dx′ dy′

∫ b

a
f(x) dx =

1

c

∫ bc

ac
f(x′/c) dx′ (x′ = c x)の，線形代数的にすなおな，拡張！

直交変換：直交行列O（tOO = E，Eは単位行列）に対して−→x = O
−→
x′

なる変数変換のときは，|O| = ±1なので，dx1 . . . dxn = dy1 . . . dyn

（ヤコビ行列式のことは忘れることができる）
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積分変数変換の単純な例

f(x, y) =

{
c, |x| + |y| � 1,
0, |x| + |y| > 1.

⇒
∫

R2
f(x, y)dx dy = c |A| = 2c;

A = {(x, y) ∈ R
2 | |x| + |y| � 1} = 1辺

√
2の正方形，|A| = Aの面積

同じ量の計算を変数変換と逐次積分（Fubiniの定理）でやってみる．
u = x + y, v = x − yと変数変換 |x| + |y| � 1 ⇔ ±x ± y � 1

A = {(u, v) ∈ R
2 | −1 � u � 1, −1 � v � 1} = {(u, v) | |u| � 1, |v| � 1}

x =
1

2
(u+v), y =

1

2
(u−v)→変数変換のヤコビアン =

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

1

2

1

2
1

2
−1

2

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2

∫

R2
f(x, y)dx dy =

∫

A
cdx dy =

∫

|u|�1
|v|�1

c × 1

2
du dv =

1

2
c

∫ 1

−1
1du

∫ 1

−1
1dv = 2c
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復習：極座標とガウス積分
・積分変数変換の例：
x = r cos θ, y = r sin θ

dx dy =

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

∂ x

∂r

∂ x

∂θ
∂ y

∂r

∂ y

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
dr dθ = r dr dθ

・例：z =

∫ ∞

0
e−x2/2dx

z2 =

∫ ∞

0
e−x2/2dx

∫ ∞

0
e−y2/2dy

=

∫

第1象限
e−(x2+y2)/2dx dy

=

∫

r∈[0,∞)

∫

θ∈[0,π/2]
e−r2/2r dr dθ =

π

2
z =

1

2

√
2π
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２．ランダムウォーク
　
硬貨投げの繰り返し（ベルヌーイ試行）とランダムウォーク
　
確率空間と確率測度の（簡単版ではない）定義
　
今回は復習と慣らしがてら，立ち入った話の紹介
　

�� 17(�)



硬貨投げの繰り返し
問1–1：0 < p < 1とする．表が出る確率がpの硬貨をn回投げると
き，表の枚数の期待値と分散を求めよ． �

・表裏の繰り返し＝{0,1}のいずれかを繰り返し選ぶ（ベルヌーイ試行）
・n回硬貨投げ：{0,1}n = {0,1} × {0,1} × · · · × {0,1} =

{(0,0, . . . ,0), (0,0, . . . ,1), (0,1, . . . ,0), . . . , (1,1, . . . ,0)}の上の確率測度

・W0 = 0, Wk =
k∑

i=1

(2si − 1), k = 1,2, . . . , n, とおくと

(s1, s2, . . . , sn) ⇔ (W0, W1, W2, . . . , Wn) 一対一対応
ランダムウォーク：歩数の関数上の確率測度（すごろく）
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（復習）直積測度
試行の集合Ωn = {(0,0, . . . ,0), (1,0, . . . ,0), . . . , (1,1, . . . ,1)}
要素の数（Ωnの濃度）�Ωn = 2n

確率測度は？ （春学期７再掲）
1回の確率測度P1[ {1} ] = p, P1[ {0} ] = 1 − pの直積確率測度
r0 = 1, r1 = rを用いて，P1[ {s} ] = ps(1 − p)1−s

Ω2 = {0,1}2 = {0,1} × {0,1} = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}
P2[ {(s1, s2)} ] = P1[ {s1} ] · P1[ {s2} ]

= ps1+s2(1 − p)2−(s1+s2)
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ベルヌーイ試行の確率空間
Ωn = {(0,0,0, . . . ,0), (0,1,0, . . . ,0), . . . , (1,1,1, . . . ,1)}
Pn[ {(s1, s2, . . . , sn)} ] = ps1+s2+...+sn(1 − p)n−(s1+...+sn)

n回中の表の枚数Nn((s1, s2, . . . , sn)) = s1 + . . . + sn

確率変数（Ωn上の関数 Nn : Ωn → R）

Pn[ {ω} ] = pNn(ω)(1 − p)n−Nn(ω)

Pn[ A ] =
∑

ω∈A

pNn(ω)(1 − p)n−Nn(ω), A ⊂ Ωn

原理的には確率が計算可能（ベルヌーイ試行の確率空間定義完了）
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硬貨投げとランダムウォーク
硬貨投げの確率空間の同値だが興味深い書き換え：
数直線上0から始めて，表なら+1，裏なら−1駒を進めるすごろく
k歩目の位置をWk (W0 = 0)

Wk =
k∑

i=1

Xi; Xi(ω) = 2si − 1 　si =

{
1
0

⇒ Xi(ω) =

{
+1
−1

(s1, s2, . . . , sn) ⇔ W = (W1, W2, . . . , Wn);
1

2
(Wk − Wk−1 + 1) = sk

一歩ごとに両隣の整数点に動くあらゆる経路(path)が可能
Ω̃n = {w : {0,1, . . . , n} → Z | w(0) = 0, w(k) − w(k − 1) ∈ {±1}, k =
1,2, . . . , n} = (0,0)を通り隣の整数点との値の差が± 1の関数全体

ランダムウォーク(RW)：pathの集合上の確率測度（すごろく）

i �= j: P[ Xi = 1 | Xj = −1 ] =
P[ {ω | si = 1, sj = 0} ]

P[ {ω | sj = 0} ]
=

p(1 − p)

1 − p

= P[ Xi = 1 ] →（中略）→ {Xi}は独立
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ランダムウォーク
-1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

6

 

n

位置 w(i)

歩数 i

簡単のため以下p = 0.5（公平な硬貨）
Pn[ {ω} ] = 0.5n = 2−n, ω ∈ Ωn

ω = (s1, . . . , sn) ∈ Ωn ⇔
w : {0, . . . , n} → Z; path

Pn[ {w} ] = 2−n, w ∈ Ω̃n

・硬貨投げの書換なのでwnは独立なn回の試行の和（表裏の回数の差）
Zk(w) = w(k)−w(k−1), k = 1,2, . . . , 独立同分布 E[ Zk ] = 0,

Z2
k = 1 　→　種々の量があらわに計算可能
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歩数の極限
大数の法則（春学期１０既出）：分散の有限な独立同分布確率変数列
の平均は期待値に確率収束（概収束も）する． �

Zk(w) = w(k) − w(k − 1), k ∈ N, 独立同分布，E[ Zk ] = 0

和がWkだから，
1

k
Wk → 0, (k → ∞)

ランダムウォークはグラフ上原点を通る傾き1の直線に比べて（比が0

に収束するくらいに）原点に近いところにとどまる

ところで，Ω̃n上では1 � k � nしか定義できない．無限個？極限？
n歩のpathの総数�Ω̃ = 2n，一本あたり確率 = 2−n．
総歩数n → ∞とすると，無限集合．一本の無限長pathあたり確率0

（根元事象の和で正の確率を得られない）
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確率空間の定義（完全版）
ここで確率空間(Ω,F ,P)の定義（完全版）．FがΩのσ加法族とは
0. 空でない集合族：∅,Ω ∈ F，F ⊂ 2Ω

1. 可算和で閉じる：Ak ∈ F , k ∈ N ⇒
∞⋃

k=1

Ak ∈ F

2. 補集合で閉じる：A ∈ F ⇒ Ac ∈ F
Pが(Ω,F)上の確率測度とは
0. 集合関数：定義域Fがσ加法族，P : F → R

1. 非負値： P[ A ] � 0, A ∈ F
2. σ加法性： Ai ∈ F, i = 1,2, . . . , が

(i �= j ⇒ Ai ∩ Aj = ∅) ⇒ P[
∞⋃

i=1

Ai ] =
∞∑

i=1

P[ Ai ]

3.全測度1：P[ Ω ] = 1

春は簡単版：σ加法性はポワッソン分布で紹介済だが，F = 2Ωで，根元事
象の確率で任意の集合の確率をP[ A ] =

∑

ω∈A

P[ {ω} ] で定義できる

場合のみを扱った
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問1–1の答え
問1–1：0 < p < 1とする．表が出る確率がpの硬貨をn回投げるとき，表の枚数の
期待値と分散を求めよ． �

2項分布（春学期７の復習）：Pn[ {ω} ] = pNn(ω)(1 − p)n−Nn(ω)

En[ Nn ] =
∑

ω∈Ω

Nn(ω)pNn(ω)(1 − p)n−Nn(ω)

=
n∑

k=0

�{ω | Nn(ω) = k}kpk(1−p)n−k =
n∑

k=0

Cn kkpk(1−p)n−k = · · · = np

Vn[ Nn ] = En[ (Nn−np)2 ] =
n∑

k=0

Cn k(k−np)2pk(1−p)n−k · · · = np(1−p)

別解：独立確率変数の和の期待値と分散の加法性を用いる解法
En[ X1 ] = p, Vn[ X1 ] = En[ (X1−p)2 ] = p(1−p)2+(1−p)p2 = p(1−p)．
En[ Nn ] = E[ X1 ] + · · · + E[ Xn ] = np,
Vn[ Nn ] = V[ X1 ] + · · · + V[ Xn ] = np(1 − p). �
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まとめ
春学期の復習：直積確率測度，k回目の結果を表す確率変数，2項分布，
期待値の線形性，独立確率変数における分散の加法性
ランダムウォーク：硬貨投げの累積値を歩数の関数と見る，pathの集
合上の確率測度，大数の法則の図形的意味
σ加法族と確率空間の定義（完全版）：σ加法族とは可算和と補集合
で閉じる，空でない集合族．確率測度とはσ加法族を定義域とする非
負値集合関数で全体集合に対して1を与え，σ加法性を満たすもの
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３．非可算無限集合の上の確率測度
　
ランダムウォーク
　
確率空間と確率測度の（簡単版ではない）定義
　
今回も復習がてら，原理主義的なお話の紹介
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無限回硬貨投げの空間が必要な理由
0 < p < 1とする．表が出る確率がpの硬貨を繰り返し投げる．
問1–1（秋２）：硬貨をn回投げるとき，表の枚数の期待値と分散を
求めよ． �

・ 硬貨投げのn個の直積Ωn上の直積確率測度で表せる
問1–2：硬貨を初めて表が出るまで投げるとき，有限回で終わらない
（永遠に裏が出続ける）確率と，裏が出た回数の合計の期待値と分散を
求めよ． �

・ 幾何分布（春８）→答えは分かる．有限回で表が出る確率が1．
・ しかし，Ω100, Ω1億, Ω1京, . . . はこの確率を表しきれない．
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確率の定義（完全版）
確率1で（つまり現実には必ず）有限回で終わるが，ベルヌーイ試行
で表すとΩは有限集合にならない．Ω = {0,1の無限列}
パラドックス：無限列1つだけの事象はP[ {ω} ] = 0だから
P[ Ω ] = 1 �= 0 =

∑

ω∈Ω

P[ {ω} ]：「根元事象」が役に立たない

パラドックスの解決：
・無限列の集合の確率は根元事象の確率の和で書けるとは限らない
・副産物：確率が定義できない集合があるかもしれない

σ加法族：可算和と補集合に関して閉じている空でないΩの集合族
確率測度：σ加法族を定義域とする，σ加法性を持つ非負値集合関数
（測度）でP[ Ω ] = 1を満たすもの（完全版！）
公理的確率論（コルモゴロフ）
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σ加法族の定義について
σ加法族の定義の由来：確率測度の定義域を制限するにしても，和事
象や余事象などは考えられるはず．→ A∪BとAcで閉じていれば有限
個の集合算は全て閉じる（cf. ドモルガンの法則）．さらにσ加法性を
無条件で期待するので，可算和についても閉じている必要

例：Fが空でなければ（何かA ∈ Fならば），Ac ∈ F，ゆえにΩ =

A ∪ Ac ∈ F，ゆえに∅ = Ωc ∈ F．すなわち，
σ加法族は，最低限空集合と全体集合を要素に持つ．
→ P[ Ω ], P[ ∅ ]が存在．確率なので前者は1と決まっている．春の
公式からP[ ∅ ] = 1 − P[ ∅c ] = 1 − P[ Ω ]= 0

例1：F = {∅,Ω}はσ加法族
例2：Ωの全ての部分集合を集めた集合族はσ加法族（春学期の簡単版）
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経路上の確率測度
・Z+上の確率は根元事象のP[ {k} ]達で書ける（春８ポワッソン分布）
・σ加法族が重要＝根元事象の確率の和で定義できない「連続無限集合」
ランダムウォーク：無限長のpathの集合
Ω = {w : Z+ → Z | w0 = 0, |wk − wk−1| = 1, k ∈ N}
最初の有限歩で決まる集合（筒集合 cylinder set）
例：C(0,1,2,1) = {w : path | w1 = 1, w2 = 2, w3 = 1} ⊂ Ω

P[ C(0,1,2,1) ] = 2−3 = 1/8等となれば有限歩の自然な拡張
問題：n歩で決まる筒集合を全て定義域Fに含み，その確率が2−nで
あるpath上の確率Pはあるか？
答え：ある（拡張定理）但し，基礎事項にしては抽象的で長い証明

�� 34(�)



R上の確率測度
無限長path⇔無限回の硬貨投げ⇔ 0,1の無限列⇔無限小数(2進法)

(0,1,2,3,2,3,2, . . . ) ⇔ (1,1,1,0,1,0, . . . ) ⇔ 0.111010 . . .

⇔ 29

32
+ . . .．よってpath空間Ω ⇔ [0,1)

実際，1点の長さは0．区間 [0,1)の長さは1．区間も点（実数）の集
まりだが0を足しても1にはならない．
Ω = [0,1], R+, R, R

nの上の確率測度もpath上の測度と同様の手順
例．P[ [a, b] ] = b − a（[0,1)上の一様分布）
例．P[ [t,∞) ] = e−t（R+上の指数分布）
1次元ボレル確率測度：区間を全て要素として持つ最小のσ加法族F を定義域とす
る確率測度
・ ランダムウォーク，特に，その連続極限であるブラウン運動は重要だが，この講
義では地味な実数上の確率測度の練習に集中する
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可算無限と非可算無限
Ω = Z+→根元事象で書ける，Ω = R→書けない
可算集合：自然数N = {1,2, . . . }，整数Z，有理数Q，（偶数の集合2Z

などかってな部分集合，）有限集合．
定義：自然数の集合Nと1 : 1対応があること（無限行のレポート用紙
に1行1要素ずつ書いて尽くせること＝数え上げられるenumerable）

例：f : N → Zをf(i) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

2
i − 1, i ∈ 2N,

1

2
(−i − 1), i �∈ 2N

非可算集合：実数Rや区間 [0,1]，R
n,pathの集合，連続関数の集合

リストがあるとすると，j行目の実数を小数点表示してj桁目が違う小
数を作ると，リストから漏れている．カントールの対角線論法
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（参考）測度の拡張定理
問題：ランダムウォークやボレル確率測度の定義
解1：FはC = {筒集合達}({区間達}) を含む最小のσ加法族
F = σ[C] =

⋂

G:Cを含むσ加法族
G 　　　　数学的抽象性の威力

問2：W ∈ Fに対してP[ W ]はどう定義すると確率の公理を満たす？

解2：外測度Γ(A) = inf
Ii∈C;A⊂I1∪···

∞∑

i=1

P[ Ii ],

可測集合：F′ = {E ⊂ Ω | Γ(A) = Γ(A ∩ E) + Γ(A ∩ Ec), A ⊂ Ω}
・（Cの性質によって）F′はσ加法族でCを含む（ので，Fの最小性からFの中の集
合はどれも可測集合）
・ E ∈ Fに対してP[ E ] = Γ(E)とすると(Ω,F ,P) は（作り方から）確率空間

問3：W ∈ Cのとき事前に設定した値になっているか？
(例：P[ C(0,1,2,1) ] = 1/8, P[ [a, b] ] = b − a)
解3：（PのC上での連続性＝σ加法性によって）PはC上で事前に設定した値に一致
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問のコメント
問1–2：0 < p < 1とする．表の出る確率がpの硬貨を初めて表が出るまで投げると
き，有限回で終わらない（永遠に裏が出続ける）確率と，裏が出た回数の合計の期待
値と分散を求めよ． �

無限回硬貨投げの空間Ω = {s = (s1, s2, . . . ) | sk ∈ {0,1}, k ∈ N}
k + 1回目に初めて表が出る事象Ak（裏の回数がk）とおく．Akたちは排反．例：
A0 = {s ∈ Ω | s1 = 1}, A1 = {s ∈ Ω | (s1, s2) = (0.1)}．有限回で表が出る
事象はB =

∞⋃

k=0

Ak．注：和の記号の∞は「無限回目」を合わせるという意味では

なく，全ての自然数についての和集合の意味．級数の極限の意味でもない（春）
Akたちは最初の有限回で決まる（拡張定理における筒集合）ので，Ωk+1での確率
に等しくP[ Ak ] = p(1 − p)k

σ加法性からP[ B ] =
∞∑

k=0

P[ Ak ] =
∞∑

k=0

p(1 − p)k =
p

1 − (1 − p)
= 1

よって有限で終わらない確率はP[ Bc ] = 1 − 1 = 0．

裏の回数の平均mと分散vはm =
∞∑

k=0

k p (1−p)k，v =
∞∑

k=0

(k−m)2 p (1−p)k．

これらは幾何分布（春８問8–1），教科書「統計と確率の基礎 第3版」練習問題2
問4を参照 �
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まとめ
・σ加法族：可算和と補集合について閉じているΩの空でない集合族
・確率測度（完全版の定義）：Ωのσ加法族を定義域とする，σ加法
性を持つ非負値集合関数（測度）でP[ Ω ] = 1を満たすもの
・σ加法族の必要性：Ωが非可算無限集合のとき根元事象の確率の和
で書けない．拡張定理による定義は全ての集合に確率が定義できない
・無限回硬貨投げ（無限長pathの集合）の必要性：表が出るまで投げ
る事象（確率1で有限回で表が出るが，事象の定義に無限回硬貨投げ空間必要）

・有限回で決まる事象（筒集合）は有限回硬貨投げの確率に等しい
→定義は拡張定理によるが計算は有限集合で正しい答え
・Rも非可算（無限小数の集合）．区間の確率＋拡張定理（ボレル確率測度）
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４．実数上の確率測度
　
測度と積分
　
実数の集合R上の確率測度
　
今回は原理的な話と実用的な話を細い線でつなぎます
　
レポート1 ＠ keio.jp
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積分が定義する確率
問1–3：1ヶ月あたりの世界の航空事故は平均4のポワッソン過程にほ
ぼ従うという．最後の事故がいまから1週間前にあったとき，いまから
半月以内に事故のある確率を求めよ． �

指数分布（春９）
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R上の測度
（前回）R, R

n, [0,1], R+, は非可算集合
実数＝無限小数＝数字の無限列＝無限硬貨投げ→対角線論法＝Nと1:1対応が無い
→ 1点ごとの確率P[ {a} ]とσ加法性では確率を計算できない

区間に対する値P[ [t,∞) ],P[ [a, b] ]＋（外測度と可測集合を用いた） 拡
張定理→Rのσ加法族B(R+)上のσ加法性を持つ集合関数P（確率）
B(R+)：R+の区間を全て含む最小のσ加法族
ボレル確率測度空間(R+,B(R+),P)

B(R)に含まれない集合がありうる（普通の集合は入るので困らない）

実際に計算するとき：区間に対してはあからさまに与えてあるはず．区
間の可算和（補助的に補集合や共通部分も使用）で書ければ級数計算
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ルベーグ測度
Ω = [0,1]上の一様分布：P[ [a, b] ] = b − a．
R（R+でも同様）上でも区間に対してµ([a, b]) = b−aを満たし，σ
加法性を持つボレルσ加法族B(R+)上の集合関数が存在（拡張定理）
µ(R) = +∞となることを除けば確率測度と同様：（ルベーグ）測度
例：0 � µ({c}) � µ([c − ε, c + ε]) = 2ε （非負値性と単調性と区間の長さ）．ε
は任意の正数だからµ({c}) = 0．
例：有理数の集合Qは可算集合（分母＋分子と分子の辞書式で一列に並ぶ）なのでσ
加法性からµ(Q) = 0

例：1 = µ([0,1)) = µ(
∞⋃

k=0

[1 − 2−k,1 − 2−k−1))

=
∞∑

k=0

µ([1 − 2−k,1 − 2−k−1)) =
∞∑

k=0

2−k−1 =
1/2

1 − 1/2
= 1矛盾がない

素朴な意味の長さだが，複雑な集合でも測度が存在する場合がある
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ルベーグ積分
f : R → Rが（ボレル）可測関数とは，D(a) := {x ∈ R | f(x) <

a} ∈ B(R)が，全てのa ∈ Rに対して成り立つことを言う．
例：B(R)は開区間を（閉区間等も）全て含む一方，Rの開集合は可算個の開区間の

和集合で表せる．連続関数は開集合の逆像が開集合なので，連続関数は可測関数
・ルベーグ測度µ，非負値可測関数f : R → R+に対して

Sn =
n·2n∑

k=0

k · 2−nµ(D((k + 1)2−n) ∩ D(k2−n)c)

=
n·2n∑

k=0

k · 2−n(µ(D((k + 1)2−n)) − µ(D(k2−n)))はnについて

非減少なので，S = lim
n→∞Sn ∈ R+ ∪ {+∞} が存在する．これをf

の（ルベーグ）積分S =

∫

R

f dµ =

∫

R

f(x)µ(dx)と言う
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積分で与えられる確率

・（ルベーグ）積分
∫

R

f dµ =

∫

R

f(x)µ(dx)

・積分範囲を限定するのは，fをf 1[a,b]に置き換えれば良い

　一般に
∫

A
f dµ :=

∫

R

f 1A dµ

・普通の（リーマン）積分が存在するとき（例えば連続関数）は一致
リーマン積分は複雑な集合上（積分範囲）の積分が定義できないのでσ加法性不成立
・fとx軸で囲まれた領域の面積（R

2の2次元ルベーグ測度）
・負の値も取る関数については，正の部分と負の部分にわけてそれぞれの積分の差で

定義：f = f+ − f−, f± � 0,

∫
f dµ =

∫
f+ dµ −

∫
f− dµ

∫
R

f dµ = 1となる非負値関数fがあれば，A ⊂ R（正しくはA ∈
B(R)）に対してP[ A ] =

∫

A
f dµとおくと，σ加法性を満たすB(R)

上の集合関数，すなわちfを密度関数とする確率測度を定義する
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指数分布

指数分布：P[ [a, b] ] = w

∫ b

a
e−wtdt で定まるR+上の確率測度

例：P[ [a, b] ] = −
[
e−wt

]b

a
= e−aw − e−bw,

P[ [a,∞) ] = −
[
e−wt

]∞
a

= e−aw

復習（春９）．強度λ > 0のポワッソン過程Xt：小さな確率の独立な原
因が時間的に一様にある場合の事件生起．t時間事件が起きない確率＝
P[ Xt = 0 ] = e−tλ →事件発生数はポワッソン分布，事件発生間隔
は指数分布
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指数分布の計算例

P[ [a, b] ] =

∫ b

a
ρ(t) dt, ρ(t) = we−wt

・故障率wの機械がt時間無事の確率P[ [t,∞) ] =

∫ ∞

t
we−wtdt = e−wt

・半減期Tの放射性元素の原子P[ [0, T ] ] = P[ [T,∞) ] = e−wT =

1/2 →崩壊率w =
1

T
log 2 → t時間以内に放射線を出す確率は

P[ [t,∞)c ] = 1 − e−wt = 1 − e−(t/T ) log 2 = 1 − 2−t/T

・時刻sまで無事の条件で時刻t > sまで無事の条件付確率（春４）

P[ [t,∞) | [s,∞) ] =
P[ [t,∞) ]

P[ [s,∞) ]
= e−wt+ws = e−w(t−s)．

条件時点sを時刻計測の原点に取れば同じ故障率の指数分布になる
（いつから事故が起きてないかに無関係＝指数分布の無記憶性）
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コメント
問1–3：1ヶ月あたりの世界の航空事故は平均4のポワッソン過程にほぼ従うという．
最後の事故がいまから1週間前にあったとき，いまから半月以内に事故のある確率を
求めよ． �

答えは教科書「統計と確率の基礎 第3版」練習問題A問4参照（春９）

時刻 tから∆t時間に最初の事件が起きる確率 = P[ [t, t + ∆t] ] は
ほぼw e−wt ∆t．確率密度we−wtはその時刻での時間あたりの発生率
経済学では伝統的に，微分（密度など）を「限界○○」と呼んできた（例．限界効用
低減の法則，「限界革命」）．
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まとめ
・ボレル確率測度空間(R+,B(R+),P)
・R, R

n, [0,1], R+, は非可算集合（P[ [t,∞) ],P[ [a, b] ]と拡張定理による確率
測度の定義）
・B(R+)：R+の区間を全て含む最小のσ加法族（普通の集合の確率は問題ないが確
率が決められない集合があり得る）

・R上のルベーグ測度（µ([a, b]) = b − aで決まる測度）
・可測関数，ルベーグ積分，確率密度関数の積分で与えられる確率測度
一様分布：Ω = [0,1]，P[ [a, b] ] = b − a

指数分布：P[ [t,∞] ] = e−wt =

∫ ∞

t
ρ(t)dt

ポワッソン過程，半減期，事故率，指数分布の無記憶性
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５．ガウス積分と正規分布
　
正規分布
　
ガウス積分
　
今回から（ガウス積分の計算という意味で）実用的な話
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ガウス積分

問1–4：I =

∫ ∞

0
e−

1
2x2

dx = lim
R→∞

∫ R

0
e−

1
2x2

dx を計算せよ． �

2次元ルベーグ測度：µ2(長方形) = µ1(縦)µ1(横) なる測度（面積）
1次元ルベーグ測度µ1の直積測度に等しい（どちらも長方形に同じ値
を対応させる，拡張定理で唯一存在が証明される測度だから）

フビニの定理：
∫

R2
|f(x, y)|dxdy < ∞（可積分）ならば

∫

R2
f(x, y)dxdy =

∫

R

(∫

R

f(x, y)dx

)
dy

重積分＝逐次積分（1次元積分の繰返し）
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ガウス積分の計算

x > 0．積分変数変換y = xzで I :=

∫ ∞

0
e−

1
2y2

dy =

∫ ∞

0
e−

1
2x2z2

x dz だから

I2 =

∫ ∞

0
I × e−

1
2x2

dx =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
e−

1
2x2(1+z2)x dz

)
dx

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
e−

1
2x2(1+z2)x dx

)
dz （フビニの定理）

=

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
e−(1+z2)udu

)
dz =

∫ ∞

0

1

1 + z2
dz（積分変数変換u =

1

2
x2）

=

∫ π/2

0
dθ =

1

2
π（積分変数変換z = tan θ）

問1–4答：I =

∫ ∞

0
e−

1
2x2

dx =
1

2

√
2π （ガウス積分） �
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標準正規分布
被積分関数は偶関数なので（同じことだが積分変数変換x′ = −xによって）∫ 0

−∞
e−

1
2x2

dx =

√
π

2
．よって，

∫ ∞

−∞
1√
2π

e−
1
2x2

dx = 1

よって，ρ0,1(x) =
1√
2π

e−
1
2x2
は非負値関数でRで積分すると1だから，積分が定

義する確率測度の密度関数になる

標準正規分布N = N(0,1)：ρ0,1(x) =
1√
2π

e−
1
2x2
を密度関数とするR上の確率

定義．正規分布：密度が2次式の指数関数の実数上の分布．

R
dも同様に（d次元ルベーグ測度の）密度が2次式の指数関数の分布（後述）．
「∞次元」（関数の集合上の）分布などは「ルベーグ測度」がないので，特性関数（後述）が2次式の
指数関数で定義．
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正規分布
∫ ∞

0
e−ax2

dx =
1√
2a

∫ ∞

0
e−

1
2y2

dy =
1√
2a

×
√

π

2
=

1

2

√
π

a
　 (y =

√
2ax)

ρm,v(x) =
1√
2πv

e−
1
2v(x−m)2 とおくと，

∫

R

ρm,v(x) dx =
1√
2πv

∫

R

e−
1
2vy2

dy =
2√
2πv

∫ ∞

0
e−

1
2vy2

dy = 1　 (y = x −
m)

平均m，分散vの正規分布N(m, v)の密度関数
∫

R

xρm,v(x)dx =
1√
2πv

∫

R

(y + m)e−
1
2vy2

dy =
1√
2πv

∫

R

ye−
1
2vy2

dy + m= m

　（y < 0の積分をy = −y′で変換するとy > 0の積分と打ち消す）∫

R

(x − m)2 ρm,v(x) dx =
1√
2πv

∫

R

y2 e−
1
2vy2

dy =
−v√
2πv

∫

R

y
d

dy
e−

1
2vy2

dy

= −
√

v

2π

[
ye−

1
2vy2

]∞
−∞ +

√
v

2π

∫ ∞

−∞
e−

1
2vy2

dy= v　（部分積分）
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ガウス積分の公式
∫ ∞

0
e−ax2

dx =
1

2

√
π

a
=

√
π

2
a−1/2（再掲）

aで微分（微分は極限で定義する．測度のσ加法性によって，（ルベーグ）積分が有
限に存在すれば，積分と極限は順序交換可能）∫ ∞

0
x2e−ax2

dx =

√
π

4
a−3/2,

∫ ∞

−∞
x2e−ax2

dx =

√
π

2
a−3/2

特に
√

2πvで割ってa =
1

2v
とおくとN(0, v)の分散がv （確かめ）

aで2度微分すれば
∫ ∞

−∞
x4e−ax2

dx =
3
√

π

4
a−5/2 N(0, v)の4次

モーメントが計算できる（N(0, v)の奇数次モーメントは0）
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ガウス積分(2)

I =

∫ ∞

0
e−x2/2dx =

√
π

2
の別解（小針あき宏，確率・統計入門，岩波，5章§1）

ex � 1 + xから e−x � 1 − x，これらから 1 − x2 � e−x2 � 1

1 + x2
よって

∫ 1

0
(1 − x2)ndx �

∫ ∞

0
e−nx2

dx �
∫ ∞

0

1

(1 + x2)n
dx 最左辺でx = cos θ，中央

でy =
√

2nx，最右辺でx = cot θと変換すると
√

2nS2n+1 � I �
√

2nS2n−2;

Sn =

∫ π/2

0
sinn θdθ. 部分積分によってSn = (n − 1)Sn−2 − (n − 1)Sn，

したがってSn =
n − 1

n
Sn−2 — (*)．

0 � S2n+1 � S2n � S2n−1と(*)から1 � S2n

S2n+1
� 2n + 1

2n
．また(*)から

S2n+1S2n =
2n − 1

2n + 1
S2n−1S2n−2 = · · · = 1

2n + 1
S1S0 =

π

4n + 2
．

これらから， lim
n→∞

√
2nS2n+1 = lim

n→∞
√

2nS2n−2 =

√
π

2
. �
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ガウス積分(3)
・積分変数変換のヤコビ行列式：極座標 x(r, θ) = r cos θ, y(r, θ) = r sin θ に対

して
∫

A
f(x(r, θ), y(r, θ)) r dr dθ =

∫

A′
f(x, y) dx dy

I(R)2 :=

(∫ R

0
e−

1
2x2

dx

)2

=

∫ R

0

(∫ R

0
e−

1
2x2

e−
1
2y2

dx

)
dy （逐次積分）

=

∫

[0,R]2
e−

1
2(x

2+y2) dx dy =

∫

AR

e−
1
2r2r dr dθ （フビニ→積分変数変換）

BR = {(r, θ) | 0 � θ � π

2
, 0 � r � R} →BR ⊂ AR ⊂ B√

2R
∫

BR

e−
1
2r2r dr dθ =

∫ R

0

(∫ π/2

0
1dθ

)
e−

1
2r2rdr =

π

2

∫ R2/2

0
e−sds (s =

1

2
r2)

=
π

2
(1 − e−R2/2)．よって，

√
π

2

√
1 − e−R2/2 � I(R) �

√
π

2

√
1 − e−R2

よって，I = lim
R→∞

I(R) =

√
π

2
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正規分布のその他の性質

N(0,1): P[ [−z, z] ] =

∫ z

−z

1√
2π

e−x2/2dx

確率変数XがN(m, v)に従うとき，Z =
X − m√

v
はN(0,1)に従う．

統計学でよく用いられる近似値
P[ [−1,1] ] = 0.682689 (1σ), P[ [−1.645,1.645] ] = 0.9 (90% CL),
P[ [−1.9600,1.9600] ] = 0.95 (95% CL), P[ [−2,2] ] = 0.9545 (2σ),
P[ [−2.576,2.576] ] = 0.99 (99% CL), P[ [−3,3] ] = 0.9973 (3σ),

N(0, v)に従うことが分かっている確率変数のサンプルの値の絶対値

が q以上になる確率はN(0, v)([−q, q]) = N(0,1)([
−q√

v
,

q√
v
])．た

とえば，|q| � 2
√

vになる確率は(100− 95.45)% = 4.55%．統計
調査をやってそのような値が得られれば，N(0, v)に従うという最初の
前提を疑う（統計的推測の基本原理）
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まとめ

ガウス積分
∫ ∞

0
e−

1
2x2

dx = lim
R→∞

∫ R

0
e−

1
2x2

dx =
1

2

√
2π

Fubiniの定理（可積分ならば重積分＝逐次積分）
正規分布N(m, v)の密度関数（平均m分散v）

ρm,v(x) =
1√
2πv

e−(x−m)2/(2v)

∫ ∞

0
e−ax2

dx =
1

2

√
π

a
積分とパラメータによる微分の交換可能性，部分積分
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６．母関数と特性関数
　
確率測度（確率変数）の母関数と特性関数
　
分布関数，モーメント
　
中心極限定理（秋終盤の大きな山場）の証明の準備も意識して，理論
でも実用でもよく用いられる大事な量の紹介
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ポワッソン分布の母関数
問6–1：平均λ > 0のポワッソン分布の母関数を求めよ． �

ポワッソン分布（春８）：P[ {k} ] = e−λλk

k!
, k ∈ Ω = Z+

期待値E[ f ] =

∫

R

f(x)P[ dx ] =
∑

k∈Z+

f(k)P[ {k} ]

母関数g(t) =

∫

R

e−x tP[ dx ]
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母関数
確率測度は集合関数．集合算はわかりにくい．（点）関数で計算でき
るときはそうしたい．母関数，特性関数，分布関数
Ω = R（実数上のボレル確率測度）（含むZ+上→積分は和）

（積率）母関数R+上の確率測度に対してM(t) =

∫

R+

e−x tP[ dx ]

符号をM(t) =

∫

R

ex tP[ dx ]とすることも．

・[0,1]上の一様分布：gU(t) =

∫ 1

0
e−x tdx =

1 − e−t

t
, t ∈ R

・R+上の減衰率wの指数分布：gE(t) =

∫ ∞

0
e−x twe−wxdx =

w

w + t
, t > −w

・Z+上の公比pの幾何分布：gG(t) =
∞∑

k=0

e−k t(1 − p)pk =
1 − p

1 − e−tp
, t > log p

・正規分布N(m, v)：gN(t) =

∫ ∞

−∞
e−x t 1√

2πv
e−(x−m)2/(2v)dx = e−mt+vt2/2，

t ∈ R （指数部平方完成，y = x + vt − m，ガウス積分：特性関数について計算後述）

�� 64(�)



母関数，分布関数

母関数g(t) =

∫

R

e−xtP[ dx ] （tでn回微分して t = 0とおくと）

g(n)(0) = (−1)n
∫

xnP[ dx ] n次モーメント

・平均(1次)，分散(2次－1次2)などをまとめて計算しておける
・e−xtはxが大きいと小さいので，（小さくなる様子から）xが大きいところでのPの
振る舞いを理論的に調べるのに便利（大偏差値原理）

ついでに，分布関数F(x) = P[ (−∞, x] ] =

∫ x

−∞
P[ dy ]

指数分布：F(x) =

∫ x

0
we−wydy = 1 − e−wx

F(−∞) = 0, f(∞) = 1, 非減少
・サンプル調査のとき：密度⇔度数分布（母分布が微分可能でも度数分布は微分で
きない）．分布関数のほうが収束が早い
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特性関数

Ω = Rのとき，特性関数φ(t) =

∫

R

e
√−1x tP[ dx ], t ∈ R.

ここで，e
√−1ξ = cos ξ +

√−1 sin ξ，複素数値関数の積分は実部と
虚部それぞれの積分を実部と虚部とする複素数．
・ cos, sinは絶対値1以下の連続関数なのでボレル確率測度に対して可積分なので，

φ : R → Cは存在（必ず存在することと，確率と1 : 1がポイント）

・ 連続関数（期待値があればC1級，分散があればC2級）で，
φ(0) = 1，φ′(0) =

√−1m，(logφ)′′(0) = −v

Ω = R
nのときφ(

−→
t ) =

∫

Rn
e
√−1(−→x ,

−→
t )P[ d−→x ],

−→
t ∈ R

n（後述）

Ωが線形空間ならば線形汎関数F : Ω → Rに対してφ(F ) =

∫

Ω
e
√−1F (x)P[ dx ]

によって，Ωの線形汎関数の集合上の複素数値関数φが定義：特性関数（一般の線形
空間で定義できることもポイント）
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正規分布の特性関数

N(m, v): ρm,v(x) =
1√
2πv

e−
1
2v(x−m)2

φ(t) =

∫

R

e
√−1xtρm,v(x)dx

指数の肩：− 1

2v
(x − m)2 +

√−1xt = − 1

2v
(x2 − 2mx − 2

√−1xvt + m2) =

− 1

2v
((x−m−√−1vt)2− (m+

√−1vt)2+m2) = − 1

2v
(x−m−√−1vt)2+

1

2v
(2

√−1mvt − v2t2) = − 1

2v
(x − m −√−1vt)2 +

√−1mt − v

2
t2

∫

R

e−
1
2v(x−m−√−1vt)2dx =

√
2πv （複素関数論：正則関数の複素積分）

φ(t) = e
√−1mt e−

v
2t2 （形式的期待のとおり， = gN(−√−1t)）
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反転公式
・特性関数⇔母関数⇔分布関数⇔ 確率測度　(1 : 1)

密度ρを持つ確率測度の場合

特性関数⇔確率測度：ρ(x) = lim
T→∞

∫ T

−T
e−

√−1xtφ(t)
dt

2π
（P. Lévy）

分布関数⇔確率測度：ρ(x) = F ′(x)

母関数⇔確率測度：Z+の確率の場合 g(t) =
∞∑

k=0

e−ktP[ {k} ].

h(x) = g(− logx) = P[ {0} ] + P[ {1} ]x + P[ {2} ]x2 + · · ·
P[ {n} ] =

1

n!

dnh

dxn
(0)
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確率変数の特性関数
(Ω,F ,P)上の確率変数X : Ω → Rの分布
Q(A) = P[ X ∈ A ] = P[ X−1(A) ] = P ◦ X−1(A)（春６）

φX(t) =

∫

R

e
√−1xtQ(dx) =

∫

R

e
√−1xtP[ X−1(dx) ]

=

∫

R

e
√−1X(ω)tP[ dω ] = E[ e

√−1X t ]

gX(t) = E[ e−X t ]

FX(x) = P[ X � x ]
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問6–1の答え
問6–1：平均λ > 0のポワッソン分布の母関数を求めよ． �

g(t) =
∞∑

k=0

e−ktP[ {k} ] = e−λ
∞∑

k=0

e−ktλ
k

k!
= e−λ

∞∑

k=0

(e−tλ)k

k!

= e−λee−tλ �
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まとめ
R上のボレル確率測度の母関数，分布関数，特性関数（確率測度と1:1）

M(t) =

∫

R+

e−x tP[ dx ]，微分がモーメント

F (x) = P[ (−∞, x] ] =

∫ x

−∞
P[ dy ]，非減少

φ(t) =

∫

R

e
√−1x tP[ dx ]，連続，微分がモーメント

正規分布N(m, v): φm,v(t) = e
√−1mt e−

v
2t2

∫

R

e−
1
2v(x−m−√−1vt)2dx =

√
2πv

確率変数の母関数gX(t) = E[ e−X t ]，分布関数FX(x) = P[ X � x ]，特性関数

φX(t) = E[ e
√−1X t ]
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７．同時分布
　
結合分布（同時分布）と周辺分布
　
重積分と2次元正規分布
　
共分散と相関係数
　
シュワルツの不等式
　
レポート2 ＠ keio.jp

　

�� 73(�)



独立な確率変数の相関係数
問7–1：「XとY が独立な確率変数ならば相関係数が0」を証明せよ �

（春５）：確率変数X1, . . . , Xnが独立：任意の実数a1 . . . , anについて

P[ X1 � a1, . . . , Xn � an ] =
n∏

k=1

P[ Xk � ak ]

⇔ E[
n∏

k=1

1Xk�ak
] =

n∏

k=1

E[ 1Xk�ak
]

⇔ Xkの単関数の積の期待値が期待値の積に等しい⇔ 次の期待値が有限な任意の可測関数たちfkについて次が成り立つ：

　　E[
n∏

k=1

fk(Xk) ] =
n∏

k=1

E[ fk(Xk) ]
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同時分布
(Ω,F ,P)．確率変数XとY．Xの分布QX = P ◦ X−1, Y の分布
QY = P◦Y −1：(R,B(R))上の確率測度（それぞれの確率変数の「度
数分布」の理想化）
(X, Y ) : Ω → R

2の度数分布の理想化＝結合分布（同時分布）
例：p = 0.5の硬貨投げ．1,2回目それぞれの結果をX, Y とおくと
P[ X = 0 ] = P[ X = 1 ] = P[ Y = 0 ] = P[ Y = 1 ] = 0.5だから
QX({0}) = QX({1}) = QY ({0}) = QY ({1}) = 0.5（R上の確率）
Q(X,Y )({(0,0)}) = Q(X,Y )({(1,0)}) = Q(X,Y )({(0,1)}) =

= Q(X,Y )({(1,1)}) = 0.25（R
2上の確率）

(X, X) : Ω → R
2の分布もR

2上の確率測度だが別物
Q(X,X)({(0,0)}) = Q(X,X)({(1,1)}) = 0.5

結合分布：Q(X,Y )（同時分布）　　周辺分布：QX，QY
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重積分（復習）
（内容は再掲）
・2次元ルベーグ測度：1次元ルベーグ測度µ1の直積測度．
µ2(長方形) = µ1(縦)µ1(横)なる測度（面積）
・2変数関数のルベーグ積分 ：f : R

2 → Rが可測関数とは，D(a) := {(x, y) ∈
R

2 | f(x, y) < a} ∈ B(R)が，全てのa ∈ Rに対して成り立つこと

・非負値可測関数fのルベーグ積分
∫

R

f dµ =

∫

R

f(x)µ(dx) = lim
n→∞Sn;

Sn =
n·2n∑

k=0

k · 2−nµ2(D((k + 1)2−n) ∩ D(k2−n)c) （単関数近似）

・実数値可測関数は正の部分と負の部分にわけて積分を定義．両方とも有限のとき
（すなわち絶対値の積分が有限のとき）可積分と言う
・フビニの定理：非負値または可積分ならば直積測度による積分（重積分）は逐次積
分に等しい

・実際の計算は過去に習ったもの．積分順序の他極限（微分）との交
換も（可積分関数で大きさが抑えられていれば）自由

�� 76(�)



2次元正規分布
2次元正規分布：(R

2,B(R
2))上の確率測度（あるいは，2つの実数値

確率変数X, Y の結合分布）であって，ルベーグ密度関数が(x, y)の2

次多項式の指数関数のもの：ρ(x, y) = e−ax2−bxy−cy2−dx−ey−f

平均(mX, mY ) = (E[ X ],E[ Y ])，
標準偏差(σX, σY ) = (

√
V[ X ],

√
V[ Y ]) に対して，変数変換

x′ = x − mX

σX
, y′ = y − mY

σY
, によって

(*) ρr(x
′, y′) =

1

2π
√

1 − r2
e
− 1

2(1−r2)
(x′2−2rx′y′+y′2)

すなわち，

X ′ = X − E[ X ]√
V[ X ]

とY ′ = Y − E[ Y ]√
V[ Y ]

の結合分布の密度が(*)の形に書ける．

(*)は偶関数なので平均0，変数変換で生じるdx + eyが期待値に寄与．定数e−fは∫
ρ(x, y)dxdy = 1から決まる．X, Y それぞれの分散からax2 + cy2の係数が決

まるので残る変数は1つ．それをrと書いた（rの意味は次頁）．注：−1 < r < 1
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共分散と相関係数

（再掲）(*) ρr(x, y) =
1

2π
√

1 − r2
e
− 1

2(1−r2)
(x2−2rxy+y2)

(|r| < 1)

周辺分布：
∫

R

ρr(x, y) dy =
e−

1
2x2

2π
√

1 − r2

∫

R

e
− 1

2(1−r2)
(y−rx)2

dy =
1√
2π

e−
1
2x2
：

標準正規分布N(0,1)
(Ω,F ,P)．(X, Y ) : Ω → R

2の分布が ρr とする（期待値の記号を使うためだ
け）．（ρrが偶関数なので）E[ X ] = E[ Y ] = 0．周辺分布がN(0,1)なので，
V[ X ] = E[ X2 ] = 1 = E[ Y 2 ] = V[ Y ]

共分散：Cov(X, Y ) = E[ (X − E[ X ])(Y − E[ Y ]) ] （春６）

相関係数：r(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
V[ X ]V[ Y ]

(*) の場合の計算結果：Cov(X, Y ) = r = r(X, Y )（続く）
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2次元正規分布の相関の計算

(*) ρr(x, y) =
1

2π
√

1 − r2
e
− 1

2(1−r2)
(x2−2rxy+y2)

(|r| < 1)

O =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, A =

(
1 −r
−r 1

)
, D =

(
1 − r 0

0 1 + r

)
とおくと

tOAO = D, tOO = E．さらに−→x =

(
x
y

)
= O

(
x′
y′

)
= O

−→
x′ とおくと

x2 − 2rxy + y2 = t−→x A−→x = t−→x ′D−→x ′ = (1 − r)x′2 + (1 + r)y′2
積分変数変換のヤコビ行列式 dxdy =

∣∣ |O| ∣∣dx′dy′ = dx′dy′∫

R

e−ax2
dx =

√
π

a
,

∫

R

x2e−ax2
dx =

√
π

2
a−3/2 （秋５）

∫

R2
xyρr(x, y) dxdy =

1

2π
√

1 − r2

∫

R2

x′2 − y′2

2
e
−1

2
x′2
1+r−1

2
y′2
1−r dx′dy′ = r．す

なわち，r(X, Y ) = r
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相関係数の性質
シュワルツの不等式： E[ XY ]2 � E[ X2 ]E[ Y 2 ] 等号はY とXの
比がωについて定数のときに限る
証明：E[ (Y − t X)2 ] � 0．特に t =

E[ XY ]

E[ X2 ]
とする．等号はY = t Xとなると

きそのときに限る． �

シュワルツの不等式でXにX − E[ X ]，Y にY − E[ Y ]を代入すると，
|Cov(X, Y )| = |E[ (X − E[ X ])(Y − E[ Y ]) ]| �

√
V[ X ]V[ Y ]

よって，−1 � r(X, Y ) � 1

分散行列：
(

V[ X ] C(X, Y )
C(X, Y ) V[ Y ]

)

= E[

(
X − E[ X ]
Y − E[ Y ]

)
(X − E[ X ] Y − E[ Y ]) ]
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問7–1の答え
問7–1：XとY が独立な確率変数ならば相関係数が0を証明せよ． �

独立⇔任意のa, bに対してP[ X � a, Y � b ] = P[ X � a ]P[ Y �
b ]

⇒（単関数近似をとおして）E[ f(X)g(Y ) ] = E[ f(X) ]E[ g(Y ) ]

f(x) = x − E[ X ]とg(x) = x − E[ Y ]を代入すると，期待値の線
形性とE[ 1 ] = 1から，
Cov(X, Y ) = E[ (X − E[ X ])(Y − E[ Y ]) ]

= E[ X − E[ X ] ]E[ Y − E[ Y ] ]

= (E[ X ] − E[ X ])(E[ Y ] − E[ Y ]) = 0 �
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まとめ
・確率変数の独立（積事象の確率が確率の積に等しい，合成関数の積
の期待値が期待値の積に等しい）
・結合分布（同時分布），周辺分布，（密度を持つ場合は重積分）
・2次元正規分布は各変数の期待値と分散と相関係数で決まる．
2次形式とガウス積分による計算
・共分散Cov(X, Y ) = E[ (X − E[ X ])(Y − E[ Y ]) ] （春６）

・相関係数r(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
V[ X ]V[ Y ]

（春６）

・シュワルツの不等式 E[ XY ]2 � E[ X2 ]E[ Y 2 ]，
等号はY とXの比が定数のときに限る
・−1 � r(X, Y ) � 1，独立な確率変数ならば相関係数は0
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８．確率変数の独立性と特性関数
　
確率変数の和の特性関数
　
独立確率変数の和の特性関数
　
確率変数の法則収束と特性関数の各点収束
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独立確率変数の和の分布の極限
問8–1：表の確率λ/nの硬貨投げn回の表の枚数をSnとするとき，Sn

の分布の極限を求めよ． �
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独立性と密度
（春５，秋７）XとY が独立⇔任意のa, bに対して
(*) P[ X � a, Y � b ] = P[ X � a ]P[ Y � b ]

結合分布が（2次元ルベーグ測度に関して）密度関数ρを持つ場合：

P[ X � a, Y � b ] =

∫

(−∞,a]×(−∞,b]
ρ(x, y) dxdy

周辺分布 ρ̃X(x) =

∫

R

ρ(x, y)dyとおくとP[ X � a ] =

∫ a

−∞
ρ̃X(x) dx

(*)の両辺をaで微分すると
∫ b

−∞
ρ(a, y)dy = ρ̃X(a)P[ Y � b ]

同様に，さらに bで微分するとρ(a, b) = ρ̃X(a) ρ̃Y (b)
逆に積で書ければ(*)が成り立つ（3個以上の確率変数でも同様）

確率変数の同時分布が（ルベーグ測度について）密度を持つとき，
確率変数が独立⇔同時分布の密度が1変数関数の積で書ける
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確率変数の独立性と特性関数
（秋７）以下の期待値が存在するボレル可測関数f , gに対して，
XとY が独立⇒ E[ f(X)g(Y ) ] = E[ f(X) ]E[ g(Y ) ]

f(x) = e
√−1xt, g(x) = e

√−1ysのとき，有界連続なので期待値は存在するから，

E[ e
√−1(tX+sY ) ] = E[ e

√−1tX ]E[ e
√−1sY ]

特性関数φX(t) = E[ e
√−1tX ]，φY (s) = E[ e

√−1sY ],

φ(X,Y )(t, s) = E[ e
√−1(tX+sY ) ] （秋６）とおくと

φ(X,Y )(t, s) = φX(t)φY (s) （任意の t, s ∈ Rで成立）
逆に，特性関数が等しければ確率測度も等しいことが知られている (P.Lévyの反転
公式)ので，

X, Y が独立⇔ φ(X,Y )(t, s) = φX(t)φY (s), t, s ∈ R

（確率密度関数の有無に無関係に無条件に成り立つ同値関係）
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和の分布と特性関数
和Z = X + Y の従う分布の特性関数
φZ(t) = E[ e

√−1tZ ] = E[ e
√−1(tX+tY ) ] = φ(X,Y )(t, t)

特に，独立な確率変数X,Y の和Z = X + Y の従う分布の特性関数
φZ(t) = φX(t)φY (t)

例：さいころ．P[ Z = 5 ] = P[ X+Y = 5 ] =
4∑

k=1

P[ X = k, Y = 5−k ] =

1

9
．Zの値を(X, Y )に振り分け，それぞれの確率を加える必要：畳み込み

φX(t) = E[ e
√−1tX ] =

1

6
(e

√−1t + e2
√−1t + · · · e6

√−1t) =
e
√−1t − e7

√−1t

6(1 − e
√−1t)

=
sin3t

6 sin t
2

e7
√−1t/2. φZ(t) = φX(t)φY (t) =

(
sin 3t

6 sin t
2

e7
√−1t/2

)2

．

独立確率変数の和の分布：確率測度は畳み込み，特性関数は積
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硬貨投げの和の特性関数
・表(X = 1)の確率pの硬貨投げ
φp(t) = E[ e

√−1Xt ] = 1 − p + pe
√−1t

・n回の硬貨投げの表の枚数　＝　Xk, k = 1,2, . . . , n, 独立同分布
でそれぞれ表の確率pの硬貨投げのときの和S = X1 + . . . + Xn

　＝　2項分布B(n, p)に従う確率変数

φn,p(t) = E[ e
√−1St ] =

n∏

k=1

E[ e
√−1Xkt ] = (1− p + pe

√−1t)n

・B(n, p)に従うXと独立なB(m, p)に従うY の和Z = X + Y：
φZ(t) = (1 − p + pe

√−1t)n+m = φn+m,p(t)

（＝n + m回の硬貨投げの和）

�� 90(�)



独立なポワッソン確率変数の和の特性関数

ポワッソン分布の特性関数φPo(λ)(t) =
∞∑

k=0

e
√−1kte−λλk

k!

= e−λ
∞∑

k=0

(e
√−1tλ)k

k!
= e(e

√−1t−1)λ

Po(λ)に従うXと独立なPo(µ)に従うY の和Z = X + Y：

φZ(t) = e(e
√−1t−1)λe(e

√−1t−1)µ = φPo(λ+µ)(t)
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確率変数の法則収束
特性関数とつながりが深い収束（次々回のための準備）
確率変数列Xn, n ∈ Z+, が確率変数Y に法則収束するとは，任意の
有界連続関数f : R → Rに対して， lim

n→∞E[ f(Xn) ] = E[ f(Y ) ]

となることを言う．
・Xnの値が整数値（離散値）のときは，「連続関数→関数」と読み替えるので，結局

各k ∈ Zに対してf(x) =

{
1, x = k
0, x �= k

を考えることと同値になって，法則収束は

lim
n→∞P[ Xn = k ] = P[ Y = k ], k ∈ Z, と同値

・XnがY に法則収束することと，特性関数の各点収束が同値である：
lim

n→∞φXn(t) = φY (t), t ∈ R (φXn(t) = E[ e
√−1tXn ]) 証明は難

分布が似ていること（収束）を特性関数が似ていること（収束）で言
えることも，特性関数の理論上のだいじなポイント
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問8–1の答え
問8–1：表の確率λ/nの硬貨投げn回の表の枚数をSnとするとき，Snの分布の極
限を求めよ． �

解：k回目の硬貨投げの結果をXkとおくと，Sn = X1+. . .+Xn．各Xkの特性関数

はφλ/n(t) = 1+
1

n
λ(e

√−1t−1)（前々々 頁）．Xkたちは独立なのでφSn(t) = (1+

1

n
λ(e

√−1t−1))n．自然対数の底の定義から右辺はn → ∞で収束： lim
n→∞φSn(t) =

eλ(e
√−1t−1)．前々頁から，平均λのポワッソン分布の特性関数φPo(λ)(t)に等しい．

特性関数が各点収束するので，SnはPo(λ)に従う確率変数に法則収束する．

（ポワッソンの少数の法則の特別な場合）
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まとめ
・確率変数が独立なことと結合分布の特性関数が積で書けることが同値
・確率変数が独立ならば，積の期待値が期待値の積に等しい
・複数の確率変数の結合分布がルベーグ測度に関して密度を持つ場合，
確率変数が独立なことと密度が積であることが同値
φp(t) = E[ e

√−1Xt ] = 1 − p + pe
√−1t

φn,p(t) = (1 − p + pe
√−1t)n

φPo(λ)(t) = e(e
√−1t−1)λ

B(n, p)に従うXと独立なB(m, p)に従うY の和はB(n + m, p)に従う
Po(λ)に従うXと独立なPo(µ)に従うY の和はPo(µ + λ)に従う

・法則収束（任意の有界連続関数との合成の期待値が収束すること）．
・特性関数の各点収束と同値
・整数値確率変数の場合は，各整数値になる確率の収束と同値
・ポワッソンの少数の法則
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９．多次元正規分布
　
n次元正規分布
　
正規分布の計算（特性関数，ガウス積分，2次形式，分散，相関係数）
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正規確率変数の和の分布
問9–1：独立同分布確率変数列Xi, i = 1,2, . . . , n, のそれぞれの分
布が正規分布N(m, v)のとき，和Zn = X1 +X2 + · · ·+Xnの分布
を求めよ． �
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n次元正規分布
n次元正規分布：Ω = R

n上の（ルベーグ測度に関して）連続なボレ
ル確率測度で，密度が2次多項式の指数関数であるもの

ρ(−→x ) = e−
1
2

t−→x A−→x +t−→b −→x +c

・ 定数項 cは
∫

Rn
ρ(−→x ) dnx = 1から決まる

・ 1次項の係数
−→
b は−→x ′ = −→x −−→mで−→

0 にできる（平均−→
0 ⇔ −→

b =
−→
0）∫

e−
a
2(x−m)2dx =

∫
e−

a
2x2

dx （秋５）

・（2次形式：線形代数既出）Aはxixjの係数がAij + Ajiなので対称行列にとれる．
対称行列は直交行列で対角化できる：tOO = E, tOAO = D; Dij = djδij

積分変数変換−→x = O−→x ′で，t−→x A−→x = t−→x ′D−→x ′ =
n∑

i=1

dix
′2

ヤコビ行列式dnx =
∣∣ |O| ∣∣dnx′ = dnx′
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n次元ガウス積分

（続き）
∫

e−dix
2
i /2dxi < ∞ ⇔ di > 0 すなわち，Aは正値実対称行列のときのみ

ρは確率測度の密度（n = 2のとき |r| < 1に対応　→　（秋７））∫

Rn
e−

1
2

t−→x A−→x dnx =

∫

Rn
e−

1
2

∑n
i=1 dix

′2
i dnx′

=
n∏

i=1

∫ ∞

−∞
e−

1
2dix

′2
i dx′i =

n∏

i=1

√
2π

di
（秋５） =

√
(2π)n

|D| =

√
(2π)n

|ODtO|

（線形代数） =

√
(2π)n

|A| ．ここまでの計算でn次元正規分布の密度の一般形は

ρ(−→x ) =

√
|A|

(2π)n
e−

1
2

t(−→x −−→m)A(−→x −−→m); Aは正値実対称行列

・正規分布に従う独立なn個の確率変数の結合分布は多次元正規分布�
なぜなら，独立なので結合分布の密度は積（秋８）．それぞれは2次式の指数関数だ
から，積も（Aが対角行列） �
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n次元正規分布の特性関数
A正定値対称n次行列，

−→
X : Ω → R

nの分布の密度が

ρ(−→x ) =

√
|A|

(2π)n
e−

1
2

t(−→x −−→m)A(−→x −−→m)のとき

特性関数 φ(
−→
t ) = E[ e

√−1(−→t ,
−→
X ) ]

=

√
|A|

(2π)n

∫

Rn
e−

1
2

t(−→x −−→m)A(−→x −−→m)+
√−1(−→t ,−→x )dnx

指数部 = −1

2
t(−→x −−→m +

√−1A−1−→t )A(−→x −−→m +
√−1A−1−→t )

− 1

2
t−→t A−1−→t +

√−1(−→m,
−→
t ) （n = 1は秋６）

∫

Rn
e−

1
2

t(−→x −−→m+
√−1A−1−→t )A(−→x −−→m+

√−1A−1−→t )dnx =

√
(2π)n

|A|
−→x ′ = −→x −−→m +

√−1A−1−→t で結果的に前頁に等しいが，虚部は積分変数変換で
吸収できない．正則関数の複素積分の結果（講義範囲を超えるので結果を認める）

特性関数 φ(
−→
t ) = E[ e

√−1(−→t ,
−→
X ) ] = e−

1
2

t−→t A−1−→t +
√−1(−→t ,−→m)

�� 99(�)



共分散行列

ρ(−→x ) =

√
|A|

(2π)n
e−

1
2

t(−→x −−→m)A(−→x −−→m)のとき

φ(
−→
t ) = E[ e

√−1(−→t ,
−→
X ) ] = e−

1
2

t−→t A−1−→t +
√−1(−→m,

−→
t )

平均E[ Xi ] = −√−1
∂ φ

∂ti
(
−→
0 ) = −√−1 ×√−1mi= mi

共分散行列Cov(Xi, Xj) = E[ (Xi − E[ Xi ])(Xj − E[ Xj ]) ] （春６，秋６）

= E[ XiXj ] − E[ Xi ]E[ Xj ] = − ∂2 φ

∂ti∂tj
(
−→
0 ) +

∂ φ

∂ti
(
−→
0 )

∂ φ

∂tj
(
−→
0 )

= −∂2 logφ

∂ti∂tj
(
−→
0 ) =

1

2
(A−1

ij + A−1
ji )= A−1

ij
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例
Xi, i = 1,2, . . . , n, 独立同分布で，それぞれ正規分布N(0, v)に従うとき，Zk =

k∑

i=1

Xi, k = 1, . . . , nの結合分布の特性関数

（ランダムウォークで，1歩が歩幅1の代わりに正規分布に従う歩幅の場合）

φ−→
Z

(
−→
t ) = E[ e

√−1(−→t ,
−→
Z ) ]

(
−→
t ,

−→
Z ) =

n∑

i=1

ti

i∑

k=1

Xk =
n∑

k=1

Xk(
n∑

i=k

ti)だから独立なので特性関数が積にな

ることと1次元正規分布N(m, v)の特性関数E[ e
√−1tXi ] = e−

v
2t2+

√−1mt （秋
６）から

φ−→
Z

(
−→
t ) =

n∏

k=1

E[ e
√−1Xk(

∑n
i=k ti) ] =

n∏

k=1

e−
v
2(

∑n
i=k ti)

2
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例（続き）

φ−→
Z

(
−→
t ) =

n∏

k=1

E[ e
√−1Xk(

∑n
i=k ti) ] =

n∏

k=1

e−
v
2(

∑n
i=k ti)

2

logφ−→
Z

(
−→
t ) = −v

2

n∑

k=1

(
n∑

i=k

ti)
2（和の順序を丁寧に交換して）

= −v

2

n∑

i=1

n∑

j=1

min{i, j}titj

共分散行列Cov(Zi, Zj) = −∂2 logφ−→
Z

∂ti∂tj
(
−→
0 ) = v min{i, j}（前々頁）

ランダムウォークの i歩目と j歩目の位置の相関（小さい歩数までは共通なので独立
ではない）
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問9–1の答え
問9–1：独立同分布確率変数列Xi, i = 1,2, . . . , n, のそれぞれの分布が正規分布
N(m, v)のとき，和Zn = X1 + X2 + · · · + Xnの分布を求めよ． �
−→
X = (X1, . . . , Xn)の結合分布の特性関数φ−→

X
(
−→
t ) = E[ e

√−1(−→t ,
−→
X ) ] は，Xiた

ちが独立確率変数列だからそれぞれの確率変数の特性関数の積．それぞれはN(m, v)
に従うから特性関数は
E[ e

√−1tiXi ] = e−
v
2t2i +

√−1mti （秋６）

ゆえにφ−→
X

(
−→
t ) =

n∏

i=1

E[ e
√−1tiXi ] = e−

v
2

∑n
i=1 t2i +

√−1m
∑n

i=1 ti

和Zの分布の特性関数は
φZ(t) = E[ e

√−1(tX1+...+tXn) ] = φ−→
X

(t, t, . . . , t) = e−
nv
2 t2+

√−1nmt．
特性関数が一致すれば確率測度が一致するから，和Z = X1 + · · · + Xnの従う分
布は正規分布N(nv, nm)． �

注：期待値の線形性からE[ Z ] = E[ X1 ] + · · ·+ E[ Xn ] = nm，独立確率変数
の分散の加法性からV[ Z ] = V[ X1 ] + · · · + V[ Xn ] = nv，は正規分布でなく
ても成り立つ．上記計算のポイントは，正規分布に従う独立確率変数の和が正規分布
に従うところ．
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まとめ

n次元正規分布の密度ρ(−→x ) =

√
|A|

(2π)n
e−

1
2

t(−→x −−→m)A(−→x −−→m);

Aは正値実対称行列

特性関数 φ(
−→
t ) = E[ e

√−1(−→t ,
−→
X ) ] = e−

1
2

t−→t A−1−→t +
√−1(−→t ,−→m)

平均E[ Xi ] = mi
共分散行列Cov(Xi, Xj) = E[ (Xi − E[ Xi ])(Xj − E[ Xj ]) ] = A−1

ij

独立同分布確率変数列Xi, i = 1,2, . . . , n, のそれぞれの分布が正規
分布N(m, v)のとき，和Zn = X1 +X2 + · · ·+Xnの分布は正規分
布N(nv, nm)
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１０．中心極限定理
　
中心極限定理
　
正規分布の重要性
　
レポート3 ＠ keio.jp

　
（レポート3が秋学期最後のレポートです．今回から先取り問題はあ
りません．レポート3の提出をお忘れなく．）
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区間推定
問10–1：視聴率pをサンプル調査で統計的に推測する．データの大き
さがn = 1万，サンプル平均がx = 0.3（Xi = 1なる iが3000件，
Xi = 0なるiが7000件）のとき，信頼水準(CL)99% で信頼区間を
求めよ． �

サンプル平均XnについてPp[ p − a � Xn � p + a ] = 0.99となる
a = a(p)について区間x ∈ [p − a(p), p + a(p)]となるpの範囲を信
頼水準99% の信頼区間という．つまり，期待値pからxよりも離れた
値がサンプルとして生じる確率が1% 未満になるpの範囲をサンプル
平均と「矛盾がない」と判断する．
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中心極限定理
大数の法則(LLN)：期待値mが（有限値）存在する独立同分布確率変数列X1, X2, . . .

について，
1

n

n∑

j=1

(Xj − m) → 0, a.e., (n → ∞)　（春１０） �

平均（確率変数）は期待値（定数）に収束．バラツキの小さくなりかた：

中心極限定理(CLT)：期待値m = E[ X1 ]と分散v = V[ X1 ]が存
在する独立同分布確率変数列X1, X2, . . . について，n → ∞で
1√
nv

n∑

j=1

(Xj − m)はN(0,1)に従う確率変数に法則収束する． �

√
nに注意．平均Xn =

1

n

n∑

k=1

Xiの分布は
1√
n
程度のばらつき
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中心極限定理の応用上のコメント
注：1. LLNもCLTも，無限個の独立な確率変数が存在する確率空間 (Ω,F ,P)
があれば，の定理だが，作るだけならある．例（春３，春４）：無限回の硬貨投げ
（ベルヌーイ試行）の空間（数列空間，実数（無限小数），…）．
2. 同分布でなくても，LLNなら期待値が有界，CLTなら分散が有界，など条件を
ゆるめても成り立つ（もっとゆるめられる）．
3. 独立性の仮定は本質的．特に独立でない確率変数列でCLTがいつ成り立つかは
膨大な研究の蓄積．正規分布以外が出てくる場合も多数（例：臨界現象の統計力学）
4. 統計学的には，大きなバラツキが重要でなく平均的な姿に興味がある場合は
　a. サンプルがたくさんあればその平均の分布は（母分布が分散有限ならその具体
形によらず）正規分布に近い（大標本理論，漸近理論）
　b. 大きいバラツキを取り除き制御不能な細かい無数のバラツキだけの精密実験に
至れば，原因の独立性から誤差は正規分布に近い（小標本理論，ガウスの誤差論）
などの理由付けで正規分布をバラツキのモデルに採用する．現実的な理由としては，
　 c. 平均と分散の2パラメータで決まるので，バラツキを伴う現象の説明として
「経済的」（数理ファイナンスのボラティリティ）
　d. 大きなバラツキが重要になるときはべき分布などが最近は注目
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極限をとらなくてもわかること
・期待値の線形性（春５）とE[ 1 ] = 1とE[ Xj ] = mから

E[
1√
nv

n∑

j=1

(Xj − m) ] =
1√
nv

n∑

j=1

(E[ Xj ] − m) = 0

・独立な場合の分散の加法性（春６）とV[ c X ] = c2V[ X ]とV[ X+

a ] = V[ X ]からV[
1√
nv

n∑

j=1

(Xj − m) ] =
1

nv

n∑

j=1

V[ Xj ] = 1

・独立な正規分布に従う確率変数の結合分布は多次元正規分布なので，
和や平均Xも1次元正規分布（秋９）．上記と合わせると，この場合

は，
1√
nv

n∑

j=1

(Xj − m)は極限をとらなくてもN(0,1)に従う

中心極限定理でn → ∞とするのは，Xjたちが正規分布に従わなくて
も適切な極限は正規分布になるのがポイント
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サンプル調査
母集団分布(平均m，分散v)の平均値m：
　日本人の平均寿命，
　湖の魚の平均の大きさ，
　視聴率＝見た(0)見ない (1)の平均，

をサンプル（標本）調査から統計的に推測する統計的検定の原理．
1. 無作為にn個の標本を取る．無作為に取るという行為を母集団の分布に従う独立
確率変数Xi (E[ Xi ] = m, V[ Xi ] = v)と考え，得られたデータ値をある点での
値Xi(ω)とみなす．
2. データの大きさnが大きければCLTによって

Z =
1√
nv

n∑

i=1

(Xi − m) =

√
n

v
(X − m)

の従う分布がN(0,1)に近い．
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統計的検定の基本的考え方

Z =
1√
nv

n∑

i=1

(Xi − m) =

√
n

v
(X − m) （続き）

3. vは不偏分散Vn =
1

n − 1

n∑

i=1

(Xi − Xn)
2 のサンプル値Vn(ω)で見積もる（n

が大きければ目安としてはよかろう）
3’. 硬貨投げ（視聴率）やポワッソン分布は1つのパラメータなので，分散に関する
余分の見積もりは不要（問10–1）
4. あらかじめ危険率p = 0.01などを設定し，mを判断したい値とし（帰無仮説），
2.のz = Z(ω)をデータから計算．P[ |Z| � |z| ] < pならば，そのような珍しいこ
とは起こらないとして，mについての判断を棄却する．� pならば，棄却できなかっ
た（採択）とする．
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正規分布に基づく分布
母集団が正規分布の場合や大きなサイズのデータの平均など，正規分布に従う確率変
数に関する数理統計学で現れる古典的な分布

・自由度nのカイ平方(χ2)分布：Xi, i = 1,2, . . . , n, が独立でそれ

ぞれ標準正規分布N(0,1)に従うとき，χ2 =
n∑

i=1

X2
i が従う分布．

・Xiたちが独立でN(m, v)に従うとき，
n − 1

v
Vnは自由度n− 1のχ2分布に従う．

詳しくは「統計と確率の基礎 第3版」7章 §2
・自由度nのt分布：ZがN(0,1)に，Y が自由度nのχ2分布に従う，

独立確率変数のときT =
Z√
Y/n

が従う分布．

・T =

√
n

Vn
(Xn − m)は自由度n − 1の t分布に従う．

詳しくは「統計と確率の基礎 第3版」7章 §5
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問10–1のコメント
問10–1：視聴率pをサンプル調査で統計的に推測する．データの大きさがn = 1万，
サンプル平均がx = 0.3（Xi = 1なる iが3000件，Xi = 0なる iが7000件）の
とき，信頼水準(CL)99% で信頼区間を求めよ． �

視聴率がp（サンプルがP[ Xi = 1 ] = pのベルヌーイ試行）とする．期待値の線形

性と独立確率変数の分散の加法性などから，E[ Xn ] = p, V[ Xn ] =
1

n
V[ X1 ] =

1

n
p(1 − p)．CLTからXnの分布はN(p,

1

n
p(1 − p))

N(0,1)についてP[ [−2.57583,2.57583] ] = 0.99 （秋５）だから，P[ Xn ∈
[p − 2.57583

√
p(1 − p)

n
, p + 2.57583

√
p(1 − p)

n
] ] = 0.99

よって，99% CLの信頼区間は

p − 2.57583

√
p(1 − p)

n
� 0.3 � p + 2.57583

√
p(1 − p)

n
pを移行して2乗し，

n = 104を代入してpの2次不等式を解けばpの区間を得る． �

問10–1の答えは，「統計と確率の基礎 第3版」6章§2を参照．
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まとめ
大数の法則(LLN)（春１０），中心極限定理(CLT)：
m = E[ X1 ],v = V[ X1 ]の独立同分布確率変数列{Xi}について，
1√
nv

n∑

j=1

(Xj − m)はN(0,1)に従う確率変数に法則収束

統計学への応用（標本平均，不偏分散，視聴率，区間推定，信頼区間，
信頼水準，検定，帰無仮説，棄却，採択，カイ平方分布，t分布）
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１１．特性関数の収束
　
中心極限定理の証明概要
　
法則収束と特性関数
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独立確率変数の和の漸近分布
問1–5：平均m，分散v > 0で特性関数がφの分布に従う独立確率変

数列X1, X2, . . . について， lim
n→∞ logE[ e

√−1t 1√
nv

∑n
j=1(Xj−m)

] を

計算せよ． �

今回の前半で問1–5を解くことが中心極限定理の証明と同値なことを
説明し，後半で問1–5を解く．

�� 117(�)



中心極限定理（復習）
目標：中心極限定理（秋１０）の証明
定理(CLT)：期待値m = E[ X1 ]と分散v = V[ X1 ]が存在する独
立同分布確率変数列X1, X2, . . . について，n → ∞で
1√
nv

n∑

j=1

(Xj − m)はN(0,1)に従う確率変数に法則収束する． �

X1, X2, . . .がY に法則収束するとは，任意の有界連続関数f : R → R

に対して， lim
n→∞E[ f(Xn) ] = E[ f(Y ) ]なることを言う．（秋９）

・期待値の極限なので，分布が等しい確率変数ならば取り替えても成
立（確率測度の弱収束を確率変数の言葉で書いたもの）
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特性関数（復習）

確率変数X : Ω → Rの特性関数：φX(t) = E[ e
√−1X t ]（秋６）

e
√−1ξ = cos ξ +

√−1 sin ξ，複素数値関数の期待値は実部と虚部そ
れぞれの期待値を実部と虚部とする複素数

・Xの値の分布をQ = P◦X−1とおくとφX(t) =

∫

R

e
√−1x t Q(dx)

・t ∈ Rに対して存在し tの連続関数（期待値があればC1級，分散があればC2級）

・φ(0) = 1，φ′(0) =
√−1m，(logφ)′′(0) = −v

・N(m, v)の特性関数：φ(t) = e
√−1mt e−

v
2t2
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特性関数と確率測度（復習）
・確率測度と特性関数は1 : 1（秋８）証明は難
・独立な確率変数の和の特性関数は元の確率変数たちの特性関数の積
・XnがY に法則収束することと，特性関数の各点収束が同値である：
lim

n→∞φXn(t) = φY (t), t ∈ R (φXn(t) = E[ e
√−1tXn ]) （秋９）

証明は難
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中心極限定理の特性関数による表現
定理（再掲）(CLT)：m = E[ X1 ],v = V[ X1 ]なる独立同分布確率変数列X1,

X2, . . . について
1√
nv

n∑

j=1

(Xj −m)はN(0,1)に従う確率変数に法則収束する．�

1√
nv

n∑

j=1

(Xj − m)の特性関数がn → ∞で各点でN(0,1)の特性関

数φ(t) = e−
1
2t2に収束することを証明すればよい．

すなわち，目標はφn(t) = E[ e

√−1t 1√
nv

∑n
j=1(Xj−m)

] とおくとき，
lim

n→∞φn(t) = φ(t)．
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中心極限定理の証明

（再掲）φn(t) = E[ e

√−1t 1√
nv

∑n
j=1(Xj−m)

], φ(t) = e−
1
2t2

ea+b = eaebだから，φn(t) = E[
n∏

j=1

e

√−1t 1√
nv

(Xj−m)
]

= E[ e
−√−1mt

√
n
v

n∏

j=1

e

√−1 t√
nv

Xj ].

同分布なのでXjの特性関数φX(t) = E[ e
√−1tXj ]は jによらない．

独立なのでその指数関数も独立で積の期待値は期待値の積（秋７）．

φn(t) = e
−√−1mt

√
n
v

n∏

j=1

E[ e

√−1 t√
nv

Xj ] = e
−√−1mt

√
n
v φX(

t√
nv

)n.

logφn(t) = −√−1mt

√
n

v
+ n logφX(

t√
nv

).
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中心極限定理の証明（続き）
（再掲）(logφX)(0) = 0, (logφX)′(0) =

√−1m, (logφX)′′(0)

= −V[ X1 ] = −v, logφn(t) = −√−1mt

√
n

v
+ n logφX(

t√
nv

).

N(0,1)の特性関数はφ(t) = e−
1
2t2

テーラーの定理（微分積分）：0 < θ < 1が存在して

logφX(s) = logφX(0) + s (logφX)′(0) +
1

2
s2(logφX)′′(θs)

=
√−1ms +

1

2
s2(logφX)′′(θs). s =

t√
nv
を代入すると

logφn(t) =
t2

2v
(logφX)′′( tθ√

nv
)

φXがC2級で(logφX)′′(0) = −vで0 < θ < 1なので，

lim
n→∞ logφn(t) = −t2

2

対数関数は連続関数なので， lim
n→∞φn(t) = e−

t2
2 = φ(t)． �
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問1–5の答え
問1–5：平均m，分散v > 0で特性関数がφの分布に従う独立確率変

数列X1, X2, . . . について， lim
n→∞ logE[ e

√−1t 1√
nv

∑n
j=1(Xj−m)

] を

計算せよ． �

今回の講義を通して計算すれば答えが出るので復習すること．

答えは−1

2
t2．

�� 124(�)



まとめ
中心極限定理：独立同分布確率変数列X1, X2, . . . (m = E[ X1 ], v =

V[ X1 ])について，
1√
nv

n∑

j=1

(Xj −m)はN(0,1)に従う確率変数に

法則収束する．
証明のポイント
・確率変数の法則収束と特性関数の各点収束は同値
・独立確率変数の和の特性関数は特性関数の積
・特性関数φ(t) = E[ e

√−1X t ]，
・φ(0) = 1，φ′(0) =

√−1m，(logφ)′′(0) = −v．
・テイラーの定理

・N(0,1)の特性関数e−
1
2t2
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１３．統計的決定論入門
statistical descision theory：現代的なベイズ統計学の基礎
　
決定＝意思決定
　
ビッグデータと高速計算機の時代に人気のベイズ統計学ですが，復権の基礎となった
統計的決定論まで立ち戻ることが日本では少ないようなので，この機会に

　
「統計と確率の基礎 第３版」11章章末からの紹介です
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ベイズの定理と事前確率
春（確率論入門 I ）４の復習
例1．製品が不良品という事象A，工場B,Cの製品という事象B, C = Bc．買った

品が不良品だったとき工場Cの製品だった確率：P[ C | A ] =
P[ C ∩ A ]

P[ A ]
= · · · =

P[ A | C ] × P[ C ]

P[ A ]
=

P[ A | C ]P[ C ]

P[ A | C ]P[ C ] + P[ A | B ]P[ B ]
（ベイズの定理．P[ C ]：事前確率）

・不良品だったという結果から，不良品の多く出るCの製品の可能性
をより大きく疑うのは自然，という考えの定量化
・原因についての情報によって結果の評価が精密になったと考える

例2．人口10万人の市でX氏が容疑者となった．犯人が残した血痕の血液型は100
人に1人の割合である．X氏は同じ血液型だった．氏が犯人の確率はいくらか？
BをX氏が犯人である事象，AをX氏の血液型が犯人のと一致する事象，X氏が犯
人であることの事前確率p = P[ B ]とおく．p = 0.5（五分五分）とすると？

・（追加情報が少ないと）恣意的に設定できる事前確率に引きずられる．
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尤度と事前確率の積としての事後確率
教科書第3版11章§3
データサイズn：A = A1 ∩ A2 ∩ · · ·An （Ai：i番目のデータについての事象），
・ベイズの定理でBとCの比．
・無作為抽出を条件付き確率の独立性と理解！(P[ A1∩A2 | B ] = P[ A1 | B ]P[ A2 | B ])
P[ B | A ]

P[ C | A ]
=

∏
i P[ Ai | B ]∏
i P[ Ai | C ]

· P[ B ]

P[ C ]

・データの分布A：
　離散分布Ai = {Xi = 0}, {Xi = 1}（支持率や視聴率）はOK
　連続分布(X = xi)は密度f(xi, θ)（条件も連続な場合も込めて{B,C} → Θ � θ）

・事前分布密度u(θ)，事後分布密度 ũ(−→x , θ) （母数の分布）
ũ(−→x , θ)

ũ(−→x , θ′)
=

Ln(−→x , θ)

Ln(−→x , θ′)
u(θ)

u(θ′)
，ũ(−→x , θ) =

Ln(−→x , θ)u(θ)∫

Θ
Ln(−→x , θ)u(θ) dθ

Ln(−→x , θ) =
∏

i

f(xi, θ)：尤度
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損失と統計的意思決定
科書第3版11章§4

・古典的検定：尤度Ln(−→x , θ) =
∏

i

f(xi, θ) が大きい分布(母数θ)

が尤もらしい（尤度比検定）．
・ベイズ統計学：事前分布uの自由度「の追加(?)」
追加の自由度は便利だがデータの解釈が恣意的にならないか？（古典的論争）
・A. Wald：データ（実験，調査）にコスト→際どさに応じた増減→
自由度　　　（cf単位当落のきわどさに応じた試験勉強時間の配分）
（cf.古典的検定：サイズから棄却域まで決定してからデータを得れば主観（恣意）は
入らない＝精密実験等，理想的状況の統計学）

簡単のためデータサイズn固定の場合−→x ∈ M（データの取り得る値の集合．尤度Ln : M → R+はM上の分布の密度）
u ∈ B（事前分布の集合．uは分布（母数）Θ上の事前分布の密度）
D：選択肢の集合上の確率の集合（母数の点推定が目標ならD = Θ）
∆ = {q : M → D}：統計的意思決定の集合（qは母数の推定手続）
損失関数W (θ, q(−→x )) （母数θ ∈ Θを qに基づいて推定した誤差による損失）

�� 129(�)



損失の期待値
科書第3版11章§4

損失の期待値r∗(u, q) =

∫

Θ×M
W (θ, q(−→x ))Ln(−→x , θ)u(θ) dθ d−→x ,

u ∈ B, q ∈ ∆
例．M = {0,1}n(支持率・視聴率), θ = p ∈ [0,1] = Θ = D,
B = {[0,1]上の確率}
Ln(−→x , θ) = pnx(1 − p)n(1−x); x = (x1 + · · · + xn)/n, W (x, y) = (x − y)2

∆ � qの例：
・q(−→x ) = x（単純平均による母数の推定）

・q∗(−→x ) :=
nx + (2

√
n)−1

n +
√

n−1
→r(u, q∗) = (

√
n + 1)−2/4, u ∈ B 教 (11.13)

・Θ, Ln, M, D, W , u ∈ B, q ∈ ∆を決めるとr(u, q)は決まる
・uを決めたらWが最小になる関数q = q∗を選ぶべき（ベイズ解）
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ワルドの理論
教科書第3版11章§5
実用上は事前分布uを固定すると計算が便利（なので流行）．（しつこく，）追加の自
由度（事前分布）の危うさは？
ベイズ解q∗に対応する意思決定（母数推定値）：r(u, q∗) = min

q∈∆
r(u, q)

事前分布uを変えるとq∗も変わるが，それを集めた集合は許容的解の集合に一致：

ワルドの定理（証明は教11章§補足）．ベイズ解の集合＝許容的解集合�
注．ミニマックス定理と同様に点推定ではなく，∆を推定値Θの上の確率の集合にとる
とき集合として一致．

・　qが許容的解＝「合理的な意思決定」＝どの戦略q′ ∈ ∆に対して
も「全てのu ∈ Bに対して損失が一致する」か「q′より損失が少ない
uがある」かいずれか成り立つ（qより良い戦略がない），ようなq
ベイズ解はどれかの事前分布に対して「最強」の選択（推定方法）だが，ワルドの定
理は逆に考慮の価値のある合理的選択はすべてベイズ解のどれかだとも言う
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尤度比検定
教科書第3版11章§5

非ベイズ統計学：事前分布uがない→尤度Lnで統計的推測
例．2仮説・尤度比検定：仮説Hi : θ = θi，i = 0,1，いずれか採択
　D = {d0, d1} = {H0を採択, H1を採択}
　尤度比κ(−→x ) =

Ln(−→x , θ1)

Ln(−→x , θ0)
　危険率から決まるκ0（古典的推測では理論の外で先に意思決定）

　qκ0(
−→x ) =

{
d0 , κ(−→x ) < κ0
d1 , κ(−→x ) > κ0

ネイマン・ピアソンの定理（証明は教11章§5）．危険率α以下の検定q ∈ ∆

のうち，αに対応するκ0の尤度比検定は検定力が最大（第2種の過誤が最小） �

→尤度比検定は古典的推測の意味で合理的な選択．
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危険率の集合とベイズ解の集合
教科書第3版11章§5

定理（証明は教11章§5最終段落）．2仮説検定において，
ベイズ解の集合＝尤度比検定の集合 �

{q∗ ∈ ∆ | ∃u ∈ B; 教(11.14)} = {qκ0 | κ0 > 0}
→許容的解は尤度比検定（集合の意味で古典的推測とベイズ統計学は一致）

・事前分布u = (u0, u1)，損失wi = W (θi, d1−i), W (θi, di) = 0,

i = 0,1とおくと，κ0 =
w0u0

w1u1
によって尤度比検定とベイズ解が対応

・事前確率という（古典統計的推測になかった）自由度は，（古典推測
にあった）危険率の選択という自由度と集合として一致（余分な危う
さではなかった！）
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残った注意
○古典的推定検定（危険率の選択）は何を切ったか（失敗時の悔やみ
や諦め）が明確．海難事故救助で探索範囲を決めて探索する例（春学
期４．）．事前分布の選択は，集合として危険率の選択の集合と一致す
るだけで，選択の意味を直接把握できない可能性．
○選択を見ず抽象化したから大規模機械処理に向くとも言える．仕事
と割り切って客観的・機械的に処理するには向く（写真の自動焦点や
入園顔認証＝間違えてもご愛敬・小規模金銭損失）が，人や社会が「マ
ジ」になることに使えない．犯罪捜査の効率化には使えても，危険地
域の予報すら（地域外での訴えを狂言扱いしかねず）危ない．
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まとめ
・ベイズ解の集合＝許容的解の集合（ワルドの定理）
（ベイズ解はどれかの事前分布に対して「最強」の選択（推定方法）だ
が，ワルドの定理は逆に考慮の価値のある合理的選択はすべてベイズ
解のどれかだとも言う）
・集合：事前分布の自由度＝古典的な統計的検定の危険率の自由度
・事前分布は余分な危うさではなかった
・事前分布の選択は一方で選択の意味がわかりにくい可能性がある
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１２．ミニマックス定理の分離定理による証明
　
（二人零和戦略型）非協力ゲーム，ナッシュ均衡，混合戦略
　
（関数の値域における）分離定理
　
ミニマックス定理とナッシュ均衡の存在の分離定理による証明
　
「統計と確率の基礎 第３版」11章章末§補足からの紹介です
　
確率論入門の教科書のベイズ統計学の章と初級ミクロ経済学の非協力ゲームの理論
と経済数学の分離定理は共通の数学，という話
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（二人零和）非協力ゲーム（初級ミクロの復習）
・二人：　プレーヤー1と2　（n人可能だが表の見やすさのため）
・非協力ゲーム：　各自の選択（純戦略）の組ごとに各々の利得
・戦略型：　戦略を同時に公開（例：後出しなしのじゃんけん）

例（硬貨合わせ）：1の純戦略の集合｛表，裏｝と2の　—　｛表，裏｝
の直積集合から利得の組（1の利得，2の利得）の集合への関数
f : {(表,表), (表,裏), (裏,表), (裏,裏)} → R

2

　→　利得行列：

・零和：　f2(s1, s2) = −f1(s1, s2)

　→　利得行列にプレーヤー1の利得だけ書く
player2の純戦略
表 裏

player1 表 1 −1
の純戦略 裏 −1 1

注．「1」は零和でないときの書き方では「(1,−1)」，−1は(−1,1)
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混合戦略（復習）
零和(zero-sum)　→　全体の富は不変，互いに相手からかすめ取るだけ
直感：損するのはヘマしたときだけ，双方最善を尽くすと「どこか」に落ち着く

・mini-max定理：　この直感は零和では一般的に（例外なく）正しい

・戦略の落ち着き先「どこか」の精密化：　ナッシュ均衡，混合戦略
硬貨合わせもじゃんけんも純戦略を一つ選ぶと，相手が対応する必勝純戦略→こちら
も対抗戦略→落ち着かない（ループ）

・混合戦略：プレーヤー1の表の確率p，2の表の確率q

q 1 − q
1\2 表 裏

p 表 1 −1
1 − p 裏 −1 1

　　

期待利得F1(p, q)

= E[ f1(X1, X2) ]

= (2p − 1)(2q − 1),

（零和→f2 = −f1→）
F2(p, q) = −F1(p, q)

・混合戦略⇔組(p, q) （注：純戦略の組を含む；(p, q) = (1,1)：(表,表)）
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ナッシュ均衡
・混合戦略の組(p∗, q∗)がナッシュ均衡とは，
(∀p, q) F1(p

∗, q∗) � F1(p, q∗)かつF2(p
∗, q∗) � F2(p

∗, q)
直感：双方自分が変更して自分の利得が増えない＝最善を尽くした落ち着きどころ

零和のとき：　F1(p
∗, q) � F1(p

∗, q∗) � F1(p, q∗) (鞍点)
硬貨合わせの例：　F1(p, q) = (2p − 1)(2q − 1)　→　

(p∗, q∗) = (
1

2
,
1

2
), F1(p

∗, q∗) = 0 （双方表裏半々が最善）

ナッシュ均衡（零和のとき鞍点に一致）があれば，最善を尽くした結果その期待利得
が実現する，と解釈できる

定理：　零和ゲームには鞍点（ナッシュ均衡）が必ずある �

純戦略はm個とn個でも成り立つ，利得行列As1,s2 = f1(s1, s2)任意
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番外編：非零和ゲームはいろいろ
・零和で支配戦略あるときは純戦略が均衡（一択）
1\2 表 裏
表 1 0
裏 0 −1

　
1\2 表 裏
表 1 0
裏 2 −1

　　右はプレーヤー2が確定，結果1も

・非零和，minmax �= maxmin：　賢者の贈物（男女の争い），チキンレース
1\2 贈らない 贈る
贈る (2,1) (0?,0?)
贈らない (0,0) (1,2)

　
1\2 譲る 譲らない

譲らない (1,−1) (−2,−2)
譲る (0,0) (−1,1)

・非零和，純戦略支配：　囚人のジレンマ(a = 2)，協力を要する難題(a = 0)
・非零和，じゃんけん型：　査察(c � 1, b > 0)＝カンニング(b � 1, c > 0)
1\2 協力 裏切
協力 (1,1) (0, a)
裏切 (a,0) (0,0)

　一択　　
1\2 正 不正
検査 (0,0) (0,−1)
放置 (1,0) (−b, c)

　混合戦略

・n人への拡張：　共有地の悲劇（市場の失敗＝囚人のジレンマ），ただ乗り
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ナッシュ均衡の存在とミニマックス定理

定理（均衡の存在）．∆m = {p = (p1, . . . , pm) ∈ R
m
+ |

m∑

j=1

pi = 1}，

F(p, q) =
m∑

i=1

n∑

j=1

pi f(i, j) qj でF : ∆m × ∆n → Rを定義するとき，

(∀p ∈ ∆m, q ∈ ∆n)) F(p, q∗) � F(p∗, q∗) � F(p∗, q)
となる(p∗, q∗) ∈ ∆m × ∆nが存在する． �

証明．次定理でKi(q) =
m∑

j=1

f(i, j)qjととればよい． �

主定理．S ⊂ R
nを凸集合，K : S → R

mを凸関数とする．F(p, q) = p ·
K(q) =

m∑

i=1

pi Ki(q) でF : ∆m ×S → Rを定義するとき，min
q∈S

F(p, q) > −∞,

p ∈ ∆m, ならば max
p∈∆m

min
q∈S

F(p, q) = min
q∈S

max
p∈∆m

F(p, q) = min
q∈S

F(p∗, q) =

max
p∈∆m

F(p, q∗) = F(p∗, q∗) となる(p∗, q∗) ∈ ∆m × Sが存在する． �

注．主定理結論左半分がミニマックス定理，右半分が鞍点定理． �
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凸集合と分離定理（経済数学２の復習）
直感．
凸集合：　膨らませた風船
分離定理：　2つの風船がくっついてなければ間に仕切りを入れて別の半空間に（当
然！）　→　何次元でも，開集合なら接していても

・A ⊂ R
nが凸集合：　u, v ∈ Aかつ0 < t < 1ならばtu+(1−t)v ∈ A

・　A, Bが凸集合ならばA − B := {u − v | u ∈ A, v ∈ B}も凸集合
注．　A − BはここではA \ B = A ∩ Bcと異なる

以下，内積をa · bと書く．
・原点と閉凸集合の分離定理：　A ⊂ R

nが閉凸集合で−→
0 �∈ Aならば，どのv ∈ A

もq · v � cを満たす，q ∈ R
n \ {−→0 }と正定数 cの組がある． �

・原点と原点に接する凸集合の分離定理：　Aが凸集合で
−→
0 ∈ A \ Aならばどの

v ∈ Aもq · v � 0を満たすq ∈ R
n \ {−→0 }がある． �
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分離定理と関数の値域の集合
定理．A, B ⊂ R

nが凸集合でA ∩ B = ∅ならばどのu ∈ Aも q · u � cかつどの
v ∈ Bも q · v � cを満たす，ゼロでないベクトル q ∈ R

n \ {−→0 }と実定数 cの組が
ある． �

ここまで既知とする（経済数学2）

定理．S ⊂ R
nを凸集合，h : S → R

kを凸関数（値の各成分ごとに
凸関数）であって，min

x∈S
max

i=1,... ,k
hi(x) � 0 を満たすならば，

∃p ∈ R
k
+ \ {−→0 }; min

x∈S
p · h(x) � 0 �

注．hiが1次式hi(x) = (ai, x)でS = R
n ⇒等号（Gordanの定理）（経済数学2）
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関数の値域の集合の分離定理の証明
証明．A = {u ∈ R

k | ∃x ∈ S; u � h(x)}
第3象限（境界を除く）T = {u ∈ R

k | u <
−→
0 } 　→　A ∩ T = ∅

T

�
�

�
�

�
�

�

�
��p

�
�
�
�
��h(S)
A

Tは凸，Aも（hが凸関数だから）凸　＋　分離定理　→　
p · u � c � p · v, u ∈ A, v ∈ T. となるp ∈ R

k \ {−→0 }と c ∈ Rの組がある
Tの中でvi → −∞とできるので，pi � 0, i = 1, . . . , k．
さらにTの中でv → −→

0 とできるので，c � 0．
∃p ∈ R

k
+ \ {−→0 }; (∀u ∈ A) p · u � 0. 特にx ∈ Sならばh(x) ∈ Aだから �
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主定理の証明
主定理の証明．min

y∈V
max
x∈U

F (x, y) � max
x∈U

min
y∈V

F (x, y) � min
y∈V

F (x∗, y) は一切と無関係に成立．

あとはmin
q∈S

F (p∗, q) � min
q∈S

max
p∈∆m

F (p, q) が成り立つp∗ ∈ ∆mがあることを証明すればミニマック

ス定理が成り立つ．
hi(x) = Ki(x) − min

q∈S
max
p∈∆m

F (p, q), i = 1, . . . , mとおくとKiが凸なのでhiも凸で，

max
p∈∆m

F (p, q) = max
p∈∆m

p · K(q) = max
i∈{1,... ,m}

Ki(q), q ∈ S, 　→　min
x∈S

max
i∈{1,... ,m}

hi(x) = 0.

T

A
�p

h(S)

hi, i = 1, . . . , m, をたばねたものをh : S → R
mとおくと，関数の値域

の分離定理 (k = m)からmin
x∈S

p · h(x) � 0となるp ∈ R
m
+ \ {−→0 }がある．

m∑

i=1

pi > 0だから，p∗ :=
1

m∑

i=1

pi

p ∈ ∆mであって，min
q∈S

p∗ · h(q) � 0．

よってminimax定理が成り立つ．

冒頭の議論（またはmin
x∈S

max
i∈{1,... ,m}

hi(x) = 0）から，全 iについてhi(q
∗) � 0，かつp∗ ·h(q∗) = 0，

なる q∗がある．前者から任意の p ∈ ∆mについて p · h(q∗) � 0，
したがって，F (p∗, q∗) − F (p, q∗) = p∗ · K(q∗) − p · K(q∗) = p∗ · h(q∗) − p · h(q∗) � 0．
後者からmin

q∈S
p∗ · h(q) = p∗ · h(q∗)．すなわち鞍点定理も成り立つ． �
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まとめ
プレーヤー1の利得行列f(s1, s2)の二人零和戦略型非協力ゲームでは，
ある混合戦略（純戦略集合上の確率）の組(p∗, q∗)があって，期待利得
F(p, q) = E(p,q)[ f(X1, X2) ] =

∑

s1,s2

p(s1)f(s1, s2)q(s2) がそこで鞍点：

F(p∗, q) � F(p∗, q∗) � F(p, q∗) （ナッシュ均衡点＝痛み分け） �

・ミニマックス定理と鞍点定理
max
p∈∆m

min
q∈S

F (p, q) = min
q∈S

max
p∈∆m

F (p, q) = min
q∈S

F (p∗, q) = max
p∈∆m

F (p, q∗) = F (p∗, q∗) �

・分離定理との関係：関数の値域についての「第３象限」との分離定理

・経済学の中のいろんな分野の理論の数学は共通するものがある（経
済現象が複雑なので，通用する一般的な数学原理が限られている，と
も言えよう）

�� 146(�)



End of slides. Click [END] to finish the presentation.
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