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直前の到着時刻に依存する強度を持つ確率過程
ポワッソン過程の「一般化」
N : Ω × [0,∞) → Z+;

N(0) = 0，サンプル毎に tについて非減少右連続
到着時刻τk = inf{t � 0 | N(t) � k}, k = 1,2, . . . , τ0 = 0

{τk � t} ∈ Ft := σ[N(s), s � t] ここまでポワッソン過程と同じだが，

w : {(s, t) ∈ [0,∞) | s � t} → [0,∞)，連続（強度関数）

P[ t < τk | Fτk−1 ] = exp(−
∫ t

τk−1

w(τk−1, u) du ) on t � τk−1

cf. 非一様ポワッソンP[ t < τk | Fτk−1 ] = exp(−
∫ t

τk−1

w̃(u) du ) on t � τk−1

今日の話の1行要約：
1+1次元→公式書ける，　　非独立増分→初等的だが複雑
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基本公式
要約：公式は作れる（具体形で証明できる）が，複雑になる（ので驚く）

Ω(s, t) =

∫ t

s
w(s, u) du, (Af)(t) =

∫ ∞

t
f(u)w(t, u)e−Ω(t,u)du

とおくと， 部分積分によって

E[ f(τk) | Fτk−1 ] =

∫ ∞

τk−1

f ′(t)P[ t < τk | Fτk−1 ]dt + f(τk−1) = (Af)(τk−1)

ゆえに， E[ f(τk) ] = (Akf)(0)．

{N(t) = k} = {τk � t < τk+1}でN(t)の確率も計算可能．

例．t > s � 0．P[ N(t) = N(s) = 0 ] = e−Ω(0,t) （ポワッソン過程に同じ）

独立増分ではないのでk > 0は複雑：P[ N(t) = N(s) = k ]

=

∫
0�u1�···�uk�s

e−Ω(uk,t)
k∏

i=1

(
w(ui−1, ui)e

−Ω(ui−1,ui)dui

)

例． ∂

∂t
P[ N(t) = N(s) = k ] = −

∫ s

0
w(u, t)

∂

∂u
P[ N(t) = N(u) = k ] du
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ポワッソン過程との関係
w(s, t) = w̃(t)のとき，∫
0�u1�u2�···�uk�s

k∏
i=1

f(ui)du1 du2 . . . duk =
1

k!

(∫ s

0
f(v)dv

)k

よって
P[ N(t) = N(s) ]

=

(
1 +

∑
k�1

∫
0�u1�u2�···�uk�s

k∏
i=1

w̃(ui)
k∏

i=1

dui

)
e−Ω(0,t)

=

(
1 +

∑
k�1

1

k!
Ω(0, s)k

)
e−Ω(0,t)

= eΩ(0,s) × e−Ω(0,t) = e−Ω(s,t)

（ポワッソン過程の独立増分性）
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1階準線形偏微分方程式と特性曲線
復習：
U̇(y, t) + a(U(y, t))U ′(y, t) = b(U(y, t))（1階準線形PDE）
変数消去のためy = yC(γ, t)を代入，ϕ(t) = U(yC(γ, t), t)

ẏC(γ, t) = a(ϕ(γ, t)) （特性曲線の方法）
ϕ̇(γ, t) = b(ϕ(γ, t)) （ODE＋初期値γ）

方程式系も可能（主部が共通ならば）

ẏC(γ, t) =
N∑

i=1

ai(ϕi(γ, t))

ϕ̇i(γ, t) = bi(ϕi(γ, t))

（N→ ∞を考え，最終的に定理では，測度値の方程式を考える）
skip
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拡張した関数方程式
問．非局所項 (‘a(

∫
U(z, t)dz)’) ＋ 特性曲線の方法が有効　？

答．(ϕ, yC)で書いたとき tと初期値の「PDE」は可能．簡単な例：

U̇(y, t) −
∫ 1

y
w(z, t)

∂ U

∂z
(z, t)dz U ′(y, t) =

∫ 1

y
w(z, t)

∂ U

∂z
(z, t)dz

・U(y, t)を経由しないy, t依存性(w(y, t))可（無いと，積分項にならない）

特性曲線の方法：

(*) ϕ̇(γ, t) =

∫ 1

yC(γ,t)
w(z, t)

∂ U

∂z
(z, t)dz 　（A.Bressan，broad解）

以下(ϕ, yC)の方程式(*)で考える

cf.
∂

∂t
P[ N(t) = N(s) = k ] = −

∫ s

0
w(u, t)

∂

∂u
P[ N(t) = N(u) = k ] du
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典型例
冒頭の確率過程が非自明に使える程度に複雑なケースの中で
簡単な例を考える：

(*) ϕ̇(γ, t) =

∫ 1

yC(γ,t)
w(z, t)

∂ U

∂z
(z, t)dz （非局所項を含む：再掲）

・ (**) yC = 1 − ϕ

← y = 1 − U(y, t) ←a = −b（密度一定の流体＝蒸発だけで動く）

・流体の総量を保存する境界条件（次頁）

・（無限成分）方程式系で，関数wの集合W上の測度値未知関数（後述）

Ui(y, t) = U(wi, y, t),
N∑

i=1

→ λ(dw);

∫
W

‖w‖λ(dw) < ∞ （こだわり）
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定常解を持ちうる境界条件

・(y, t) ∈ [0,1] × [0, T ]で考える
（初期値境界値問題）
w � 0→領域y � yC(O, t)は初期値で決まる
（Bressan，domain of determinancy）

y < yC(O, t)は境界値で決まる：U(0, t) = 1

（wがtによならければ定常解を持つ境界値）

O z

 

1

t

γ

y (  ,t)Cγ
y (O,t)C
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非有界係数関数を持つ無限成分系

・w � 0 とすると，yについて減少する非負値解→分布
wで成分をparametrizeして，U(dw, y, t) = µt(dw × [y,1))

W ⊂ C1([0,1] × [0, T ])

‖w‖T = sup
(y,t)

|w(y, t)||; C1 ⊂ C0, 分布 (W,B(W ), λ)

MW :=

∫
W

‖w‖T λ(dw) < ∞,

非有界な係数関数wを許す
CW := sup

w

∥∥w′∥∥
T < ∞

初期点境界点Γt = {(z,0)} ∪ {(0, s) | s � t},
初期分布µ0(dw × dz) � λ(dw) × dz
(*)を解く(broad解)領域：∆T = {(γ, t) | γ ∈ Γt} t

Γt

γ

γ

       (  ,t)T∆  ∋  γ
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偏微分方程式の初期値境界値問題
定理１．yC((y0, t0), t0) = y0 , (y0, t0) ∈ ΓT ,

µt(dw × [0,1)) = λ(dw), t ∈ [0, T ] （総量保存境界条件）,

µt(W × [y,1)) = 1− y, (y, t) ∈ [0,1]× [0, T ] (yC = 1 − ϕ(W )),

µt(dw × [yC(γ, t),1)) = µt0(dw × [y0,1)) −
∫ t

s=t0

∫ 1

z=yC(γ,s)

w(z, s)µs(dw × dz) ds, γ = (y0, t0), (γ, t) ∈ ∆T ,

を満たす，Lipschitz連続な(yC, µt)がただ一つ存在する． �

Lipschitz連続なbroad解：Bressan，Lipschitz解．

bdd. m’ble hに対して
∫
W

h(w)µt(dw × [y,1)) がLipschitz
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確率過程Nによる解の構成
ΓTの順序：(0, T ) 	 O = (0,0) 	 (1,0)

ΘT := {θ : ∆T → [0,1] | θ(z, s), s) = z, (z, s) ∈ ΓT ,

連続，γについて非増加全射，tについて非減少}
ϕθ : ∆T → {W上の測度}を，γ = (z, s)について

ϕθ(dw, γ, t) =

∫
x∈[z,1)

P[ Nθ,w,x(t) = Nθ,w,x(s) ]µ0(dw × dx)

Nθ,w,zは，講演冒頭のNで強度wが
wθ,w,z(s, t)

=

{
w(θ((z,0), t), t), if s = 0,
w(θ((0, s), t), t), if s > 0.

mid min

max

γ =(z,0)

γ =(0,s)

θ γ(  ,t)
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解の存在
G : ΘT → ΘTをG(θ)(γ, t) = 1 − ϕθ(W, γ, t).
再掲：µt(W × [y,1)) = 1 − y (yC = 1 − ϕ(W )).

yC(γ, t) = 1 − ϕyC(W, γ, t) = G(yC)(γ, t)が必要．

定理２．・yC = lim
n→∞Gn(θ) ∈ ΘTが存在しθ ∈ ΘTによらない．

・µtはµt(dw × [yC(γ, t),1)) = ϕyC(dw, γ, t)で決まる． �

再掲：

・　
∂

∂t
P[ N(t) = N(s) = k ] = −

∫ s

0
w(u, t)

∂

∂u
P[ N(t) = N(u) = k ] du

・　 ϕ̇(γ, t) =

∫ 1

yC(γ,t)
w(z, t)

∂ U

∂z
(z, t)dz

・　wθ,w,z(s, t) =

{
w(θ((z,0), t), t), if s = 0,
w(θ((0, s), t), t), if s > 0.
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解の一意性

補題．µt(dw × [yC(γ, t),1)) = e−Ω̃w(t0,t)µt0(dw × [y0,1))

+

∫ t

t0

e−Ω̃w(s,t)
∫
[yC(γ,s),1)

∂ w

∂z
(x, s)µs(dw × [yC(γ, s), x)) dx ds

where Ω̃w(s, t) =

∫ t

s
w(1, u) du. �

wにy依存性がないとき等式になる評価しか許されない．
Gronwallの不等式型の議論で

∫
W

h(w)µt(dw × [y,1))をナイーブに評価すると∫
W

e‖w‖Tλ(dw) = ∞で破綻．

（→解の存在の議論も含めて，解の具体形が事実上必要）
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確率順位付け模型の流体力学的極限
確率順位付け模型：Amazonランキングの動き，など
強度wのy依存性
　←　順位によって売れ行きが変わる可能性（上位注目効果）

Hattori–Kusuoka, ALEA, Lat. Am. J. Probab. Math. Stat. (2012)
wのy依存性込みの確率順位付け模型唯一の先行結果

(W, λ): ‖w‖T � C（有界）
Iterationで解の存在を証明したので事実上exactな解に行き着くが，
flow ΘT やprocess Nθ,w,zを導入する必要がなかった．

自然な仮定
∫

W
‖w‖T λ(dw) < ∞まで緩める計画の中で必要になった．
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未解決１：リプシッツ条件？
Nがポワッソン過程のとき（再掲）
P[ N(t) = N(s) ] = eΩ(0,s) × e−Ω(0,t) = e−Ω(s,t)

強度wの大きさは
∫

W
‖w‖T λ(dw) < ∞しか仮定しないので，位置依存性の摂動

e∇Ωが可積分のためにはwに対するglobal Lipschitz条件はほぼぎりぎりだろう

問．Lipschitz条件を外せば解の唯一存在の反例はあるか？

例（「不安定な初期値」）：W = {w∗
α}; w∗

α(y, t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, y � 1 − 1
α+1,

1, y � 1 − 1
α+2,

C1, （内挿）．
1

λ({wα})
= α(α+1) =: σα 　

µ0(dw × dz)

λ(dw) × dz
=

{
σα, y ∈ [1 − 1

α,1 − 1
α+1],

0, otherwise
yC((y0, t0), t) = y0（静止状態）は解だが，それ以外の解はないと言えるか？
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（続）リプシッツ条件？
・初期値問題に対する一意性のほうが存在よりも際どい．
定理３．定理１で，CW := sup

w

∥∥w′∥∥
T < ∞ を

CW := sup
w

sup(y,t),(y′,t′)|w(y, t) − w(y′, t′)| < ∞ に置き換えても

Gの固定点の存在は言える． �

証明．Schauderの固定点定理
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未解決２：定常状態？
問．ẇ = 0のとき U̇ = 0なる解を与える初期値は本当にあるか？
λの台が定数関数(∼ R)に集中しているとき解あり
−(

∫
W

w U(dw, y,0))U ′(dw, y,0) = w U(dw, y,0)

→U(dw, y,0) = e−w φ−1(1−y)λ(dw); φ(ξ) =

∫
W

e−w ξλ(dw)

問．一般のw(y)では？(∫
W×[y,1)

w(z)σ(w, z)λ(dw) dz

)
σ(w, y) =

∫ 1

y
w(z)σ(w, z) dz

U(dw, y,0) = λ(dw)

∫ 1

y
σ(w, z) dz
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未解決３：特性曲線で解けるクラス？
U̇ + a U ′ = b 　→特性曲線の方法：ẏC = a, ϕ̇ = b

後者が線形PDEに収まる b：ϕ̇(dw, γ, t) =

∫ 1

yC(γ,t)
w(z, t)

∂ U

∂z
(dw, z, t)dz

(*) ϕ(dw, (z, s), t) =

∫ 1

z
P[ NyC,w,x(t) = NyC,w,x(s) ]µ0(dw × dx)は解

ここまで固定してもまだaの一般化が可能：
ẏC(γ, t) = a(ϕ̇(dw, γ, t), ϕ(dw, γ, t), yC(γ, t), t)

ϕの解を代入すれば，yCについての方程式．
今日の話は，ẏ(γ, t) = −ϕ̇(W, γ, t) なので，
積分して(*)を代入すればyC = G(yC)

右辺が tについての微分になるaのクラスまでは一般化可能？
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付録：直前の到着時刻に強度が依存する過程の構成
ν: [0,∞)2上の単位強度のPoisson random measure
（「ν =

∑
i

δXi
」；ν(A)はAの面積が平均に等しいポワッソン分布）

τ0 = 0, and for k = 1,2, . . . , τk = inf{t � 0 |
ν({(ξ, u) ∈ [0,∞)2 | 0 � ξ � w(τk−1, u), τk−1 < u � t}) > 0}

　　　　　　

ξ

u

w(0,u)
w(   ,u)τ1

w(   ,u)τ2

τ1 τ2
N(t) = max{k ∈ Z+ | τk � t}, t � 0
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End of slides. Click [END] to finish the presentation.
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