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入 学 試 験 の 統 計 精 度 に つ い て

服 部 哲 弥

宮 沢 弘 成

１ ． ま え が き

試 験 に よ る 選 抜 は 社 会 生 活 上 重 要 な 場 面 で 頻 繁 に 行 わ れ る ． 社 会 的 に 重 要 な 一

つ の 例 と し て 大 学 の 入 学 試 験 が あ る ． 宮 沢 （ 行 動 計 量 学 1 5巻 1号 ( 1 9 8 7 ) 3 4 - 4 2） は

大 学 入 試 に 関 し て ， 試 験 成 績 が 正 し く 受 験 生 の 能 力 を 測 っ て い る か ど う か と い う

点 に 注 目 し ， 統 計 学 的 な 側 面 を 一 つ の 中 心 と し て 研 究 を 行 っ た ． そ の 際 ， 入 試 の

統 計 精 度 を 特 徴 づ け る 量 と し て 入 学 試 験 の 正 確 度 と い う 概 念 を 定 義 し た ． 入 試 の

正 確 度 は 入 試 の 「 誤 差 」 の 小 さ さ を 反 映 す る 量 な の で ， 入 学 試 験 の 適 切 な 実 施 方

式 を 決 定 す る た め の 合 理 的 基 準 と な り う る も の で あ る ．

こ の 論 文 の 主 要 な 目 的 は 正 確 度 に 関 し て よ り 詳 細 な 計 算 ・ 客 観 的 分 析 を 加 え る

こ と に あ る ． そ の 帰 結 と し て 正 確 度 が 入 学 試 験 の 方 式 決 定 に 役 立 つ こ と を 示 す 典

型 的 な 結 果 も 併 せ て 紹 介 し た い ． こ こ で の 分 析 に よ っ て ， 例 え ば 以 下 の よ う な 問

い に 答 え る こ と が で き る ：

問 題 １ ： ２ 段 階 選 抜 （ い わ ゆ る 足 切 り ） 方 式 の 入 学 試 験 に お い て 全 倍 率 が 決 ま っ

た と き ， １ （ ２ ） 次 試 験 の 倍 率 は ど う 選 ぶ の が 最 善 か ？

問 題 ２ ： ２ 回 分 の 試 験 問 題 が あ る ． こ れ を 足 切 り 方 式 で 利 用 す る の と ， 分 離 分 割

方 式 で 利 用 す る の は ど ち ら が よ い か ？

問 題 ３ ： 全 倍 率 が 決 ま っ て い る と す る ． N 回 の 多 段 階 選 抜 試 験 に お い て ， １ 回 毎

の 試 験 が 誤 差 を 含 ん で い て も N を 大 き く す れ ば 全 体 の 誤 差 は 0に 近 づ く か ？

２ ． 入 試 の 誤 差 と 正 確 度

入 学 試 験 を 受 験 生 の 能 力 の 測 定 と と ら え る ． 即 ち ， 入 学 試 験 を 行 う 目 的 は 大 学

で の 勉 学 の た め に 望 ま し い と 考 え ら れ る 能 力 を よ り 多 く 備 え て い る 受 験 生 か ら 合

格 さ せ る こ と で あ る ， と 考 え る ． こ の 能 力 を 測 定 す べ く 然 る べ き 試 験 問 題 を い く

つ か 用 意 し た と き ， そ の 成 績 得 点 は 一 定 で は な く 試 験 問 題 毎 に 変 動 す る ． 変 動 の

原 因 は ， 偶 然 そ の 問 題 の 類 題 を や っ て い た か ど う か ， 試 験 時 の 体 調 ， そ の ほ か 種

々 考 え ら れ る が そ の 子 細 は こ の 論 文 の 分 析 に は 影 響 し な い ． 重 要 な の は ， 個 々 の

試 験 問 題 の 成 績 が 変 動 す る 故 に 受 験 生 の 能 力 を 測 定 す る た め に は 無 限 の 時 間 （ 無

限 個 の 問 題 ） を 用 意 し な け れ ば な ら な い と い う 点 で あ る ． 入 学 試 験 に 即 し て 言 う

な ら ば ， 能 力 を 多 く 備 え て い る 受 験 生 か ら 順 に 定 員 ま で 合 格 さ せ る の が 理 想 で あ

る に も 関 わ ら ず ， そ れ を 完 全 に 実 行 す る に は 無 限 に 長 い 入 学 試 験 を 行 わ な け れ ば

な ら な い と い う こ と で あ る ．

も ち ろ ん 有 能 か つ 将 来 性 あ る 受 験 生 の 能 力 と 時 間 を 入 試 と い う 測 定 だ け に 費 や

す の は 貴 重 な 人 的 資 源 の 浪 費 で あ る ． 入 学 試 験 は で き る だ け 短 く （ 受 験 生 の 労 力

を 最 小 に ） す る の が 望 ま し い ． 即 ち 現 実 の 試 験 は 有 限 の 時 間 で 測 定 を 行 う ． 従 っ

て 測 定 誤 差 が 伴 う ． 言 い 替 え る と ， 入 試 を や り 直 す と 合 格 者 に は 殆 ど 必 然 的 に 入

れ 替 わ り が 生 じ る ． そ こ で あ る 入 学 試 験 を 行 う と き ， そ の 試 験 の 誤 差 が ど れ く ら

い あ る か ， 誤 差 を 小 さ く す る た め に は ど の よ う な 方 式 を 取 る べ き か ， が 重 要 な 問

題 と な る ． こ の 論 文 で 取 り 扱 う の は こ の 問 題 で あ る ．

注 意 １ ： 入 試 は 個 人 の 能 力 を 測 定 す る が ， 大 学 に お い て ど の 能 力 を 必 要 と す る か

は ， 学 校 ・ 学 部 ・ 社 会 状 況 な ど 種 々 の 要 因 に よ っ て 変 わ り 得 る ． 例 え ば 広 い 意 味

で の 計 算 能 力 を 必 要 な 能 力 と す る 考 え 方 ， 別 の 例 と し て 広 い 意 味 で の 知 識 を 能 力
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と す る 考 え 方 ， が あ る ． 欲 し い 人 材 と 試 験 問 題 が 整 合 し て い れ ば よ く ， 以 下 で は

ど の よ う な 能 力 を 要 求 す る か と は 独 立 に 議 論 で き る 部 分 を 論 じ る ．

注 意 ２ ： 人 材 の 能 力 を 指 定 し た と き ， そ の 能 力 を 測 定 す る 試 験 問 題 が 作 れ る か ど

う か は 難 し い 問 題 で あ る ． 例 え ば ， 仏 教 伝 来 の 年 代 を 問 う の は 知 識 を 測 る が ， 同

時 に 記 憶 能 力 の 測 定 に も な る で あ ろ う ． 他 方 数 学 を 公 式 で な く 考 え て 解 か せ る の

は 大 脳 の 情 報 処 理 脳 力 性 能 測 定 に 近 い だ ろ う ． こ の 論 文 で 計 算 し た 諸 結 果 を 実 際

に 適 用 す る た め に は 適 切 な 入 学 試 験 問 題 が 必 要 で あ る ． そ の よ う な 「 然 る べ き 」

試 験 問 題 を 実 際 に 作 り 以 下 の 計 算 結 果 を 検 証 し て い く こ と は 難 し い 問 題 で は あ る

が 可 能 で あ る と 期 待 し よ う ． こ れ は 入 学 試 験 を 科 学 的 に 研 究 す る 際 の 実 験 の 役 割

を 果 た す で あ ろ う ．

以 下 ， 入 試 に お け る 統 計 精 度 （ 測 定 誤 差 ） の 問 題 に 集 中 し て ， 基 本 的 な 場 合 に

つ い て 典 型 的 な 結 果 を 得 る の を 目 標 と す べ く 問 題 の 単 純 化 を 行 う ． 一 般 化 す る こ

と は 原 理 的 に 可 能 で あ る と 思 う が 計 算 を 複 雑 に す る ． 次 の 仮 定 を 置 く ．

仮 定 １ ： 受 験 生 を あ る 一 つ の 能 力 の 大 小 に 関 し て 一 列 に 並 べ る こ と が で き る ． 入

学 試 験 に お い て 合 否 の 判 定 を 入 試 成 績 に 基 づ い て 行 う と い う こ と は ， 受 験 生 を 入

試 成 績 に 基 づ く あ る や り 方 で 一 列 に 並 べ て 上 か ら 定 員 分 だ け 取 る と い う こ と で あ

る か ら ， 最 終 的 に は あ る 一 つ の 実 数 値 を 以 て 能 力 と し て い る は ず で あ る ． 例 え ば

数 学 と 英 語 を 試 験 と し て 課 す 場 合 で も 合 否 判 定 の 際 は 合 計 点 と い う 形 で 一 つ の 数

字 を 見 て い る ． 合 否 を 決 め る た め に 一 列 に 並 べ る そ の 順 序 づ け を 数 値 で 表 し た も

の と い う 意 味 で 一 つ の 実 数 値 を 考 え る ．

こ の 数 値 を 実 際 の 試 験 に お い て 具 体 的 に ど う 計 算 す る か は 重 要 な 問 題 で あ る ．

生 の 得 点 を 用 い る か 偏 差 値 等 を 用 い る か ， 科 目 間 の 比 重 を ど う 取 る か な ど の 問 題

に つ い て は 宮 沢 （ 前 出 ） ３ ， ４ 章 を 参 照 ．

能 力 を 実 数 値 x で 表 す ．

仮 定 ２ ： 受 験 生 の 能 力 は 均 一 で は な い ． そ れ 故 に ， 能 力 を 測 定 し て 多 い 順 に 取 る

と い う 考 え が 成 り 立 つ の で あ る か ら ， こ れ は 試 験 を 行 う 根 底 に あ る 仮 定 と 言 っ て

良 い だ ろ う ． 選 抜 試 験 は 能 力 自 体 が 受 験 生 間 で 均 一 で は な く 分 布 を 持 つ こ と が 本

質 で あ る ． 受 験 生 の 能 力 x の n o r m a l i z a t i o n （ 0 の 目 盛 り の 位 置 と 単 位 ） を 適

当 に と っ て x の 平 均 を 0， 分 散 を 1 と し て お く ．

仮 定 ３ ： 試 験 成 績 が 正 確 に 受 験 生 の 能 力 を 測 る な ら ば 能 力 順 に 合 格 す る は ず で あ

る が ， 実 際 は 初 め に 議 論 し た よ う に 各 受 験 生 の 成 績 は そ の 人 の 能 力 の 周 り に ば ら

つ く ． こ れ が 即 ち 試 験 成 績 の 誤 差 で あ る ． こ の 誤 差 は 試 験 の や り 方 ， 時 間 （ 問 題

量 ） な ど に よ っ て 変 わ り 得 る 量 で あ る ． 裏 返 し て 言 え ば ， こ の 誤 差 を 適 切 に 調 節

す る こ と に よ り 与 え ら れ た 制 約 の 下 で 最 も 合 理 的 な 試 験 方 法 を 選 択 す る 自 由 度 が ，

試 験 を す る 側 に 残 っ て い る の で あ る ．

以 上 の 仮 定 は ， 入 学 試 験 を 能 力 の 測 定 と す る 立 場 か ら は 本 質 的 な 仮 定 と 思 わ れ

る ． 以 下 の 仮 定 は 議 論 お よ び 計 算 を 簡 単 に す る た め の も の で あ る ．

仮 定 ４ ： 問 題 に し て い る 能 力 以 外 の 個 人 差 を 無 視 す る ． 能 力 x を 持 つ 各 々 の 受 験

生 に つ い て 試 験 成 績 は 平 均 x で 分 布 す る ． こ の 個 人 の 成 績 分 布 は x と 試 験 だ け

で 決 ま り ， 受 験 生 の 能 力 以 外 に よ っ て 片 寄 る こ と は な い ．

仮 定 ５ ： 能 力 ， 成 績 と も に 正 規 分 布 す る 場 合 を 考 え る ． 能 力 は 仮 定 ２ よ り 平 均 0，

分 散 1 の 正 規 分 布 ， 能 力 x の 受 験 生 の 成 績 は 平 均 x， 分 散 σ の 正 規 分 布 と す る ．２

仮 定 ３ で 注 意 し た よ う に 試 験 に よ っ て σ が 異 な る ． σ が 小 さ い ほ ど 試 験 の 精 度 が

高 い ． 宮 沢 （ 前 出 ） で は σ の 代 わ り に 信 頼 性 係 数 r を 用 い て い る ． σ と r の 関

係 は

2 － 1 / 2
r = ( 1 + σ ) . ( 2 . 1 )

0≦ r≦ 1 で あ っ て ， r = 0 が σ =∞ （ 不 正 確 ） ， r = 1 が σ = 0（ 正 確 ） ， に 対 応 す る ．
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実 測 値 か ら σ （ 即 ち 信 頼 性 係 数 r） を 決 め る 方 法 に つ い て は 宮 沢 （ 「 入 学 試 験 の

誤 差 と 信 頼 性 」 （ 研 究 会 Ⅳ ） ） を 参 照 ． 一 般 に 大 学 入 試 に お い て は 信 頼 性 係 数 r

は 1 に 近 い ， 即 ち σ は 比 較 的 小 さ い ．

仮 定 ６ ： 複 数 の 試 験 を 行 う と き は 試 験 の 間 に は 直 接 の 相 関 が な い ． 例 え ば 多 段 階

選 抜 方 式 に お い て ， 能 力 x の 受 験 生 の １ 次 試 験 と ２ 次 試 験 の 成 績 は 互 い に 独 立 に

x の 周 り に 分 布 す る ． こ れ は １ 次 と ２ 次 で 似 た 問 題 を 出 し た り ， ２ 次 の 成 績 判 定

で １ 次 の 成 績 を 加 味 す る ， と い う ケ ー ス を 簡 単 の た め 除 い て 考 え る と い う こ と で

あ る ．

注 意 ： １ 次 と ２ 次 は 同 じ 能 力 x を 測 っ て い る の で ， x を 積 分 す れ ば 試 験 成 績 間 に

は 相 関 が あ る ． 上 記 の 仮 定 は 受 験 生 x を 決 め た と き の 成 績 分 布 の 独 立 性 で あ る ．

仮 定 ７ ： 大 学 は 一 つ だ け で あ り ， 母 集 団 と し て の 受 験 生 は 変 動 し な い ．

以 上 の 仮 定 の 下 で ， 次 の よ う な 正 確 度 と い う 量 を 定 義 し て こ れ を 考 察 の 対 象 と

す る ：

試 験 の 正 確 度 R = 通 る べ き 受 験 生 の う ち 実 際 に 通 っ た 受 験 生 の 割 合 ．

こ こ で 通 る べ き 受 験 生 と は ， 能 力 順 に 定 員 分 合 格 さ せ た な ら ば 通 っ た で あ ろ う 受

験 生 ， で あ る ． R の 代 わ り に 不 正 確 度 E = ( 1－ R ) / B （ B は 入 学 試 験 の 倍 率 ） を

用 い る こ と も あ る ． E は 全 受 験 生 を 1 と す る と き 能 力 順 な ら ば 合 格 す る べ き な の

に 間 違 っ て 通 ら な か っ た 受 験 生 の 割 合 で あ る ． こ れ は 能 力 順 な ら ば 合 格 し 得 な い

の に 合 格 し て し ま っ た 割 合 で も あ る ．

以 下 で ， 諸 パ ラ メ ー タ に 対 す る R の 依 存 性 ， お よ び 試 験 の 諸 方 式 と R と の 関

係 を 調 べ る ．

３ ． 試 験 方 式 と 正 確 度 の 表 式

以 下 で よ く 用 い る の で

2 － 1 / 2H ( x ) = e x p (－ x / 2 ) ( 2π ) , ( 3 . 1 )

G ( x ) = ∫ H ( t ) d t , ( 3 . 2 )t > x

と お い て お く ． G ( x ) は 誤 差 関 数 で あ る ．

Ａ ． １ 回 試 験

１ 回 の 試 験 の 成 績 得 点 に よ っ て 入 学 者 を 決 め る 選 抜 試 験 を 行 う 場 合 を 考 え る ．

試 験 の 倍 率 を B ( > 1 ) と お く ． 能 力 と 成 績 を 表 す （ 確 率 ） 変 数 を そ れ ぞ れ X , Y

と 書 く ． ( X , Y ) = ( x , y ) と な る 点 で の 分 布 密 度 を ρ ( x , y ) と お く ． ２ 章 の 仮 定

に よ り ， ρ と し て

ρ ( x , y ) = H ( x ) H ( ( y－ x ) /σ ) /σ , ( 3 . 3 )

と と る ．

合 格 最 低 点 （ 成 績 ） を y = C と す る ． C は

P r o b ( Y≧ C ) = 1 / B , ( 3 . 4 )

で 定 義 さ れ る ． こ こ で P r o b (… ) は … が 起 こ る 割 合 を 表 す ：

P r o b ( Y≧ C ) = ∫ ρ ( x , y ) d x d y .y≧ C

試 験 全 体 の 正 確 度 R は ２ 章 の 定 義 に 基 づ い て

R = P r o b ( Y≧ C ∩ X≧ d ) / P r o b ( X≧ d ) , ( 3 . 5 )

と 書 け る ． こ こ で d は

P r o b ( X≧ d ) = 1 / B , ( 3 . 6 )

で 定 義 さ れ る ． 即 ち ， 本 来 能 力 順 に 数 え た と き に 通 る べ き 人 の 能 力 下 限 で あ る ．
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( 3 . 4 ) , ( 3 . 5 ) , ( 3 . 6 )は ( 3 . 3 )を 代 入 し て 適 当 な 変 数 変 換 を す る と 次 の よ う に 書 き 換

え る こ と が で き る ．

2 － 1 / 2G ( C ( 1 +σ ) ) = 1 / B , ( 3 . 7 )

E = ( 1－ R ) / B

C－ x
= ∫ H ( x ) G ( ) θ ( d－ x ) d x , ( 3 . 8 )

σ

θ ( x )は x≧ 0 の と き 1， x < 0 の と き 0 と な る 関 数 ,

G ( d ) = 1 / B . ( 3 . 9 )

( 3 . 7 ) , ( 3 . 8 ) , ( 3 . 9 )が 諸 量 の 間 の 関 係 式 で あ る ．

Ｂ ． 多 段 階 選 抜 方 式 （ 足 切 り 方 式 ）

1次 試 験 か ら N次 試 験 ま で あ る 足 切 り 型 試 験 ( N≧ 1 )に よ る 入 学 者 選 抜 試 験 を 行 う

場 合 を 考 え る ．

k次 試 験 ( k = 1 , . . . , N )の 倍 率 を B ( > 1 ) と お く ． 全 倍 率 B = B . . . B ．k 1 N

能 力 ， 成 績 ( 1 )， … ， 成 績 ( N )を 表 す 確 率 変 数 を そ れ ぞ れ X , Y , . . . , Y と 書 く ．1 N

( X , Y , . . . , Y ) = ( x , y , . . . , y ) と な る 点 で の 分 布 密 度 を ρ ( x , y , . . . , y )1 N 1 N 1 N

と お く ． １ 回 試 験 の 場 合 と 同 様 に ， ρ と し て

ρ ( x , y ) = H ( x ) ρ ( y , x ) . . . ρ ( y , x ) , ( 3 . 1 0 )1 1 N N

ρ ( y , x ) = H ( ( y － x ) /σ ) /σ , k = 1 , 2 , . . . , N ,k k k k k

と と る ．

k次 試 験 に 於 け る 足 切 り 点 （ 合 格 最 低 成 績 ） を C と す る ( k = 1 , . . , N )．k

事 象 D = { Y ≧ C } , k = 1 , . . . , N , と お く と ， C はk k k k

P r o b ( D ∩ . . .∩ D ) = 1 / ( B . . . B ) , k = 1 , . . . , N , ( 3 . 1 1 )1 k 1 k

で 帰 納 的 に 定 義 さ れ る ． k = N に お け る ( 3 . 1 1 )は 合 格 率 ( = 1 /全 倍 率 )を 表 す ．

試 験 全 体 の 正 確 度 R は

R = P r o b ( D ∩ . . .∩ D ∩ { X≧ d } ) / P r o b ( X≧ d ) , ( 3 . 1 2 )1 N

で 定 義 さ れ る ． d は 前 と 同 様 に ( 3 . 6 )あ る い は ( 3 . 9 )で 定 義 さ れ る ．

E = ( 1－ R ) / B = 1 / B－ R / B で 書 け ば

E = P r o b ( D ∩ . . .∩ D ∩ { X < d } ) . ( 3 . 1 3 )1 N

N = 2 の と き ( 3 . 1 1 ) , ( 3 . 1 3 )は 次 の よ う に な る ． C － x
1 1

= 1次 試 験 の 競 争 率 = ∫ H ( x ) G ( ) d x , ( 3 . 1 4 )
B σ
1 1

C － x C － x
1 1 2
= 合 格 率 = ∫ H ( x ) G ( ) G ( ) d x , ( 3 . 1 5 )

B σ σ
1 2

E = ( 1－ R ) / B

C － x C － x
1 2

= ∫ H ( x ) G ( ) G ( ) θ ( d－ x ) d x . ( 3 . 1 6 )
σ σ
1 2

C ( C ) が １ 次 （ ２ 次 ） 試 験 の 合 格 最 低 点 を 表 す ．1 2

σ (σ ) は １ 次 （ ２ 次 ） 試 験 単 独 の 誤 差 を 表 す ．1 2

( 3 . 9 ) , ( 3 . 1 4 ) , ( 3 . 1 5 ) , ( 3 . 1 6 )が 諸 量 の 間 の 関 係 式 で あ る ．
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Ｃ ． 分 離 分 割 方 式

前 後 期 ２ 回 試 験 を 行 う 分 離 分 割 方 式 の 入 学 試 験 を 考 え る ． 母 集 団 は ２ 回 の 試 験

で 共 通 と す る ． 従 っ て ， 前 期 試 験 で 通 っ た 分 だ け 後 期 試 験 の 受 験 生 が 減 る と す る ．

前 期 の み ， 後 期 の み の 受 験 は 考 え な い ． 今 ま で 同 様 次 の 諸 量 を 定 義 す る ．

B : 倍 率 ＝ 全 受 験 生 ／ 最 終 的 な 合 格 者 総 数 , B : 前 期 倍 率 ,1

C ( C ) : 前 期 （ 後 期 ） 試 験 の 合 格 最 低 点 ,1 2

E = ( 1－ R ) / B , R : 正 確 度 .

今 ま で と 同 様 の 考 察 に よ り 次 の 諸 式 を 得 る ．

G ( d ) = 1 / B , ( 3 . 9 )

C － x
1 1

= ∫ H ( x ) G ( ) d x , ( 3 . 1 7 )
B σ
1 1

C － x C － x C － x
1 1 1 2
= ∫ H ( x )［ G ( ) +｛ 1－ G ( )｝ G ( )］ d x

B σ σ σ
1 1 2

－ C － x － C － x
1 2

= 1 － ∫ H ( x ) G ( ) G ( ) d x , ( 3 . 1 8 )
σ σ
1 2

合 格 者 は 前 期 の 合 格 者 と 前 期 の 失 格 者 の う ち 後 期 の 合 格 者 と の 和 で あ る こ と か ら

( 3 . 1 8 )が 導 か れ る ．

C － x C － x C － x
1 1 2

E = ∫ H ( x )［ G ( ) +｛ 1－ G ( )｝ G ( )］ θ ( d－ x ) d x
σ σ σ
1 1 2

－ C － x － C － x
1 2

= ∫ H ( x ) G ( ) G ( ) θ (－ d－ x ) d x . ( 3 . 1 9 )
σ σ
1 2

( 3 . 9 ) , ( 3 . 1 7 ) , ( 3 . 1 8 ) , ( 3 . 1 9 )が 諸 量 の 間 の 関 係 式 で あ る ．

1 / B′ = 1－ 1 / B , 1 / B ′ = 1－ 1 / B ,
1 1

d′ = － d , C ′ = － C , C ′ = － C , ( 3 . 2 0 )
1 1 2 2

と お く と ， ( 3 . 9 ) ( 3 . 1 7 ) ( 3 . 1 8 ) ( 3 . 1 9 )は

1 / B′ = G ( d′ ) , ( 3 . 2 1 )

C ′ － x
1 1

= ∫ H ( x ) G ( ) d x , ( 3 . 2 2 )
B ′ σ
1 1

C ′ － x C ′ － x
1 1 2

= ∫ H ( x ) G ( ) G ( ) d x , ( 3 . 2 3 )
B′ σ σ

1 2

C ′ － x C ′ － x
1 2

E = ∫ H ( x ) G ( ) G ( ) θ ( d′ － x ) d x . ( 3 . 2 4 )
σ σ
1 2

以 上 を ２ 段 階 選 抜 方 式 の 諸 式 と 比 べ る と ， 分 離 分 割 方 式 の 不 正 確 度 E は 変 換 ( 3 .

2 0 )を 施 し た と き の ２ 段 階 選 抜 方 式 の 不 正 確 度 E に 一 致 す る こ と が 分 か る ． こ の

結 果 は 次 の よ う に 説 明 で き る ：

分 離 分 割 方 式 は 不 合 格 者 を ２ 段 階 選 抜 （ 足 切 り ） 方 式 で 選 ぶ 方 式 で あ る ．

不 正 確 度 は 間 違 っ て 合 格 し た 受 験 生 の （ 全 受 験 生 に 対 す る ） 割 合 と み て も 良 い し ，

間 違 っ て 不 合 格 に な っ た 受 験 生 の 割 合 と み て も 良 い ． よ っ て ， 分 離 分 割 方 式 の 正



- 6 -

jigoku.jsw 21:16

確 度 は 足 切 り 方 式 の 正 確 度 の 表 式 で 表 す こ と が で き る と い う こ と で あ る ．

４ ． 正 確 度 の 計 算

Ａ ． １ 回 試 験

計 算 す べ き 積 分 は 一 般 に は 誤 差 関 数 ま で の 特 殊 関 数 で 表 す こ と が で き な い が ，

試 験 の 精 度 が よ い と き 即 ち σ が 0 に 近 い と き （ 信 頼 性 係 数 r が 1 に 近 い と き ）

は σ に つ い て 展 開 す る こ と に よ り ， 誤 差 関 数 で 結 果 を 書 く こ と が で き る ． 大 学 入

試 の 場 合 に は 比 較 的 試 験 の 精 度 が よ い と 考 え ら れ る ． 以 下 そ の よ う な 場 合 の 表 式

を 求 め る ．

2 1 / 2
C = d ( 1 + σ ) . ( 4 . 1 )

σ の 3次 ま で で

2 2 2
E = σ e x p (－ d / 2 ) { 1－ σ ( 1 + d ) } , ( 4 . 2 )

2π 3 8

或 は ，

2 2 2
R = 1 － Bσ e x p (－ d / 2 ) { 1－ σ ( 1 + d ) } . ( 4 . 3 )

2π 3 8

d は

G ( d ) = 1 / B , ( 3 . 9 )

か ら 数 値 積 分 ま た は 正 規 分 布 の 数 表 を 用 い て 決 め る ．

σ に つ い て の 展 開 計 算 結 果 ( 4 . 2 )と 元 の 定 義 ( 3 . 8 )を 数 値 積 分 し た 結 果 を 比 較 し

て み る と ， 相 対 誤 差 は 倍 率 B≦ 5 に お い て ， 信 頼 性 係 数 r = 0 . 8 の と き 6 %程 度 , r =

0 . 9 の と き 1 %以 下 で あ る ． 従 っ て ， こ の 領 域 で は 展 開 計 算 は 十 分 な 精 度 を 持 っ て

い る ．

表 ： 試 験 の 精 度 σ （ 信 頼 性 係 数 r ） を 決 め た と き の 倍 率 Bと 正 確 度 Rの 関 係

r = . 8 0 0 0 (σ = . 5 6 2 5 ) r = . 9 0 0 0 (σ = . 2 3 4 6 )２ ２

B R c d B R c d

1 . 2 . 9 3 - 1 . 3 - 1 . 0 1 . 2 . 9 5 - 1 . 1 - 1 . 0

1 . 4 . 8 9 - 0 . 8 - 0 . 6 1 . 4 . 9 2 - 0 . 7 - 0 . 6

1 . 7 . 8 3 - 0 . 3 - 0 . 2 1 . 7 . 8 8 - 0 . 2 - 0 . 2

2 . 0 . 8 0 0 . 0 0 . 0 2 . 0 . 8 6 0 . 0 0 . 0

2 . 4 . 7 6 0 . 3 0 . 2 2 . 4 . 8 3 0 . 2 0 . 2

3 . 6 . 6 9 0 . 8 0 . 6 3 . 6 . 7 8 0 . 7 0 . 6

6 . 3 . 6 2 1 . 3 1 . 0 6 . 3 . 7 3 1 . 1 1 . 0

Ｂ ． ２ 段 階 選 抜 方 式

１ 次 （ ２ 次 ） 試 験 の 倍 率 を B ( B ) と す る ( B = B B ) ．
1 2 1 2

こ れ ら が 与 え ら れ て い る と ，

d : 能 力 順 で み た と き 最 終 合 格 者 と な る べ き 能 力 下 限 ,

C ( C ) : １ 次 （ ２ 次 ） 試 験 の 合 格 最 低 点 ,
1 2

R = 1－ E B : 正 確 度 ，

は そ れ ぞ れ ( 3 . 9 ) ( 3 . 1 4 ) ( 3 . 1 5 ) ( 3 . 1 6 ) に よ っ て 求 め ら れ る ．
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実 際 の 試 験 で は 全 倍 率 B は 与 え ら れ て い る が １ 次 試 験 の 倍 率 B は 自 由 に 決 め る１

こ と が で き る か ら ， ２ 章 の 議 論 に よ れ ば 正 確 度 R を 最 大 に す る よ う に B を 定 め１

る べ き で あ る ． 現 実 の ２ 段 階 選 抜 方 式 入 学 試 験 に お い て は １ 次 試 験 の 倍 率 は 経 験

則 や 慣 習 で 決 め ら れ て い る 場 合 が あ る の で は な い だ ろ う か ． 我 々 は １ 次 試 験 の 倍

率 を 定 め る 合 理 的 方 法 と し て ， 入 学 試 験 全 体 の 正 確 度 R を 最 大 に す る よ う 決 め る

と い う 基 準 を 提 案 す る ．

σ =σ ， 即 ち １ 次 試 験 と ２ 次 試 験 の 精 度 （ 信 頼 性 係 数 ） が 等 し い 場 合 に は 正 確１ ２

度 R を 最 大 に す る １ 次 試 験 の 倍 率 B は 次 の よ う な 考 察 で 求 め ら れ る ． 全 倍 率１

B が 与 え ら れ て い る と し よ う ． ( 3 . 9 )に よ り d が 定 ま る ． σ =σ の 場 合 ， ( 3 . 1１ ２

6 )か ら 正 確 度 R は C と C の 入 れ 替 え に 関 し て 不 変 で あ る こ と が 分 か る ． よ っ１ ２

て R が 最 大 に な る の は C = C と な る よ う に （ 各 次 試 験 の 倍 率 を ） 選 ん だ と き で１ ２

あ る ．

σ が １ 次 試 験 と ２ 次 試 験 で 等 し い 場 合 ， R が 最 大 に な る の は

C と C が 等 し く な る よ う に 各 次 試 験 の 倍 率 を 選 ん だ と き で あ る ．１ ２

こ の よ う に と っ た 場 合 を 考 え る ． 各 次 試 験 の 倍 率 と 全 体 の 正 確 度 を 展 開 計 算 で 求

め る と 次 の よ う に な る （ σ の 3次 ま で で ） ：

G ( d ) = 1 / B ,

d 1 2 2 4 3
C = d－ σ /√ + （ 1－ ） σ + ( d － 1 )（ 1－ ） σ / ( 1 2√ ) ,π π

2 π π

2
1 / B = G ( C ) + σ C H ( C ) / 2 ,

1

B = B / B ,
2 1

v = ( C－ d ) /σ と お く と

2E = σ H ( C )｛ Ｂ + G ( v ) H ( v ) + Cσ ( H ( v ) + 2Ａ ) / 2

2 2 2+ ( C － 1 ) σ ( 5Ｂ + 3 G ( v ) H ( v ) + 4 vＡ + 2 v H ( v ) ) / 1 2｝ ,

2Ａ = v G ( v ) H ( v )－ H ( v ) ,

－ 1 / 2 2 1 / 2Ｂ = π ｛ G ( v ) － G ( 2 v )｝ + H ( v ) G ( v ) ,

R = 1－ E B .

注 目 す べ き こ と は ， σ → 0 の と き B → 1 即 ち 試 験 の 精 度 が よ い 場 合 に は２

１ 次 試 験 に よ る 足 切 り は 相 当 大 き く と る の が よ い ．

一 見 奇 妙 で あ る が ， １ 次 試 験 と ２ 次 試 験 が 同 じ 精 度 （ 例 え ば 試 験 時 間 が 同 じ 程

度 ） で あ る に も 関 わ ら ず ， １ 次 試 験 で 殆 ど 合 否 を 決 め て し ま い ２ 次 試 験 の 倍 率 は

1 に 近 く と る （ 下 表 参 照 ． 全 倍 率 が 1 0 倍 で も ２ 次 試 験 の 倍 率 は 2 以 下 で あ る

こ と に 注 意 ） の が 全 体 と し て む し ろ 正 確 で あ る と い う こ と で あ る ． 正 確 度 の 計 算

に 基 づ く 発 見 の 一 つ と 言 え よ う ．

表 ： １ 次 試 験 と ２ 次 試 験 の 精 度 σ ( r )が 等 し い 場 合 ， 適 切 な １ 次 試 験 倍 率 B の 設 定１

と そ の と き の 正 確 度 R． 例 ： 各 次 試 験 が 信 頼 性 係 数 r = 0 . 9の 場 合 ， 全 倍 率 が 2倍 な ら

ば １ 次 試 験 の 倍 率 は 1 . 7， ２ 次 試 験 の 倍 率 は 1 . 2と す る の が 正 確 度 最 大 ， 全 倍 率 が

1 0倍 な ら ば ２ 次 試 験 の 倍 率 は 1 . 6が よ い ．

r = 0 . 8 0 σ = 0 . 5 6 r = 0 . 9 0 σ = 0 . 2 3 r = 0 . 9 5 σ = 0 . 1 1２ ２ ２

B B B R B B B R B B B R１ ２ １ ２ １ ２
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2 1 . 6 1 . 2 . 8 3 2 1 . 7 1 . 2 . 8 8 2 1 . 8 1 . 1 . 9 2

3 2 . 2 1 . 4 . 7 7 3 2 . 3 1 . 3 . 8 4 3 2 . 5 1 . 2 . 8 9

4 2 . 7 1 . 5 . 7 3 4 2 . 9 1 . 4 . 8 1 4 3 . 2 1 . 3 . 8 7

5 3 . 1 1 . 6 . 7 1 5 3 . 5 1 . 4 . 7 9 5 3 . 9 1 . 3 . 8 5

6 3 . 5 1 . 7 . 6 9 6 4 . 1 1 . 5 . 7 8 6 4 . 6 1 . 3 . 8 4

8 4 . 3 1 . 8 . 6 6 8 5 . 2 1 . 5 . 7 6 8 5 . 9 1 . 4 . 8 3

1 0 5 . 1 2 . 0 . 6 4 1 0 6 . 2 1 . 6 . 7 4 1 0 7 . 2 1 . 4 . 8 3

σ ≠ σ ， 即 ち １ 次 試 験 と ２ 次 試 験 の 信 頼 性 が 異 な る 場 合 に も ( 3 . 9 ) , ( 3 . 1 4 ) ,１ ２

( 3 . 1 5 ) , ( 3 . 1 6 )を 元 に し て 正 確 度 R が 最 大 に な る よ う に １ 次 試 験 の 倍 率 B を 定 め１

れ ば 良 い ． σ =σ の 場 合 に 比 べ る と 煩 雑 な 結 果 に な る が ， σ =σ の 場 合 か ら１ ２ １ ２

の ず れ が 小 さ い 場 合 に つ い て ， 計 算 の プ ロ セ ス は 省 略 し て 結 果 を 述 べ る ．

－ 1 － 1 － 1σ = {σ + σ } / 2 ,1 2

ε = {σ － σ } / {σ + σ } ,1 2 1 2

と お き ， σ と ε を 小 さ い と し て こ れ ら に つ い て べ き 展 開 し た と き に こ れ ら の 合 計

3次 ま で で 次 の よ う に な る ．

B = 1 / G ( d ) .

C = C + σ ε ξ ,1 1 1

C = C － σ ε ξ ,2 2 2

d 1 2 2 4 3
C = d－ σ /√ + （ 1－ ） σ + ( d － 1 )（ 1－ ） σ / ( 1 2√ ) ,π π

2 π π

ξ － ξ 2 22 1 = － 3 v + 2Ａ /Ｂ － 2 vＡ /Ｂ ,

ε

ξ +ξ 21 2 = ｛ Ａ + Cσ (Ｂ + 2 vＡ )｝ /｛ Ｂ － Cσ H ( v ) ｝ ,

2

C－ dv = ,
σ

2Ａ = v G ( v ) H ( v )－ H ( v ) ,

－ 1 / 2 2 1 / 2Ｂ = π ｛ G ( v ) － G ( 2 v )｝ + H ( v ) G ( v ) .

21 / B = 1 / B － σ ε ( 1 +ε )ξ H ( C ) + σ ε C H ( C ) ,・1 1 1

5 2 2
1 / B = 1 / B + σ H ( C )｛ 1 + σ ( C － 1 )｝ /√ .・ π

1 1 2

R = 1－ E B ,

1 2 2
E = E + σ ε H ( C ) { 3Ｂ + H ( v ) G ( v ) + 2 vＡ － 2Ａ /Ｂ } ,・

2

2E = σ H ( C )｛ Ｂ + G ( v ) H ( v ) + Cσ ( H ( v ) + 2Ａ ) / 2・

2 2 2+ ( C － 1 ) σ ( 5Ｂ + 3 G ( v ) H ( v ) + 4 vＡ + 2 v H ( v ) ) / 1 2｝ .

Ｃ ． 分 離 分 割 方 式 （ σ =σ の 場 合 ）１ ２

( 3 . 2 0 )の 対 応 と ２ 段 階 選 抜 方 式 の 場 合 の 計 算 結 果 に よ り 分 離 分 割 方 式 の 入 試 の

正 確 度 を 計 算 す る こ と が で き る ． こ こ で は ， σ =σ の 場 合 （ 前 期 試 験 と 後 期 試 験１ ２

の 精 度 が 等 し い 場 合 ） に つ い て σ の 2次 ま で で 分 離 分 割 方 式 と ２ 段 階 選 抜 方 式 の 正

確 度 R を 比 較 し て み る ． 結 果 は ，
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2R [選 抜 ] = 1－ σ B H ( d ) p + σ B H ( d ) d q ,

2R [分 割 ] = 1－ σ B H ( d ) p － σ B H ( d ) d q .

こ こ で p , q は σ に も B に も よ ら な い 定 数 で r =－ 1 /√ π と お く と き

2
p = － r G ( r ) + 2 H ( r ) G ( r ) + r G ( r√ 2 ) ≒ 0 . 3 2 8 7 ,

2 2 2 2
q = － r G ( r ) + r H ( r ) G ( r ) + r G ( r√ 2 ) + H ( r ) / 2 ≒ 0 . 0 0 9 4 .

d は ( 3 . 9 )に よ っ て 定 ま る が ， B > 2 の と き 正 で B < 2 の と き 負 に な る の で ，

B > 2 の と き R [選 抜 ] > R [分 割 ] ,

B < 2 の と き R [選 抜 ] < R [分 割 ] ,

と な る ． 同 程 度 の ２ 回 分 の 試 験 問 題 が ２ つ あ る と き に ， こ れ を ２ 段 階 選 抜 方 式 と

し て 利 用 す る か 分 離 分 割 方 式 と し て 利 用 す る か を 判 断 で き る ．

倍 率 が 2 よ り 大 き い と き は 選 抜 方 式 の 方 が 分 離 分 割 方 式 よ り 正 確 で あ る ．

５ ． 試 験 時 間 の 配 分

４ 章 で は １ 次 ・ ２ 次 試 験 の 時 間 や 問 題 が 各 々 定 ま っ て い る と し て 正 確 度 を 計 算

し た ． 従 っ て 特 に 各 次 試 験 の 精 度 σ （ 信 頼 性 係 数 r ） は 定 ま っ て い た ． 実 際 にｉ ｉ

は １ 次 ・ ２ 次 試 験 の 時 間 配 分 を 変 え る こ と に よ り 各 次 試 験 の 精 度 も 動 か せ る ．

１ 次 試 験 で 落 ち た 受 験 生 に 対 し て は ２ 次 試 験 を 行 わ な く て よ い の で 労 力 は 節 約

さ れ る ． こ こ で 労 力 と は 受 験 生 が 受 験 の た め に 消 費 す る 延 べ 労 力 あ る い は 延 べ 時

間 の こ と で あ る ． 多 段 階 選 抜 方 式 で も 限 り な く 試 験 を 行 え ば い く ら で も 正 確 度 は

増 大 す る （ ６ 章 参 照 ） が ， 時 間 的 に も 労 力 の 有 効 利 用 の 観 点 か ら も こ れ は 現 実 的

で も な い し ， 受 験 生 の 労 力 の 浪 費 と い う 観 点 か ら 望 ま し い こ と で も あ る ま い ． 従

っ て ， 労 力 一 定 の 条 件 下 で 正 確 度 が 最 大 に な る よ う に １ 次 ・ ２ 次 試 験 の 時 間 を 配

分 す る 方 法 を 探 す の は 現 実 的 な 課 題 で あ る ．

以 下 ， 労 力 を 試 験 時 間 で 測 る こ と に す る ． 同 程 度 の 試 験 を 二 日 や れ ば 一 日 分 の

２ 倍 の 労 力 と い う こ と で あ る ． 適 当 に 時 間 及 び 労 力 の 単 位 を 取 れ ば ， 延 べ 労 力 が

一 定 （ = 1 と お く ） と い う 条 件 は 次 の よ う に 書 け る ．

１ 回 試 験 の 場 合 ， 試 験 時 間 tは ，

t = 1 . ( 5 . 1 )

２ 段 階 選 抜 方 式 の 場 合 ， １ 次 （ ２ 次 ） 試 験 の 時 間 を t ( t ) と す る と ，１ ２

t + t / B = 1 . ( 5 . 2 )１ ２ １

こ こ で B は 1次 試 験 の 倍 率 ．１

分 離 分 割 方 式 の 場 合 ， 前 期 （ 後 期 ） 試 験 の 時 間 を t ( t ) と す る と ，１ ２

t + t ( 1－ 1 / B ) = 1 . ( 5 . 3 )１ ２ １

こ こ で B は 前 期 試 験 の 倍 率 ．１

他 方 ， 時 間 t の 試 験 の 精 度 を ど う 見 積 る か 問 題 が あ る ． こ こ で は ， 能 力 の 周 り

の 成 績 の 分 布 の 分 散 を

2 2
σ = σ / t , σ は 定 数 , ( 5 . 4 )

0 0

と 評 価 す る こ と に す る ． 一 日 ４ 時 間 よ り 二 日 ８ 時 間 の 試 験 の 方 が σ が 半 分 に な る２

と い う 考 え で あ る ．

試 験 が 独 立 ， 同 等 な 多 数 の 小 問 か ら な っ て い て 時 間 と 解 答 し 得 る 小 問 数 が 比 例

す る と き は ( 5 . 4 )が 成 立 す る で あ ろ う ． 時 間 の 代 わ り に 出 題 問 題 数 を 用 い る こ と も

考 え ら れ る が ， 一 問 の 単 位 が 明 確 に 定 義 で き な い と い う 問 題 点 が あ る ． 単 純 な 計

算 問 題 な ら ば ほ ぼ 独 立 ・ 同 等 な 多 数 の 問 題 を 用 意 で き る か も 知 れ な い が ， 大 学 入

学 試 験 問 題 で は そ れ は 難 し い で あ ろ う ．
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注 意 ： ( 5 . 4 )に も 全 く 問 題 が な い わ け で は な い ． 試 験 は 時 間 を か け て 十 分 問 題 を 解

か せ る ほ ど 能 力 評 価 が 正 確 に な る と い う の は 正 し い で あ ろ う が ， 試 験 問 題 が 決 ま

っ て い る と 十 分 時 間 が 立 て ば 飽 和 し て し ま う ． つ ま り ， 個 々 の 学 生 に と っ て あ る

程 度 以 上 時 間 を 延 ば し て も 答 案 改 善 の 余 地 が な く な れ ば 精 度 が 時 間 と 共 に 伸 び な

く な っ て し ま う 恐 れ が あ る ． こ こ で は こ の 問 題 に は 深 入 り せ ず ， ( 5 . 4 )を 採 用 し て

話 を 進 め る ．

以 上 の 条 件 の 下 で 正 確 度 を 大 き く し た い ． １ 回 試 験 に つ い て は ４ 章 Ａ の 結 果 に

( 5 . 1 ) , ( 5 . 4 )を 代 入 す れ ば 直 ち に 結 果 を 得 る ． ２ 段 階 選 抜 方 式 に つ い て は ( 3 . 1 4 ) ,

( 3 . 1 5 ) , ( 3 . 9 ) , ( 5 . 2 ) , ( 5 . 4 )を 用 い て 計 算 す れ ば よ い ． 分 離 分 割 方 式 の 問 題 は 変 換

( 3 . 2 0 )に よ っ て ２ 段 階 選 抜 方 式 の 問 題 に 帰 着 す る ． 表 に 各 々 の 場 合 に つ い て 近 似

計 算 を 行 っ て 最 適 解 を 探 し た 結 果 を ま と め て お く ．

表 ： ２ 段 階 選 抜 方 式 ， 労 力 一 定 の 条 件 で 適 切 な １ 次 ・ ２ 次 試 験 の 時 間 配 分 比 t /２

t 及 び １ 次 （ ２ 次 ） 試 験 の 倍 率 B , B と そ の 時 の 正 確 度 R [選 ]． r ( r ) は １ 次１ １ ２ １ ２

（ ２ 次 ） 試 験 の 信 頼 性 係 数 ． R [１ ]， R [分 ]は 同 じ 延 べ 労 力 で そ れ ぞ れ １ 回 試 験 及

び 適 切 に 前 後 期 の 比 率 を と っ た 場 合 の 分 離 分 割 方 式 試 験 の 正 確 度 ．

r = 0 . 9 0 σ = 0 . 2 3０ ０
２

B t / t B B r r R [選 ] R [１ ] R [分 ]２ １ １ ２ １ ２

2 1 . 2 1 . 6 1 . 3 0 . 8 4 0 . 8 6 0 . 8 5 0 . 8 5 0 . 8 5

3 1 . 4 2 . 3 1 . 3 0 . 8 5 0 . 8 9 0 . 8 1 0 . 7 9 0 . 7 8

4 1 . 6 2 . 9 1 . 4 0 . 8 6 0 . 9 0 0 . 7 9 0 . 7 5 0 . 7 3

5 1 . 9 3 . 6 1 . 4 0 . 8 6 0 . 9 2 0 . 7 8 0 . 7 3 0 . 7 0

6 2 . 0 4 . 3 1 . 4 0 . 8 6 0 . 9 3 0 . 7 7 0 . 7 1 0 . 6 8

8 2 . 3 5 . 6 1 . 4 0 . 8 7 0 . 9 3 0 . 7 5 0 . 6 8 0 . 6 4

r = 0 . 9 5 σ = 0 . 1 1０ ０
２

B t / t B B r r R [選 ] R [１ ] R [分 ]２ １ １ ２ １ ２

2 1 . 3 1 . 7 1 . 2 0 . 9 2 0 . 9 3 0 . 9 0 0 . 9 0 0 . 9 0

3 1 . 6 2 . 5 1 . 2 0 . 9 2 0 . 9 5 0 . 8 7 0 . 8 6 0 . 8 5

4 1 . 8 3 . 2 1 . 3 0 . 9 2 0 . 9 6 0 . 8 6 0 . 8 3 0 . 8 2

5 2 . 0 4 . 0 1 . 3 0 . 9 3 0 . 9 6 0 . 8 5 0 . 8 2 0 . 8 0

6 2 . 2 4 . 7 1 . 3 0 . 9 3 0 . 9 7 0 . 8 4 0 . 8 0 0 . 7 8

8 2 . 5 6 . 2 1 . 3 0 . 9 3 0 . 9 7 0 . 8 3 0 . 7 8 0 . 7 6

競 争 率 が 2よ り 大 き い 場 合 ， 表 よ り 以 下 の こ と が 読 み 取 れ る ．

( 1 ) 労 力 （ 受 験 生 の 延 べ 受 験 時 間 ） を 一 定 に と る な ら ば ， １ 回 の 試 験 で 入 学 者 を

決 め る よ り ２ 段 階 選 抜 （ 足 切 り ） 方 式 で 決 め た 方 が 正 確 で あ る ． 判 定 の た め の 労

力 を 足 切 り に よ っ て 境 界 付 近 の 受 験 生 に 集 中 す る か ら で あ る ． 正 確 度 と い う 判 断

基 準 か ら は 足 切 り は 正 し い 考 え 方 と 言 え る ． 分 離 分 割 方 式 に つ い て は ， 前 期 （ 後

期 ） 試 験 の 倍 率 や 試 験 量 の 配 分 比 を ど う 選 ん で も 同 じ 労 力 の ２ 段 階 選 抜 方 式 よ り

正 確 度 が 落 ち る ． 全 倍 率 が 大 き い ほ ど ２ 段 階 選 抜 方 式 と 他 の 方 式 （ １ 回 試 験 や 分

離 分 割 方 式 ） の 正 確 度 の 差 は 大 き く な り ， そ の 効 果 は 顕 著 で あ る ．

( 2 ) 最 適 の 足 切 り 倍 率 や １ 次 ・ ２ 次 試 験 の 試 験 量 の 比 は 倍 率 や 全 試 験 量 に 依 存 す

る が ， 足 切 り 倍 率 は か な り 大 き く と る の が 全 体 の 正 確 度 を 高 く す る ． 最 終 的 な 倍

率 が 2 - 8倍 で 各 次 試 験 の 精 度 が 比 較 的 良 い 場 合 の 計 算 結 果 に よ れ ば ， ２ 次 試 験 の 倍

率 は 2倍 を 越 え な い ． 全 倍 率 が 大 き く な っ て も ２ 次 試 験 の 倍 率 は 極 め て ゆ っ く り と

し か 大 き く な ら な い ． こ の 結 論 は 試 験 全 体 の 精 度 が 良 い ほ ど 顕 著 で あ っ て ， 試 験

の 精 度 が 高 く な る と ２ 次 試 験 の 倍 率 は 1に 近 く （ １ 次 試 験 の 倍 率 は 全 倍 率 に 近 く ）
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と る の が 適 切 に な る ．

( 3 ) １ 次 ・ ２ 次 試 験 の 試 験 量 の 比 は ２ 次 試 験 の 方 に 重 点 を お く の が よ い ． 即 ち ２

次 試 験 の 方 の 時 間 を 長 く と っ て 精 度 を よ く す る 方 が 正 確 度 が 高 い ． こ の 傾 向 は 全

倍 率 が 大 き い ほ ど ， 試 験 の 精 度 が 高 い ほ ど 顕 著 で あ る ． 全 倍 率 が 小 さ い と き は １

次 試 験 と ２ 次 試 験 の 試 験 時 間 （ 試 験 量 ） は ほ ぼ 等 し く と る の が よ い が ， 全 倍 率 が

上 が る に つ れ て ２ 次 試 験 の 相 対 的 な 量 が 増 え る ． 倍 率 が 高 く な る と 足 切 り に よ る

労 力 の 節 約 が 大 き く な る の で ， １ 次 の 精 度 を わ ず か に 下 げ て も ２ 次 の 精 度 を 大 き

く 改 善 で き る こ と に よ っ て 全 体 と し て の 正 確 度 が 向 上 す る か ら で あ る ． 試 験 の 精

度 に よ る が ， 全 倍 率 が 5 , 6倍 を 越 え る と ２ 次 試 験 と １ 次 試 験 の 量 の 比 が 2を 越 え る ．

競 争 率 が 2よ り 小 さ い 場 合 は 2よ り 大 き い 場 合 と は 逆 に ， 分 離 分 割 方 式 が 最 善 と

な る ． こ れ は ， 分 離 分 割 方 式 と ２ 段 階 選 抜 方 式 の 対 応 関 係 （ ３ 章 Ｃ 参 照 ） か ら 理

解 で き る ． 対 応 関 係 ( 3 . 2 0 )に よ り ，

1 / B→ 1－ 1 / B , 1 / B → 1－ 1 / B , 1 / B → 1－ 1 / B ,１ １ ２ ２

と 読 み 替 え れ ば ２ 段 階 選 抜 方 式 の 結 果 を そ の ま ま 利 用 で き る ． 上 記 表 の B , B ,１

B の 欄 を 読 み 替 え れ ば t / t , r , r は そ の ま ま 使 え る ． （ こ の と き 不 変 な の２ ２ １ １ ２

は 不 正 確 度 E = ( 1－ R ) / B な の で ， R は 読 み 替 え を 要 す る こ と に 注 意 ． ）

競 争 率 が ち ょ う ど 2の と き は （ 各 次 試 験 の 倍 率 及 び 試 験 時 間 配 分 を 適 切 に 選 ん

だ ） ２ 段 階 選 抜 方 式 と 分 離 分 割 方 式 は 正 確 度 が 等 し く ， １ 回 試 験 の 正 確 度 に 優 る

が ， そ の 差 は 僅 か で あ る ． 競 争 率 ２ の と き 諸 変 数 は 下 表 の 選 択 が 最 善 と な る ．

足 切 り 方 式 分 離 分 割 方 式

０ ２ １ １ ２ １ ２r t / t B B B B

0 . 9 1 . 2 1 . 6 1 . 3 2 . 7 4 . 8

0 . 9 5 1 . 3 1 . 7 1 . 2 2 . 4 6 . 6

６ ． 極 限 定 理

多 段 階 選 抜 方 式 の 正 確 度 に 関 し て 次 の よ う な 数 学 的 問 題 を 考 え る ： 多 段 階 選 抜

方 式 の 場 合 ， 段 階 数 Nを 増 や せ ば 正 確 度 は 1に 近 づ く だ ろ う か ， そ れ と も 多 段 階 選

抜 方 式 は 原 理 的 な 不 正 確 が あ っ て ， 段 階 数 を 変 え て も 正 確 度 は 1に 近 づ か な い だ ろ

う か ？ こ れ に つ い て は 次 の 数 学 的 事 実 が 証 明 で き る ： 全 倍 率 B ( > 1 )を 固 定 す る ．

信 頼 性 係 数 r （ 誤 差 σ ） と 足 切 り 点 C ( N ) を 共 通 に と っ た N段 階 選 抜 試 験 を 考 え

る ． こ の 時 N を 大 き く し て い く と 正 確 度 R は 1 に 近 づ く （ E = ( 1－ R ) / B は 0

に 近 づ く ） ． そ の 近 づ き 方 は ，

E ( N ) = bσ H ( d ) / x ( N ) + 高 次 項 （ 速 く 消 え る 項 ） , ( 6 . 1 )

で 与 え ら れ る ． こ こ で 定 数 b は ，

∞
b = ∫ e x p {－ e x p ( x ) } d x ,

－ γ

∞
γ =－ ∫ e x p (－ y ) l o g y d y ( E u l e rの 定 数 ) ,

0

で 定 義 さ れ ， x ( N ) は

x ( N ) / ( N－ 1 ) = H ( x ( N ) ) / ( 1－ G ( x ( N ) ) ) ( 6 . 2 )

を 満 た す 実 数 ． 関 数 H , G は ( 3 . 1 ) , ( 3 . 2 )で 定 義 さ れ ， d は 全 倍 率 B を 用 い て ( 3 .

9 )に よ っ て 定 義 さ れ て い る ． x ( N ) は ( 6 . 2 )で た だ 一 つ 決 ま る 正 数 で ， Nが 大 き い と

き の 漸 近 的 な 振 舞 い は

1 / 2
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x ( N ) = ( 2 l o g N ) + （ N→ ∞ で 消 え る 項 ） , ( 6 . 3 )

で 与 え ら れ る ．

( 6 . 1 ) , ( 6 . 3 )よ り E ( N )→ 0 で あ る か ら 多 段 階 選 抜 方 式 に は 原 理 的 な 限 界 が な い

こ と が 分 か る ． 試 験 の 回 数 N を 大 き く す る と E ( N ) が l o g N の 平 方 根 に 反 比 例

し て 小 さ く な る こ と も 分 か る が ， こ れ は 中 心 極 限 定 理 （ N 回 の 試 験 の 平 均 点 で 合

否 を 決 定 す る 場 合 に 対 応 ） と 比 べ る と 大 変 遅 い ． 中 心 極 限 定 理 で は N の 平 方 根 に

反 比 例 し て 誤 差 が 小 さ く な る こ と が 知 ら れ て い る ． な お ， 問 題 で 足 切 り 点 C を 共

通 に と っ た の は ， ４ 章 Ｂ に よ っ て r が 共 通 の 時 は 足 切 り 点 を 揃 え る の が よ い こ と

が 分 か る か ら で あ る ．

以 上 の 結 果 は ( 3 . 9 ) , ( 3 . 1 1 ) , ( 3 . 1 3 )よ り 得 ら れ る

2 － 1 / 2
1 / B = ∫ e x p (－ x / 2 ) d x ( 2π ) ,

x > d

2 N － 1 / 2
1 / B = ∫ e x p (－ x / 2 ) [ G ( { C ( N )－ x } /σ ) ] d x ( 2π ) ,

2 N － 1 / 2
E ( N ) = ∫ e x p (－ x / 2 ) [ G ( { C ( N )－ x } /σ ) ] d x ( 2π ) ,

x < d

及 び ， 直 接 数 学 的 に 証 明 で き る

N
l i m G (－ x ( N )－ x / x ( N ) ) = e x p {－ e x p (－ x ) } ,

N→ ∞

を 用 い て 導 か れ る ． な お ， 足 切 り 点 C ( N ) の 漸 近 形 は

2 2 2 0
C ( N ) = (σ x ( N )－ d ) + 2γ σ + o ( N ) , C ( N ) < 0 ,

と な る ． N→ ∞ で C ( N )→ － ∞ と な る の は 一 つ 一 つ の 試 験 で は 少 し ず つ 裾 野 だ け

を 落 と し て N 回 全 体 で 最 初 に 設 定 し た 倍 率 に 至 る か ら で あ る ．


