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Recursion

wn+1(x) =

∫ ∞

x

wn(x′)2 dx′, x > 0, n = 0, 1, 2, · · · , (1)

と w0(x) = x−1 + o(x−2), x → ∞, を満たす初期データ w0によって定義される
関数列 wn : R+ → R, n = 0, 1, 2, · · ·, は，常微分方程式 w′(x) = −w(x)2 の解
w(x) = x−1の逐次近似法による近似列を与える．w0が有界ならば，近似列 {wn}
は x = 0の近傍で増加する．この増大がスケール極限 w̄(x) = lim

n→∞
q−1
n wn(q−1

n x)

を持つか，という問題を考える．x = 0での増加の様子を考えると， qn = wn(0)

と選ぶのが素直なので，以後，数列 {qn}はこのように決める．x = 0が動く特異
点（方程式にはない特異点が解には現れる）であることがスケール極限の存在へ
の興味を引き起こす．
次の定理はスケール極限が存在するw0の例を与える．b > 2に対して，

w0(x) =
1

x
(1 − e−x) − 1

xb
γ(b, x), x � 0, (2)

とおく．ここで γ(b, x) =

∫ x

0

yb−1e−ydy は不完全ガンマ関数．w0(x) = x−1 +

O(x−b), x → ∞, に注意．ρ = 1.26 · · · は 2e log ρ = ρ < eを満たす唯一の正数．

定理 1 2 < b < (log ρ)−1とし，wn, n = 0, 1, 2, · · ·, を， (1)と (2) で定義され

たものとする．このとき，スケール極限 w̄は存在し，w̄(x) =

∞∑
k=0

(−1)kαkx
k と

α0 = 1, αk =
1

krk+1

k∑
j=1

αk−jαj−1, k = 1, 2, 3, · · ·, によって与えられる．ここで，

r = lim
n→∞

qn+1

qn
> 1は r = r(b) := (b/2)1/(b−1)で与えられる． �

定理 1の証明の鍵は

fn+1(y) =
1

y

∫ y

0

fn(y′)fn(y − y′) dy′, y � 0, n = 0, 1, 2, · · · . (3)

で与えられる（非線形非局所的な）recursionの ‘propagating single layer solutions’

の存在である．b > 2とし，f0(y) = max{1− yb−1, 0}, y � 0, から (3)によって帰
納的に関数列 fn, n = 0, 1, 2, · · ·, を定義する．このとき y � 0の各点で fn(r(b)ny)

は nに関して非減少で，従って極限関数 lim
n→∞

fn(r(b)ny) = f̃(y)が存在する．



定理 2 (i) f̃(y) = 1, y � 0, （恒等的に 1）または (ii) Q :=

∫ ∞

0

f̃(y) dy < ∞,

（可積分）のいずれか一方のみが（bに依存して）成り立つ．さらに b < (log ρ)−1

ならば (ii)が成り立つ． �

ラプラス変換wn(x) =

∫ ∞

0

e−xyfn(y) dyによって (3)から (1)を得る．

次の結果は，スケール極限が存在するための bによらない十分条件であり，定
理 2とともに定理 1を証明する．Cを，w̄(0) = 1を満たす整関数 w̄でそのマク

ローリン展開 w̄(z) =

∞∑
k=0

(−1)kakz
k について各 ak が非負かつ w̄(x) > 0, x > 0,

および w̄(x) = x−1 + o(x−2), x → +∞, を満たすものの集合とする．

定理 3 w̄0 ∈ Cとし，w̄n+1(z) =
1

rn

∫ ∞

z/rn

w̄n(z′)2 dz′, rn =

∫ ∞

0

w̄n(z′)2 dz′, によっ

て Cの列を定義する．もし極限 r = lim
n→∞

rn > 1が存在するならば，w̄nはCで広

義一様収束し，極限 w̄(z) =

∞∑
k=0

(−1)kαkz
kは定理 1で与えた形になる． �

Sibuya–Itoh(1987)は，長さ1の棒 (X0 = 1)から始めた random sequential bisec-

tionの第n段階の2n個の破片の最長の長さXnの逆数の分布fn(y) = P[ 1/Xn > y ]

が (3)とf0 = χ[0,1]で与えられることを注意した．対応するのはw0(x) =
1

x
(1−e−x)

である．

定理 4 r = lim
n→∞

qn+1

qn
> 1が存在すれば r = ρとして定理 3の結論が成り立つ．�

極限 r が存在すればより弱い lim
n→∞

q1/n
n に等しいが，後者は Biggins(1977), De-

vroye(1986)により lim
n→∞

X−1/n
n = ρ, a.s., が分かっていたことから定理 4を得る．

なお，w̄は不完全ガンマ等 extreme value distributionsに現れる分布ではない．
数値計算によれば，この場合 qn ∼ 0.666 n0.407ρn，特に r = ρとしても定理 2の

ような単純な ρnではスケールしないこと (Q = ∞) を示唆する一方，定理 3の仮
定は成り立つように見える（のでスケール極限が存在することは示唆される）．
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