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非負係数多項式の勾配が定義する写像の，第 1象限R
2
+のある不変部分集合にお

ける，固定点の唯一存在が（正値性に基づいて）証明できる十分条件を考察した．

定理 1 W (x, y) = a x3 + b x4 + f5 x5 + f6 x6 + (3 a x2)2y + g5 x5y + h3 x3y2 +

h4 x4y2 +n3 x3y3 +a24 x2y4 +a05 y5 +a15 xy5 +a06 y6, で定義される，12個の非負
係数（ただし a > 0）を持つ多項式W : R

2
+ → R+ について， (X, Y ) = grad W

とおくとき，R(x, z) = X(x, x2z)2 − Y (x, x2z) が z, 1− z, xの非負係数多項式に
なっているとする．
このとき grad W の不変集合Ξ = {(x, y) ∈ R

2
+ | 0 < y � x2} に固定点 (xf , yf)

がただ一つある． �

定理の条件を満たす 2次元写像 (X, Y )の例として，3および 4次元 gasket上の
restricted self-avoiding pathsのくりこみ写像（を適切に変数変換したもの）が
ある．
不等式（正値性）で条件付けられた写像の，（非線形な）不等式で定義された領域

内での固定点の唯一性の証明はうまい方法がないようである．（しかし，gasket上の
self-avoiding pathsのくりこみ写像の例では，(X, Y )の iterationが確率測度の母
関数列を表し，係数の正値性は確率の正値性に由来し，領域の形状は self-avoiding

という pathの非マルコフ性を意味する，という，それぞれ本質的な由来があり，
このような状況を扱う一般的な数学が望まれる．）手持ちの証明では上記のよう
な限られた多項式に対してのみ証明できたが，おそらくもっと広いクラスの写像
に対して唯一性が成り立つ．

予想 2 W : R
2
+ → R+が以下を満たすとする：

(i) W は 2変数多項式で，各項の係数は正で 3次以上．
(ii) Ξ = {(x, y) ∈ R

2
+ | 0 < y � x2}が (X, Y ) = gradW の不変部分集合であり，

Y (x, x2) < X(x, x2)2, x > 0．
(iii) W は，x3，および，ある n � 2に対して xnyという項を含む．
(iv) R(x, z) = X(x, x2z)2 − Y (x, x2z)は z, 1 − z, x, の非負係数多項式で，

R(x, z)

Y (x, x2z)
= O(x), x → 0, を満たす．ここでO(x)は z ∈ [0, 1]について一様

とする．

このとき，grad W は Ξにただ一つ固定点を持つ． �

固定点の存在は容易である．



定理 3 予想 2の仮定の下で写像 (X, Y )の固定点が Ξに存在する． �

もちろん，固定点の存在はもっと少ない仮定で成り立つが，一意性はある程度の
仮定を要すると考えられる．仮定の意味は，yは x2に「近い」，ということ，Ξ

が不変部分集合である，ということと，簡単のために，Ξの境界には（自明の原
点を除いて）固定点が無いことの保証，ということである．

　Wε(x, y) =
1

3
x3 + x4y + εy6は 0 � ε � 8/3

のとき，定理 1の仮定を満たす簡単な例にな
る．ε = 0のとき原点を除いて第 1象限には
gradW の固定点が 1個，0 < ε < 18.3487 · · ·
では 3個ある．固定点の 1個は Ξ内にあって
εを変えてもあまり動かない．残り 2個は εを
増やすと yの大きいところから下って，うち
1個は ε = 9.79 · · ·でΞの内部に入る．すなわ
ち，固定点の唯一性が成り立つには，Ξへの
制限も，Rが非負係数であること（そのこと
から ε � 8/3の上限が得られる）も意味があ
る．その意味で予想 2の条件は不自然ではな
い（と信じたい）．
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