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フラクタル上の確率過程における

くりこみ群の視点

服 部 哲 弥 名古屋大学大学院

多元数理科学研究科

０．序．

講演者はフラクタルの上のいくつかの確率過程とその周

辺の研究に関わってきた．

• Sierpiński gasketおよび abc-gasket上の漸近一次元拡散の構

成および，Sierpiński gasketと Sierpiński carpetにおける非等

方拡散の等方性の回復 [17, 26, 27, 24, 25]．

• d次元 Sierpiński gasket上の self-avoiding walkの漸近的性質と

self-avoiding process の構成 [11, 12, 13, 16, 31]．

• Rおよび Sierpiński gasket上のBrown運動と self-avoiding process

を連続的に内挿する self-repelling processの構成 [30]．

これらの確率過程は著しく異なる性質を持つが，その

発見は一つの視点を手がかりにしてなされた．一見著し

く異なる発見を一つの視点から導けるならば，そこに一

つの数学的手段があることを期待させる．この視点を，仮

にくりこみ群力学系の軌道解析ということにする．くり
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こみ群は統計力学および場の量子論の理論物理学の分野

で極めて多くの研究がなされた概念と計算手法を総称す

る用語である．しかし，くりこみ群なる解析手段の，満足

な数学的定義はまだない，というのが講演者の認識であ

る [15]．逆に言えば，ここに，これまで気づかれなかった何

かがあるかもしれない．

この講演では，くりこみ群とは，無限自由度系の解析の

一手段であって以下の性質を持つもの，と (不十分ながら)

しておく [28]．

(i) 距離空間に値を取る確率過程 (path上の測度)の距離空

間のスケール変換に対応する変化 (測度空間の上の力

学系)を「適切な」パラメータ空間上の力学系として表

現すること．

(ii) 元の問題から決まる初期条件 (canonical surface)からの軌

道が大局的に「素直」なこと．

(iii) 軌道の固定点への収束または固定点近傍の線型化が

確率過程の漸近的性質を与えること．

（第１点について，対象が広げられることをこの文書の最

後に触れる．）

以下では，最初に列挙した研究からいくつか概要を説
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明し，それらを導く際の手がかりとなったくりこみ群とい

う視点について説明したい．

１．R上の self-repelling process．

原点から出発して Z上を動く 1次元 simple random walk Xn,

n ∈ Z+, は連続極限 (スケーリング極限) lim
ε↓0

εX[t/ε2] が存在し

て，原点から出発するブラウン運動になる．

Simple random walkはマルコフ性を持つ，即ち，過去に通っ

たかどうかに関係なく，次の時刻には，今いる場所の両隣

の整数点に等確率で移る．この点での反対の極端として，

過去に通った点は通らない，という条件を付け加えた path

，または，その上に supportされた測度，を self-avoiding walk

という．原点から出発する Z上の self-avoiding walk は，左ま

たは右にまっすぐ進むものしかない．そのスケーリング極

限 self-avoiding process は等速度直線運動である．

Walk やそのスケーリング極限としての process の sample

pathの重要な性質に，「path のギザギザの度合い」がある．

何らかの意味で walk Xn について |Xn| ≈ nγ, n → ∞ (または

連続極限 X(t) について |X(t)| ≈ tγ, t ↓ 0) と書けるときの γ

がそれを表す．1/γ は walk (path) dimensionと呼ばれる．Walk

の mean square displacement E[ |Xn|2 ] ≈ n2γ，連続極限 lim
ε↓0

εγX[t/ε]
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が自明でない連続確率過程になるための指数 γ，path のハ

ウスドルフ次元や Hölder連続性のmodulus，などを与える．

Simple random walk (ブラウン運動)では γ = 1/2であり，等速

度直線運動では γ = 1 である．両者を内挿する walk (process)

の族は研究されてきた（例えば，[9, 22, 23]）が，これまで

γ を連続的につなぐものは見つかっていなかった．我々は，

この問に肯定的に答えることができた．

定理１．C を w(0) = 0, lim
t→∞

w(t) = 1を満たす連続関数 [0,∞) →

R の集合とする．C上の確率測度の族 Pu, u ∈ [0, 1], であって

以下を満たすものが存在する．

(i) P1 は原点から出発して 1 で吸収した 1次元ブラウン運

動で， +1 を −1 より先に hitするという条件をつけた

もの．

(ii) P0 は原点から出発して 1 で止まる等速直線運動に集

中した分布．

(iii) u ∈ [0, 1]に対して Pu は弱収束の意味で uについて連続．

(iv) u ∈ [0, 1] に対して連続な γ = γu < 1 が存在して，各 u 毎

に以下が成り立つ．

(a) 任意の正数 M と γ より小さい任意の正数 γ′ に対し
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て確率 1 で b = b(w), H = H(w) が存在して，

|w(t+ h)− w(t)| � b|h|γ′
, t ∈ [0,M ], |h| � H.

(b) 任意の正数 p に対して正数 C1, C2 が存在して

C1 � lim
t↓0

t−pγEu[ |X(t)|p ] � lim
t↓0

t−pγEu[ |X(t)|p ] � C2 .

(c)正数 C3, C4 が存在して，確率 1 で

C3 � lim
t↓0

t−γ(log log(1/t))γ−1 X(t) � C4.

✸

定理１は，具体的な walk の族の連続極限を取って連続確

率過程を構成して証明した．連続極限による確率過程の

構成は，直感的には，あるスケールの構造 (ギザギザ)まで

を考慮に入れた後，次の細かさの構造を追加していく，と

いうことである．ある歩幅の path に対して，その一歩一

歩を一段細かい歩幅の path で置き換えることをくりかえ

すことで，連続かつ γ 	= 1なる確率過程を得る．

ある点に達するまでに要する歩数は歩幅を狭くすると

増えるので，時間を歩数で計ると極限で pathが自明になる

(動かない)．そこで，一歩の時間を小さくしながら極限を

とる．しかし，一歩の時間を急速に短くすると一気に遠
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くまで行ってしまって，極限で pathの連続性が失われる (連

続関数上の確率測度として弱収束しなくなる)．歩幅を狭

くすると同時に一歩の時間を適切に短くしながら極限を

取らないといけない．このため，path の歩数の分布が path

の細かさを増やすときどう変化するか（漸近的な振る舞

い）が問題のかなめである．

話を具体的にするために，以下の条件を満たす w ∈ C の

集合（歩幅 2−n の paths）を Wn とおく．

(i) −1を hitせず 1を hitしたら止まる．

(ii) 整数時刻 i ∈ Z+では，止まるまでは |w(i+1)−w(i)| = 2−n

を満たす 2−n
Z上の path (w|Z+ : Z+ → 2−n

Z) である．

(iii) 非整数時刻では w(i) と w(i+1) の線型内挿 (等速度運動)

になっている．

歩幅の変化と歩数分布の変化の対応をみるために， Wn

と Wn+1 を次のように対応させる．w ∈ Wn の各一歩 w(t),

t ∈ [i, i + 1], に対して，W1 の pathを一つとって空間的に 2−n

倍し，0, 2−n がそれぞれ w(i), w(i + 1) に移る線型写像で移

した path vi を考える．各 i ∈ Z+ に対して w(t), t ∈ [i, i + 1],

を vi で置き換えると Wn+1 の pathを得る．この対応は一対

一なので，path w の総歩数を L(w) とおくと，その母関数
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Φ1,n(z) =
∑

w∈Wn

zL(w) は recursion

Φ1,n+1(z) = Φ1,n(Φ1,1(z))), n ∈ Z+, (1)

を満たす．

Φ1,1 は W1 の数え上げによって

Φ1,1(z) =
z2

1− 2z2
(2)

となる．(1) と (2) が全ての path を平等に取り入れた場合の

歩数の母関数を定める．

Path を self-avoiding なものだけに制限すると，R上では 0

から 1 への等速度運動だけだから，対応する母関数 Φ0,n は

(2) の代わりに

Φ0,1(z) = z2 (3)

を満たす． Φ0,n も (1) と同じ形の recursion

Φ0,n+1(z) = Φ0,n(Φ0,1(z))), n ∈ Z+, (4)

を満たすことは容易に分かる．

漸化式 (1), (4) は，pathを歩幅 2−n 単位でみた Wn と 2−n−1

単位で見た Wn+1 の関係，即ち，長さを半分にするスケー

ル変換に対する path集合の変化，を歩数の母関数の変数

の上の写像 Φu,1 で表現している．すぐ説明するように，
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Φu,1 の固定点 (Φu,1(xu,c) = xu,c > 0 なる xu,c）とそこでの微分

λ = Φ′
u,1(xu,c) が path の漸近的性質と連続極限のとりかたを

決める．その意味で (4)や (1)がこの問題におけるくりこみ

群である．

この時点では Φu,n と確率過程の対応をまだ説明してい

ないが，ひとまず Φ1,n が random walk とBrown運動に対応し，

Φ0,n が self-avoiding walk と等速度運動に対応することを認め

てもらう．そうすると両者を内挿する，即ち，定理１を得

る，ためには，くりこみ群 (1), (4) を一般化した

Φu,n+1(z) = Φu,n(Φu,1(z))), n ∈ Z+, (5)

を 0 � u � 1 に対して要請した上で (3) と (2) を内挿すれば

よさそうにみえる．それを実現するのはやさしい．

Φu,1(z) =
z2

1− 2u2z2
, 0 � u � 1. (6)

そして，実際にこれが定理１の path measureの族を与える．

こうして，これまで研究が複数あったにもかかわらず誰も

見つけることのできなかった確率過程の族を，(3) と (2) を

内挿する (6) を見つけるだけで発見することができた．く

りこみ群 (5)を第一原理として守ったことが成功の本質で

ある．
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くりこみ群から得られた Φu,n を確率過程の言葉に翻訳

する作業が残っている．このために次の事実に注意してお

く [30], [32, §4,§B]．

命題２．ck � 0, k = 2, 3, 4, · · ·, に対して

Φ1(z) =
∞∑

k=2

ckz
k (7)

の収束半径は正で， c2 > 0 以外にも正のものがあるとす

る．Φ1 の正の固定点を xc

Φ1(xc) = xc > 0

とし，λ = Φ′
1(xc) とおく．このとき (5) で定義された Φn につ

いて ∫ ∞

0

e−sξpn(dξ) =
1

xc

Φn(e
−λ−nsxc)

で定まる R+上のボレル確率測度 pn は，n → ∞ で R+上の

ボレル確率測度 p∗ に弱収束する．p∗ は (ルベーグ測度に対

して)密度 ρ を持つ．ρ の support は R+ に一致し，遠方で指

数関数的に decayする． ✸

命題２の仮定が成り立ち，さらに， w ∈ W1 に対して非

負実数 d(w)が存在して (7) の ck が ck =
∑

w∈W1; L(w)=k

d(w) と書け

るとき，

P1[ w ] = d(w)xL(w)−1
c , w ∈ W1, (8)
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で C上の確率測度を定義すると，(5) と整合するようにWn

上に supportされた Pn が帰納的に定義できる．命題２によっ

て， Pn[ dw ] の下でのw(λnt) の分布は n → ∞ のとき C上の

確率測度に弱収束し，極限測度の path の性質を決める γ は

γ =
log 2

log λ
(9)

で与えられる [30]．例えば，u = 1の場合は (2)から xc = x1,c =

1/2，λ = λ1 = 4， γ = γ1 = 1/2 となり，simple random walk とそ

の極限のBrown運動に対応している．

命題２の仮定にパラメータ u に関する連続性や一様性

の仮定を追加すると γ = γu の連続性等が保証される．こ

れらを経由して (5) と (6) から定理１を得る．

２．Sierpiński gasket上の self-avoiding walk．

前節では，くりこみ群の固定点に対応する walk を考察

したので，くりこみ群力学系の解析としては自明 (0次元

空間上のくりこみ群)であった．大局的な軌道解析を要す

る場合として Sierpiński gasket上の self-avoiding walk の漸近的

性質の話に転じる．

O = (0, 0), a = (1
2
,
√

3
2
), b = (1, 0), とおき，三角形 Oab の辺と

頂点上の点の集合を F0 とおく．F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · を帰納
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的に，

Fn+1 = Fn ∪ (Fn + 2na) ∪ (Fn + 2nb), n = 0, 1, 2, · · · ,

で定義する． Fn たちを有限 pre-Sierpiński gasketと呼び，F =
∞⋃

n=0

Fn を (無限)pre-Sierpiński gasket という．また，
∞⋃

n=0

2−nFn の

閉包 F̃ を有限 Sierpiński gasketという．

Self-repelling process の 構成 (定 理１)は 有限 Sierpiński gasket

の上でも，Rのときとほぼ同様に可能である [30]．ところ

で，その両極端，Brown運動と self-avoiding processはどちらも

Sierpiński gasketと R では著しく異なる．中でも self-avoiding

process は R 以外では自明でない．

Self-avoiding walk および self-avoiding processは，フラクタル

上に限らず，random walk やBrown運動に比べて難しい．Self-

avoiding walkは過去に通った点は通らないという制約条件

のため，マルコフ性を欠くからである．無限に細かい構

造を持つ self-avoiding process は存在するかどうか自体が，特

に低次元空間で殆ど知られていないが，Sierpiński gasketお

よび 3次元 Sierpiński gasketでは存在する．

定理３．C を w(0) = 0, lim
t→∞

w(t) = a を満たす F̃ 上の連続関数

の集合とする．このとき C上のボレル測度 P で以下を満

たすものが存在する．
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(i) a を hitす る 前 は P -確 率 1 で self-avoiding (t 	= t′ な ら ば

w(t) 	= w(t′))．

(ii) P -確率 1で {w(t) | 0 � t < ∞}のHausdorff次元は 1 より大．

✸

一般に高次元Sierpiński gasket上の self-avoiding walkのくりこ

み群は高次元空間上の力学系になるが，定理３のHausdorff

次元は，くりこみ群のある不変領域の中の唯一の固定点

におけるヤコビ行列の最大固有値 λ から (9) によって得ら

れる γ を用いて， 1/γ になる．Hausdorff次元が 1より大きい

ということは無限に細かいぎざぎざがあることを意味す

るが，くりこみ群ではこのように，ぎざぎざの様子がヤ

コビ行列の最大固有値として自然にとらえられる．

定理１における (5) と同様，定理３の証明も，対応する

self-avoiding walkのくりこみ群に基づいて，命題２ (の高次

元拡張)を経由して行う [12, 16]．

Walk の連続極限として連続確率過程を構成することは，

walk の歩数が大きいときの漸近的性質に対応する．

定理４．無限 pre-Sierpiński gasket F を構成する単位正三角

形の頂点たちの集合を G とおき，原点から出発する self-

avoiding walk w : Z+ → G で，各時刻毎に前の時刻の隣の点
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に移るものの集合を W (0) とする．正整数 k に対して，W (0)

の要素 w で総歩数 L(w) = k のものの上の一様分布を Pk と

書く．このとき

lim
k→∞

(log k)−1 log EPk
[ |w(k)|sγ ] = s, s ∈ R．

ここで γ は定理３の説明で言及した γ である． ✸

定理４はmean square displacementの指数が γであることを意

味し，Sierpiński gasketで成り立つ [11, 13]他に 3次元 Sierpiński

gasketで も 成 り 立 ち [16]，ま た ，4次 元 Sierpiński gasket上 の

restricted modelでも成り立つ [31]．

定理３はくりこみ群の (適切な)固定点が見つかれば証明

可能だが，定理４はくりこみ群の大局的な軌道解析が本

質的である．このことを説明するために，Sierpiński gasket

上の self-avoiding walk のくりこみ群を簡単に紹介する．

1つの三角形の通り方は 1歩で通り抜けるか折れ曲がって 2

歩で通るか 2通りである．Fn の O から 2naまでの self-avoiding

walk のうちで 2nb を通るものと通らないものの集合をそれ

ぞれ Wn,1, Wn,2 とする．Path w に対して，単位三角形のう

ち 1歩で通り抜けるものの個数を s1(w), 2歩で通り抜ける
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ものの個数を s2(w) とし，その結合母関数を

&Φn = (Φn,1,Φn,2); Φn,i(x, y) =
∑

w∈Wn,i

xs1(w)ys2(w), i = 1, 2,

とおく．Fn の各単位三角形を F1 と合同な図形で置き換え

れば 2−1Fn+1 が得られることから，(5) を多次元にした

&Φn(&z) = &Φn−1(&Φ1(&z)), &z = (x, y), (10)

を得る．これがこの問題のくりこみ群である．&Φ1 は具体的

に数えると，

&Φ1(x, y) = ((x+ y)2 + x2(x+ 2y), (x+ 2y)xy). (11)

総歩数L(w)を固定したときの振る舞いはL = s1 +2s2の母

関数の振る舞いから Tauber型の定理を経由して得られる

から，y = x2 とした Φn,i(x, x
2) =

∑
w∈Wn,i

xL(w) を調べたい．（こ

の場合の {(x, y) ∈ R+
2 | y = x2} ⊂ R+

2 のような，調べたい部

分集合を canonical surfaceという．）

他方 &Φ1 の，第１象限における原点以外の固定点は (11)

から &xc = (
1

2
(
√
5 − 1), 0) なので，canonical surface の上にはな

い．従って，self-avoiding walkの漸近的性質を調べるために

は，(10)で定まる力学系の軌道のうちで，canonical surface

から固定点 &xc に向かうもの (critical surface)を探す必要があ
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る．この意味で固定点だけではなく大局的な軌道解析が

必要である．

d次元 Sierpiński gasketの場合，対応するくりこみ群の固

定点はR+
[d/2]上のくりこみ群の固定点として与えられる．

Self-avoiding walkの漸近的性質が次元 d によって著しく異な

ると考えられていることから考えればくりこみ群が d に

よって大きく変わることは不思議なことではないけれど

も，self-avoiding walkは，random walkと異なり，Sierpiński gasket

における結果の高次元 Sierpiński gasketへの一般化が極めて

困難であることを示唆する．

くりこみ群の軌道の振舞いから self-avoiding walk の振舞

を得るのは短い話ではないが，最近，d次元 gasket上の self-

avoiding walk が定理４の漸近的性質を持つための十分条件

をくりこみ群の言葉（ある不変部分空間における固定点

の存在と canonical surfaceからの軌道の収束，および若干の

技術的条件）で記述することができた [31]．Self-avoiding walk

の漸近的性質の問題を，くりこみ群の大局的軌道解析の

問題と，walkの漸近的性質への翻訳の２つの問題に分離

し，後者については解決したことになる．裏返せば，高次

元 Sierpiński gasket上の self-avoiding walkの性質が空間次元 dに
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強く依ることは，くりこみ群が dによって大きく変わるこ

とを示す．この意味でくりこみ群の軌道解析が self-avoiding

walk の次元依存性の本質であることが分かった．

３．Sierpiński gasket，Sierpiński carpet上の非等方拡散の

等方性の回復．

マルコフ性を持たない確率過程におけるくりこみ群の

役割を強調したが，フラクタル上では拡散過程において

も，くりこみ群の大局的軌道の解析が重要な現象がある．

漸近一次元拡散の存在，および，それと表裏一体の関係

にある非等方拡散の等方性の回復という現象の発見につ

いて説明する．

フラクタル上の拡散過程の研究ではこれまで対応する

くりこみ群の固定点に対応する random walkの連続極限と

して得られるものが主に考察されてきた．この場合，元の

フラクタルの部分図形だけにしか遷移しない（例えば左

右方向への遷移のみが許される）random walkに対応する

固定点では，元のフラクタル上の拡散とは言えない．こ

のため，固定点に対応する random walkが十分いろんな方

向への遷移を可能にする条件（非退化固定点であること）

が必要である．よく用いられる nested fractalというフラク
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タルの族は，random walk に対応するくりこみ群に非退化

固定点が存在するための十分条件を満たす族として定義

された．

ところで，退化固定点が不安定な固定点ならばそれに

基づいてフラクタル全体に広がる拡散が構成できる．払

うべき費用は自己相似でないということだけである．こ

の拡散を漸近一次元拡散と呼ぶ [17]．

各頂点で，水平 (x軸に平行な)方向に比べて各斜め方向へ

の遷移確率が r倍であるような pre-gasket F 上の random walk

を考える．例えば水平方向の辺が 1本，斜め方向の辺が 3本

集まっている頂点では水平方向への遷移が確率 1/(1 + 3r)，

その他の方向へは確率 r/(1 + 3r)で起こる．これらに基づ

いて F1 で 2a を最初に hit する確率と 2b を最初に hit する確

率を計算し，その比をとることで，相対確率 rn の recursion

として，

rn+1 = f(rn), f(r) =
4r + 6r2

3 + 6r + r2
, (12)

を得る．f の非負固定点 f(r) = r � 0 は 0 と 1 である．r = 0

は直線に沿っての simple random walkに対応し，r = 1 は等方

的な random walkに対応する．また，(12)から r0 > 0 ならば

lim
n→∞

rn = 1となること，即ち大きな距離で眺めると等方性が
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回復することが分かる．他方，連続極限を取るときは，細

かい構造を見るので，上記を逆に解いて得られるくりこみ

群の無限逆軌道が必要であるが，n → −∞で rn = O((3/4)−n)

のように固定点に近づく逆軌道が存在する．（(12) は (5) や

(10) のような母関数に対する recursion ではない．母関数に

対する recursionを書くためには，多次元空間の上の写像を

考えないといけない [27]ので，簡単のために recursionが 1次

元になる相対遷移確率について説明した [17]．）

等方性の回復現象は一様な空間R
dにはない，新しい現

象である [24]．また，Sierpiński gasket だけでなく， Sierpiński

carpet と呼ばれるフラクタルでも lim
n→∞

rn が初期値 r > 0 に

よらない正定数で上下から bound できることが分かってい

る [25]．（Sierpiński carpet では対応するくりこみ群が無限次元

になるので問題は難しくなるが，非退化固定点の付近で

重要になる部分空間にくりこみ群の recursionを射影して得

られる不等式を立てることで結果を得ることができる．）

このように問題をくりこみ群力学系の軌道解析として

formulateすることで，系固有の特徴的な現象を見抜くこと

ができる．しかも，単に Sierpiński gasket に固有の方法では

なく，普遍性がある．
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４．4次元 hierarchical Ising modelの臨界軌道の存在．

くりこみ群の軌道解析が有効なのはフラクタル上の確

率過程だけではない．元々，くりこみ群の描像は，スピン

系の統計力学から始まったが，その分野でもくりこみ群に

基づく数学的な解析が行われてきた．この分野に関して

次の研究に関わった．

• 4次元 hierarchical Ising modelにおけるGauss測度に収束する

block spin変換軌道の存在 [29]．

フラクタル上の確率過程とスピン系の統計力学のように

全く異質な問題であっても，くりこみ群の大局的な軌道解

析が本質的であるという一貫した視点があることを紹介

したい．

集合 Λ を indexとする変数 (スピン変数) を ϕ = {ϕi | i ∈ Λ} ∈

R
Λ のように書く． R

Λ上の測度

ρ(ϕ)dϕ = e−
β
2
(ϕ,Cϕ)e−V (ϕ)dϕ

を考える． C は Λ× Λ の行列で，

(ϕ,Cϕ) =
∑
i∈Λ

∑
j∈Λ

Cijϕiϕj .

β > 0 は実パラメータ．
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Z
d 上 の 強 磁 性 ス ピ ン 系 の 平 衡 系 統 計 力 学 と 呼 ば れ る

モデルでは Λ ⊂ Z
d である．最も素朴なモデルの場合は，

Cij = 1 (|i− j| = 1), = 0 (|i− j| 	= 1)，かつ， e−V (ϕ) =
∏
i∈Λ

h(ϕi) と

とる．無限体積極限 Λ → Z
d における，大きなスケールの振

る舞い（例えば，i と j が大きく離れているときのE[ ϕiϕj ]

の振る舞い，などの意味）に興味がある．

h が， ±1 の付近に最大値を持つ場合を考える．この測

度の下での「典型的な」sample ϕ は， (ϕ,Cϕ) によって i と j

が近いときは ϕi と ϕj が近い値を持ち，遠くなれば相関は

小さい，と考えられる．β が大きいときは遠くまで値が近

い可能性が大きいが，β が 0 に近いと各 ϕi は殆ど独立であ

る．そこで途中のある値 βc で，「ϕi の値は遠くまで近いが，

全体としては異なる値が混在する」のが典型的な sampleと

なりうる．このような ϕ : Λ → R (configuration)として，「+の

海の中に大きな −符号の陸がいくつかあり，そのそれぞれ

の中にかなり大きな +符号の海があって，それが小さなス

ケールまで繰り返される」というフラクタル的な構造が

考えられてきた． βc の近くでは，あらゆるスケールの構

造を持つ configuration が典型的だろう．ここにくりこみ群

解析の可能性がある．
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スピン系のくりこみ群解析で標準的に行われるスケー

ル変換は block spin変換である．これは，正定数 a （波動関

数のくりこみ）とΛ′ ⊂ Λ でラベルされたΛ のブロック分割

Λ =
⋃

i′∈Λ′
Bi′

が与えられたとき，R
Λ′ × R

Λ 行列 B = (Bi′ i) を

(Bϕ)i′ = a
∑
i∈B i′

ϕi (13)

で定義すれば，

(Rρ)(ϕ′) = e−
1
2
(ϕ′,(RC)ϕ′)e−(RV )(ϕ′) =

∫
δ(ϕ′ −Bϕ) ρ(ϕ) dϕ (14)

で R
Λ 上の確率測度から R

Λ′ 上の確率測度への写像 R を考

えることである．

Z
d上のスピン系では，元の e−V が single site measureの直積

でも，e−RV はそうではなくなる（フラクタルとしてみた

ときに infinitely ramifiedであることに対応する）．一般に Z
d

上のスピン系のくりこみ群は非常に難しい．

(14)で直積測度が直積測度に写るモデルとしてhierarchical

model が知られている [1, 3, 4]．L を自然数， ΛL = {0, 1}L =

{i = (iL, · · · , i2, i1) | ik = 0, 1, k = 1, 2, · · · , L} とし，

(ϕ,Cϕ) = (ϕ,CLϕ) = −
L∑

n=1

( c
4

)n ∑
iL,...,in+1

( ∑
in,...,i1

ϕiL,...,i1

)2

,
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かつ， e−V (ϕ) =
∏
i∈ΛL

h(ϕi) ととったとき，hierarchical model と

いう．

Hierarchical modelについて，block spin変換 (13) として，

ϕ′
τ =

√
c

2

∑
i1=0,1

ϕτi1 , τ = (τL−1, ..., τ1),

を選び， RC = CL−1 とおくと，

Rh(x) ∝ exp(
β

2
x2)

∫
R

h(
x√
c
+ y)h(

x√
c
− y) dy, x ∈ R, (15)

を得る．ここで e−(RV )(ϕ′) =
∏
i∈Λ′

(Rh)(ϕ′
i) とおいた．このよう

に，hierarchical modelでは，くりこみ群はR上の測度の集合

の上の力学系に reduceする．

Hierarchical model の く り こ み 群 (15)は Gauss 測 度 hG(x) ∝

exp(−1

4
x2) を固定点に持つ．このときの Z

dの場合との対応

から，ϕ の normalization を β = c−1 − 2−1 で定めると c = 21−2/d

によって hierarchical model における d が決まる．

くりこみ群の軌道 hN = RNh0, N = 0, 1, 2, · · ·, の解析に関し

ては，特にGauss固定点 hG の近傍で詳細に調べられてきた

[3, 4]．他方，hG から離れた領域は，d = 3 における非Gauss

固定点の存在証明がある [18, 19]が，他にはほとんど分かっ

ていない．d � 4 では hG から離れた点から出発しても単位

分布以外に収束する軌道は hG に収束すると予想されてき
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た (triviality)．この問題に関して，次の結果を得た [29]．

定理５．s � 0をパラメータとする R上の測度の族

hI,s(x) =
1

2
(δ(x− s) + δ(x+ s)), (16)

を single site measure h とする hirarchical model (hierarchical Ising

model) について， d � 4 ならばある sc > 0 が存在して，(15)

のくりこみ群軌道RN (hI,sc) は N → ∞ のときGauss固定点 hG

に弱収束する． ✸

Hierarchical Ising measure は Gauss measure とは大き く異な

る．Hierarchical model において，ガウス固定点近傍の外側

からの大局的な軌道の厳密な追跡に成功したのは初めて

である．
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