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��� 	� お茶大 �
．

	�
 � と � はともに � 加法族だから � � � かつ � � �．故に � � � � �．即ち， � � � は空でない．

� � ��� ならば � � � かつ � � �．�� � は �加法族だから �� � � かつ �� � �．故に �� � ���．

即ち， ��� は補集合について閉じている．同様に �� � ���� � � �� �� � � �� とすると，
��
���

�� � � か

つ
��
���

�� � �．故に
��
���

�� � � � �．即ち， �� � は可算和について閉じている．以上より， �� �

は �加法族である．

	�
 � � ��� �� ��� � � ��� ���� ��� ������ � � ��� ���� ��� ����� とすると， � � � � ��� ���� ���� ��� ���

��� ����� である．� � � が � 加法族ならば有限和について閉じていなければならないが， ��� と ���

がともに ��� に入っているのに， ���� ��� � ��� �� は ��� に入っていない．よって �加法族では

ない．

��� 	� 千葉大 �
．

	�
 � は � の有限加法族だから � � �．故に 	 
 ���	�
 � �．即ち 	 は空ではない．���	�
 � 	 かつ

� � � とすると，	���	�

� � ���	��
 と � が補集合に関して閉じていることより ���	�
� � 	 とな

り， 	 は補集合について閉じている．同様に， � � �� � に対して ���	��
 � 	 かつ �� � � とすると，

�� � �� � � となり，他方， ���	��
 � �
��	��
 � ���	�� � ��
 だから， 	 は和集合について閉じて

いる．故に 	 は有限加法族である．

	�
 ��	� �
�

� � 	�
� は � 加法族

� ととればよい．

	�
 問題文の式の右辺の集合族を � とおく．�  ���� と 	�
 から 	  � を得るから，� が �加法族なら

ば， ��	� が 	 を包含する最小の � 加法族であることより，��	�  � を得る．� は， 	 を含んでいる

ことから空でなく，���� が �加法族であることに注意すれば 	�
 と似た議論で � が補集合と可算和に

ついて閉じていることが言えるので，�加法族である．

逆向きの包含関係，即ち， ��	� � � を言う．� � �� � ���� � ���	�
 � ��	�� とおく．	�
 より � � �

ならば ���	�
 � 	 だから � � �．従ってもし � が � 加法族ならば � は ���� を包含する．即ち，

� � ���� ならば ���	�
 � ��	� が成り立つので ��	� � � が成立する．あとは � が � 加法族であるこ

とを証明すれば良い．

� � � ならば ���	�
 � ��	� だから ��	� が � 加法族であることより 	�
 と同様の議論で �� � � にな

る．� が可算和について閉じていることも同様に言える．よって � は �加法族であるから，既に注意

したことにより，	�
 が成立する．

��� 	� 富山大 � �
．成立しない．例えば 	��� � �
 を実数 � � �上のルベーグ測度とし，� � �� �� �� � � �

に対して �� � ����
 � �� � � � � � �� � � とおくと，���� は単調減少で �	��
 � � かつ

���
���

�� �

��
���

�� � �．故に， ���
���

�	��
 �� だが �
�
���
���

��

�
� � である．

��� 	��� お茶大 �
．
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	�
 	 � �����	�
 � � � ��とおく．	 の定義から�に属する集合の列 ��� � � �� �� �� � � ��で ���
���

�	��
 �

	 となるものがある．
 �
��
���

�� が求める性質を持つことを証明する．� は可算和に関して閉じてい

るから 
 � � であり，従って 	 の定義から �	

 � 	 である．他方，任意の � に対して ��  
 だ

から，測度の単調性より �	

 � �	��
 が任意の � に対して成り立つことになるから �	

 � 	 でも

ある．故に �	

 � 	 である．

	�
 �	� � 
�
 � � となる � � � があると仮定する．� は可算和について閉じているから，有限和につい

ても閉じているので ��
 � � であり，測度の加法性から �	��

 � �	��
�
 � �	

 � �	

 とな

る（ここで �	�
 �� だから �	

 �� なので等号は生じないことを用いた）．これは 	�
 の 
 の定

義と矛盾する．よって � � � ならば �	� � 
�
 � � である．

背理法を陽に用いない別証明 	��������落合啓之先生
．　 � は可算和について閉じているから有限和

についても閉じるので， � � 
 � �� 測度の加法性と 	 および 
 の定義から

	 � �	� �

 � �	� �
�
 � �	

 � �	� � 
�
 �	 

	 � �	�
 ��だから両辺から	 を引けば � � �	��
�
を得るが，測度の非負値性から �	��
�
 � �

となる．

��� 	��� 九大 � 
．

	�
 � � � だから � は空でない．� � � ならば � � 	��
� または �� が高々可算集合だから，�� � �．

�� � �� � � �� �� � � �� ならば� 各 �毎に �� または ��
� が高々可算集合．全ての自然数 � に対して

�� のほうが高々可算集合ならば
��
���

�� が高々可算集合なので � に入る．そうでなければ ��
� が高々

可算集合になる自然数 � があるので

�
��
���

��

��
�

��
���

��
�  ��

� は高々可算集合となるからやはり

��
���

�� � � である．以上により � は空でなく，かつ，補集合と可算和に関して閉じているから � 加法

族である．

	�
 � は非可算集合なので � が高々可算集合ならば �� は非可算であり，�� が高々可算集合ならば � は非

可算になるので � は �上 !"��#$"%&"$．� の定義域 � が � 加法族であることは 	�
 で証明した．� が

非負で恒等的に無限大でないことは明らかだから，あとは可算加法性を示せばよい．

�� � �� � � �� �� � � �� が � �� � ならば �� � �� � � を満たすとする．�� たちが全て高々可算

集合ならば，
��
���

�� も高々可算なので
��
���

�	��
 � � かつ �

�
��
���

��

�
� � となって両者は等し

い．もしそうでなければ �� � � なので，ある自然数 � に対して ��
� が高々可算集合になる．故

に

�
��
���

��

��
�

��
���

��
�  ��

� も高々可算になって，�

�
��
���

��

�
� � である．� �� � とする

と， �� � �� � � なので ��  ��
� であるが，��� が高々可算集合なので �� も高々可算にな

る．故に � �� � ならば �	��
 � � である．��� が高々可算集合なので �	��
 � � であるから，
��
���

�	��
 � �	��
 � � � �

�
��
���

��

�
が成り立つ．以上により � の可算加法性が証明された．

��� 	� 大阪市大 '�
．� が �加法族になることは前問 	��� 九大 � 
 の 	�
 の証明がそのまま適用できる．

� が非可算集合ならば前問の 	�
 の証明がそのまま適用できて 	���� �
 は測度空間になる．逆に � � �� が

可算集合ならば � の定義から �	�
 � � となるので � は測度になり得ない．よって測度空間ならば � は非

可算集合でなければならない．
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�	� 	� 富山大 � ��
．仮定と有限加法性から，任意の � に対して � 	��
�
 � � � � 	��
 �

�

����
である．

これと有限加法性と劣加法性から � � �

�
��
���

��

�
� �

��
��
���

��

���
� �

�
��
���

��
�

�
�

��
���

�

����
�
�

�
．

これより求める不等式を得る．

�
� 	� 大阪市大 (�
．

	�
 � � ���� � � � � ����� � � �
�� � � � � 
���� とおく．

	)
 � � � であり， � が分割だから，各 � � � 毎に �  
 なる 
 � � がただ一つあるので，その 


を 
	�
 と書くことにする．�&* の定義から �  
 ならば �&*
���

�	�
 � �&*
���

�	�
 なので，�	 	�
 ��
���

�&*
���

�	�
�	�
 �
�
���

�&*
������

�	�
�	�
 �
�
���

�&*
���

�	�

�

� � ��

	�
 � 


�	�
．さらに�に属するどの二

つの集合も共通部分を持たないことと � の加法性を用いれば，�	 	�
 �
�
���

�&*
���

�	�
�	
�

� � ��

	�
 � 


�
．

ここで � が分割だから
�

� � ��

	�
 � 


� � 
 となるので �	 	�
 �
�
���

�&*
���

�	�
�	

 � �	 	�
 を得る．

�	 	�
 � �	 	�
 の証明も同様である．

	+
 可測分割 �� � に対して 	 � ����

 � � � �� �� � � � � ��� � � �� �� � � � � ��� とおくと 	 は � � 	 かつ

� � 	 となる可測分割である．定義より �	 		
 � �	 		
 だから，	)
 と合わせると �	 	�
 � �	 		
 �

�	 		
 � �	 	�
．

	�
 証明すべき式の左辺のほうが ��� をとる対象が広いので，右辺に比べて小さくなることはない．逆に，

かってな可測分割 � に対して，	�
	+
 と同様に � � 	 かつ � � 	 を満たす可測分割 	 をとると，

�	 	�
 � �	 		
 かつ � � 	 となるので，証明すべき式の右辺は左辺以上である．よって等号が成立する．

��� 	��� 大阪市大 (�
．ヒントのように �� � � �� �� �� � をとる．� が有限加法族であることは 	��� 九大

� 
 と類似の方法で証明できる．� � �� �� �� � � � に対して � 
 ��� だから，���� 


�
��
���

���

��
� ���．よっ

て ���� � �� � �． 	��� � �
 が確率空間になることも分かる．ヒントに与えた � � � に対して 
  �  �

かつ �	�
 � �	

 � � をみたす 
�� � � があるとすると，
� � �� � ��� �� �� � � �� だから 
� は無限集合

になるので 
 � � であるためには 
 が � を含まない有限集合でなければならない．
  � � ��� �� �� � � ��

だから，特に 
  ��� �� � � �� である．測度の単調性から �	

 � �	��� �� ,� � � ��
 � ��� � ��� � ��	 � � � � �

���	�� ���
�� �
�

�
．同様の計算で �	�
 �

�

�
だから �	�
 � �	

 � �	�
 � �	

 �

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
� �

となって矛盾する．ゆえに問題が主張する 
�� は取れない．

���� 	� 大阪市大 (�
．� � � に対して � 	���
 � � を満たす � � � が存在するような �  � を全て集

めた集合族を 	 とする．� � � ならば � � � ととれるので �  	．よって 	 が �加法族であることが言え

れば � � ���� が � を含む最小の �加法族であることから 	 � � となり，全ての � � � が求める性質を持

つことになる．あとは 	 が �加法族であることを証明すればよい．

� � 	 とし，� � � を任意に選ぶ．� 	���
 � � となる � � � をとると ��� � ����� だから

� 	�����
 � � 	���
 � �．� は有限加法族なので � � � ならば �� � � だから，�� � 	 を得る．

ゆえに 	 は補集合に関して閉じている．�� � 	� � � �� �� � � �� � �

��
���

�� とする．確率の連続性より，

�

�
� �

�
��
���

��

��
�

�

�
となる番号 � がとれる．�� � 	 だから � 	�����
 � � ����� となる �� � �
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が存在する．

�
��
���

��

�
�� 

��
���

	�����
 �

��
��
���

��

�
��

�
に注意すれば �

�
��

�
��
���

��

��
�

��
���

� 	�����
 ��

�
� �

��
���

��

�
� � を得る．故に � � 	．即ち， 	 は可算和に関しても閉じている．以

上により 	 が �加法族であることが証明された．


