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1. 積み上げた本の恨み
ウェブで見られるランキング（流行度の順位付け）という21世紀的な社会現象を，そ
の時間変化の理論的考察という切り口で紹介する．
現代の現象を後回しにして，理論の歴史に先に言及する．遡ること約半世紀Tsetlin

が（定常的なノイズの下の有限状態オートマトンの例として）机の上に積み上げた本
の塔から毎回必要な本を抜き出して参照を終えたら塔の一番上に置くという規則を記
している [18]．定常状態のあらわな公式を導いて，（期待されるとおり）たびたび参照す
る本ほど先頭近く（塔の上部）にいる確率が高いことを指摘した上で，その節の最後
を「机上の本が（せっかく使いやすい定常分布に落ち着いていたのに，片付けられて）
順番に並び直されたときのがっかりを説明するかもしれない」という文で締めていて，
かつて自分の勉強机という聖域を侵された鬱憤を晴らすために選んだ例に見える．
本の電子化が進んだ半世紀後の現在，Tsetlinの積年の恨みと積ん読の擁護にぴんと

来ない世代も増えているかもしれないが，先頭に跳ぶ規則 (move-to-front rule)と名付
けられたこの規則は20世紀終盤に計算機のデータの動的配置（計算実行時の使用状況
に応じたデータの記憶装置内の配置）のアルゴリズムの1つとして研究が流行した．磁
気テープのように記憶媒体先頭からの相対的な位置に基づいて（つまり，先頭に巻き
戻して）データを探す記憶装置では，頻繁に使われるデータを先頭近くに置きたいが，
データを使ったらそのまま先頭に配置し，直前まで先頭以下の好順位を占めていたデー
タたちを順に下位に移動すれば，Tsetlinの主張する意味で自然な記憶装置内のデータ
配置を実現する．
以下，本やデータを抽象化して粒子と呼び，多粒子系の問題として扱う．先頭に跳

ぶ規則では，先頭に跳ばなかった粒子についてもその順序情報を更新する必要がある．
机上の本では下のほうの本を引っこ抜けばその上の本は重力で自動的に落ちるが，記憶
装置のデータは順序情報を書き直さねばならないので貴重な計算時間を消費する．半
導体記憶装置の時代になって，値段と速さが相反する記憶媒体系にデータを振り分け
るキャッシュのモデル (least-recently-used (LRU) caching)に引き継がれたが，高速化
のぎりぎりのところを競う計算機の動作に対して使わないデータの順位情報書き直し
の時間的コストを考えると，LRUキャッシングは実用というよりは粒子数Nを大きく
した極限があらわに書けることに依拠した理論的興味が勝ってきたかもしれない．
ここで先頭に跳ぶ規則を現代的に整理した数式で書く．T > 0を以後固定する．自然

数N（粒子数）を与えるごとに本稿で扱う方程式に現れる i = 1, . . . , Nと t ∈ [0, T ]に
対する（標準の確率空間 (Ω,F , P)上の）確率変数Y

(N)
i (t) : Ω → [0, 1]を，図 1のキャ
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図 1: 図左：机上に積み上げた本．　図右上：行数節約のため横倒し（左が先頭，右が
下位）．　図右中：題名は番号に，座標を入れて順位は位置と呼ぶ．　図右下：番号
（題名）を添字，位置（順位）を値とする確率変数で定式化（Nは粒子数）．

プションの手順で，時刻 tでの粒子 iの位置と扱う．各粒子 iについて ν̃
(N)
i を非負実数

値wiを強度とする iについて独立なポワッソン過程として，初期順位 Y
(N)
i (0) = y

(N)
i

も固定し，永幡幸生さん [16]に従って
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で一意に決まる粒子系の確率的な時間発展を考える．ここで，集合A上で 1で補集合
Ac上で 0なる関数を1Aと書き，また，時刻 sの関数 Y

(N)
i (s)において sについての左

極限の値をY
(N)
i (s−)と書く．また，強度wのポワッソン過程 ν̃はサンプル毎に非減少

で増分（t > sのときの ν̃(t) − ν̃(s)）が平均w × (t − s)のポワッソン分布

P[ ν̃(t) − ν̃(s) = k ] = e−w(t−s) w
k(t − s)k

k!
, k ∈ Z+, (2)

に従い，重ならない時間の増分が独立な確率変数であるものを言う．(1)で定まる粒子
系を確率的順位付け模型と呼ぶ．
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図 2: ポワッソン過程 ν̃
(N)
i のk回目の到着時刻 τi,k が τ2,1 < τ1,1 < τ2,2 < · · ·の例．

(1)の右辺第 3項を説明するために，時刻 τ が ν̃
(N)
i の到着時刻，すなわち ν̃

(N)
i (τ) −

ν̃
(N)
i (τ−) = 1，とすると (1)の t = τと t = τ−の差は
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なのでY
(N)
i (τ) = 0，すなわち ν̃

(N)
i の到着時刻 τは粒子 iが先頭に跳ぶ時刻である．し

たがってさらに，右辺第2項は注目する粒子 iより下位の jが先頭に跳んだ影響で順位
を下げることを意味する（図 2）．この意味で (1)は先頭に跳ぶ規則の定式化である．

2. Amazonはロングテールに非ず
時は 21世紀．本が参照の多い順に並ぶTsetlinの考察が電子化され，人気もしくは流
行の度合いの大規模な順位がリアルタイムで更新されるのを目の当たりにする時代に
なった．

図 3: Amazon.co.jpの本のページ（紙面の都合で実際よりも大幅に省略した．ランキ
ングは，2019年4月現在「登録情報」の項の中（図で最下部の囲んだところ）にあり，
毎時1回更新される．

計算機とネットワークの爆発的発展によって成立した今世紀特有の現象であるネット
小売業の成功例Amazon.comは，ネット書店から出発した．その日本法人の本のペー
ジには図 3のように「ランキング」と名付けられた時間変化する順位が表示されてい
る．Amazon.co.jpは最新販売数，言い換えると，各時点の流行度あるいは人気度を考
慮して順位づけているとしつつ，この順位の正確なアルゴリズムを秘匿している．秘
匿されたAmazonのアルゴリズムを見抜くことは目指さず，逆転の発想で，流行度の
もっとも単純な定義を考えた結果，(1)の ν̃

(N)
i を本 iの注文数と解釈して確率順位付け

模型 [4, 5, 6, 8, 7]に至った．そしてそれが実際のAmazonによるランキングをどの程
度説明するか実測することを考えた．

Y
(N)
i たちは (1)を見ると従属確率変数列なのでそのままでは計算できないが，先頭

に跳ぶ第 3項を落として初期値γ = (y0, t0) ∈ [0, 1] × [0, T ]と t � t0の関数とした
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は右辺の形から時刻 t0にy0より下位にあった粒子に付随したポワッソン過程のうち時
間 (t0, t]中に到着があった個数を数えるだけなので，独立確率変数の平均だから大数の
強法則が成り立つ．簡単のため，γ = (y0, t0) = (0, t0)の場合を考えて

yC(γ, t) = 1 −
∫

W

e−w(t−t0)λ(dw), t � t0 , (4)

と置く．δcを1点 cに集中した単位分布として，強度wi ∈ W := R+の分布を

λ(N)(dw) =
1

N

N∑
i=1

δwi
(5)

と置く．y0 = 0のとき以上の考察と (2)と (5)から
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であることと，大数の強法則（細かく言えば大数の完全法則 [13, 11]）から，

lim
N→∞

Y
(N)
C ((0, t0), t) = yC((0, t0), t), a.e., (6)

を得る [4]．Y
(N)
C の定義 (3)は，粒子の位置変化Y

(N)
i の定義 (1)の「先頭に跳ぶ」第3項

を落としたものなので，並んでいる粒子の間に挟んだ先頭に跳ばない「しおり」の動
きである．言い換えると，粒子は先頭に跳ばない間は（初期値をそろえたとき）Y

(N)
C

と同じ時間発展をする．
(4)が実際のAmazonランキングをどの程度説明するか実測と突き合わせるために，

まず，図 1で順位を位置に直す際に Y
(N)
i は値が [0, 1)に収まるように規格化したこと

を思い出すと順位はX
(N)
i (t) = NY

(N)
i (t) + 1となる．Amazon.co.jpの本は研究開始当

時でNが百万 (106)の程度，現時点でその約 2倍と推測されるのでN → ∞の極限 (6)

は良い近似として (4)を用いる．(1)の ν̃
(N)
i を本 iの注文数と解釈する独自の着想に基

づいて，本 iの累積k冊目の注文時刻を τi,kとして，τi,k � t < τi,k+1において

X
(N)
i (t) = N

∫ ∞

0

(1 − e−w(t−τi,k))λ(dw) + o(N) (7)

を得る．時刻 tの直近で本 iが売れた時刻 τi,kを時刻の起点に取り直せば（τi,kで条件付
ければ）右辺がバラツキのない量なのは，多数の刊行書の売り上げのバラツキの相殺
という，大数の法則であり，多数の本の売上の総計で相対的に順位を落とすので，どの
本に注目しても（iによらず）同形の曲線に従う．Amazonランキングと理論式 (7)を
比べるにはもう 1つ，W = R+上の分布 λが必要である．これは強度分布すなわち各
書籍の平均売上の分布と翻訳されるが，（ここでも企業の種々の詳しいデータは秘匿さ
れているので，）分布の概形（分布族）を指定して，パラメータ（母数）をデータから
統計的に当てはめる．（年齢などの属性を適切に揃えたときの）身長の分布のように平
均とそのまわりの揺らぎの描像で語られる場合は正規分布族，所得などのように格差
が議論となるときはべき分布（一般化パレート分布，離散版λNでは一般化ジップの法



則）族が広く使われる．専門書と流行書の売り上げ格差を思い浮かべるまでもなくこ
こでは後者を選んで，

λ([w,∞)) =

(
a

max{w, a}
)b

(8)

と置く．aと bは正定数である．(8)を (7)に代入すると，

X
(N)
i (t) ∼ N − Ne−a(t−τi,k) + N(a(t − τi,k))

bΓ(1 − b, a(t − τi,k)) (9)

と，不完全ガンマ関数Γ(z, p) =

∫ ∞

p

e−xxz−1 dxを用いて理論曲線が求まる．図 4のデー
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図 4: 横軸は時刻 t，全体で約 1年，縦軸はXi，図の下方横軸近くが小さな値すなわち
上位．点はランキングの時間変化の観測値．左のほうの密な点列は毎日定時の観測，右
のほうは週 1度の観測．曲線は確率的順位付け模型の理論曲線の観測値への当てはめ．

タは筆者が初めて実測したAmazonランキングの時間発展の記録である [4, 5, 6, 8, 7]．
順位が改善するときはそれまで落としていた順位が一気に 1位付近（横軸近く）まで
跳ぶ．図 4のデータから τi,kたちとパラメータN , a, bを求めることで得た

(N, a, b) ∼ (8 × 105, 5 × 10−4, 0.8) (10)

を (9)に代入したのが図 4の曲線である．
「注文を受けた瞬間は人気度または流行度1位」という，これ以上なく単純な理論が
図 4の点たちと曲線の関係程度には現実のランキングのデータを説明していることに
気をよくして，Tsetlinの定常分布（の，粒子数Nを大きくした極限）についても考察
する．粒子系の位置強度結合経験分布を

μ
(N)
t =

1

N

N∑
i=1

δ
(wi,Y

(N)
i (t))

(11)

と置き，t = 0での分布μ
(N)
0 のNについての列を，N → ∞とともに弱収束するように選

んで，極限をμ0 = lim
N→∞

μ
(N)
0 とおく．（特に(5)からλ(N)(dw) = μ

(N)
t (dw×[0, 1))は時刻に

よらずN → ∞でλ(dw) = μ0(dw× [0, 1))に収束する．）Y
(N)
i と同様にμ

(N)
t (dw× [y, 1))

も従属確率変数の和だが，μ
(N)
t の位置についての分布関数である測度値確率過程

ϕ(N)(dw, γ, t) = μ
(N)
t (dw × [Y

(N)
C (γ, t), 1]), γ = (y0, t0) ∈ [0, 1] × [0, T ], t � t0, (12)



は上手な組み合わせで，時刻 t0において y0より下位にいた粒子 iたちのうちで独立な
ポワッソン過程 ν̃

(N)
i の到着時刻が時間 (t0, t]中にあるものの割合だから独立確率変数列

の大数の完全法則で極限の存在がわかり，μ
(N)
t もある分布μtに収束する．特に y0 = 0

のとき (4)と同様に，

μt(dw × [yC(γ, t), 1]) = lim
N→∞

ϕ(N)(dw, γ, t) = e−w(t−t0)λ(dw), γ = (0, t0), t � t0,

を得る．ここで増加関数y = yC((0, 0), t)の逆関数を tC : [0, 1) → R+と置くと，(4)か

ら tC(yC(γ, t)) = t− t0およびy = 1−
∫

W

e−wtC(y)λ(dw)であって，極限の定常分布（時

刻によらない分布）は

μt(dw × [y, 1)) = μ0(dw × [y, 1)) = e−wtC(y)λ(dw), (13)

あるいは，微分 t′C(yC) ẏC = 1に (4)を使った後にyC = yと t− t0 = tC(y)で書き直して

μ0(dw × dy) =
we−wtC(y)∫ ∞

0

ve−vtC(y)λ(dv)

λ(dw) dy

であることもわかる [4, 6, 7]．
Amazonランキングの実測と先頭に跳ぶ規則あるいは確率順位付け模型の数学のそ

の他の関係について簡単に列挙する．まず，Amazonランキングは同社が恣意的に定め
たアルゴリズムに基づく数値であって，先頭に跳ぶ規則を遵守していると信じる理由
はなく，ここに確率順位付け模型を当てはめたのは筆者による．その後の継続的なデー
タ収集によって先頭に跳ぶ規則からの逸脱が見つかっている．それでも図 4の縮尺で
はデータ（点）と理論（曲線）は合う．その理由を考えると，まれにしか売れない本
たちの間で無理に流行度による順位を付けるとすると，（直前の売り上げより以前の売
り上げは，現在の流行と無関係なくらい遠い昔なので）直前の売り上げが新しいほど
現在の流行度は高いとするしかないので，流行度に基づく順位をどう定義しても売れ
ていない本の間の順位は最後に売れた順になる [7]．最後に売れた順位は先頭に跳ぶ規
則に基づく順位と等しい．他方，世の中の大半の本は殆ど売れていないから，Amazon

ランキングの（上位の一部を除く）大半の順位は，Amazonが流行度をきちんと考慮し
てアルゴリズムを決める限り先頭に跳ぶ規則が悪くない．
次に，社会現象や自然現象の活動の昼夜差については，ポワッソン過程 ν̃

(N)
i の強度

wiを時刻の関数に一般化して非一様ポワッソン過程とすれば，独立増分性が成り立つ
ので，確率論として変わることなく確率順位付け模型の極限の確率を（非一様）ポワッ
ソン過程の確率で書ける．たとえば，軌道 (4)で積分範囲WをR+から関数の集合に置

き換え，w (t− t0) �→
∫ t

t0

w(s) ds と置き換えた式が成り立つ．強度が時刻依存性を持

つ現実のAmazonランキングのデータを定数強度に基づく (9)に当てはめて良いことの
理屈も難しくない [3]．経験分布の収束だけでなく名札付き粒子過程の独立確率過程列
への収束（カオスの伝搬）が成り立ち [16]，さらに，汎関数中心極限定理の成立も永幡
さんによってわかっている [17]．
最後に，商品の売上分布は社外秘に属するが，ランキングという公開情報だけを用い

ることでAmazon.co.jpの売上分布の近似である (8)と(10)を得た．例えばロングテール



ビジネスであるか否かを部外者でありながら分析できる．ネット書店としてのAmazon

は，かつてロングテールビジネスの草分け的存在として注目された [1]．ビッグヒット
を除く裾野に位置する本は個別にはめったに売れなくても，ほとんどすべての本が裾
野に位置するので，合計すれば無視できない売上をもたらすかもしれない，というの
がロングテールビジネスの可能性である．分布の形 (8)のとおり，bが小さいとき裾野
に比べてビッグヒットの寄与が圧倒的であり，bが大きいときはロングテールが無視で
きない．Nが大きいとき，ロングテールの売上への寄与が全売上の中で無視できるか
できないかは bが1より大きいか小さいかが判定基準となることがわかる．データを当
てはめた結果 (10)から b < 1とわかったので，Amazon.co.jpではロングテールの売上
は無視できる．Amazonはロングテールに非ずである [7]．

3. 強度が位置依存性を持つ確率的順位付け模型の流体力学極限
初期の研究の頃にセミナー等で必ず質問されたことの 1つに，ランキングが上位であ
ることの宣伝効果はあるか，ということがあった．この問題に数学的に答えるには強
度w(x, t)が時刻 tだけでなく位置xにも依存する場合を考える必要がある．
第 1象限R+ × R+上の単位強度のポワッソン乱測度 ν

(N)
i の独立な列 i = 1, . . . , Nを

取る．すなわち，A ⊂ R+
2に対してU = ν

(N)
i (A)は平均が面積 (E[ U([a, b] × [c, d]) ] =

(b − a)(d − c))のポワッソン分布に従う確率変数で，排反な集合A,B ⊂ R+
2に対して

U(A)とU(B)が独立とする．楠岡誠一郎さん [15]に従って，(1)において各 iに対して
ν̃

(N)
i を

ν̃
(N)
i (t) =

∫
s∈(0,t]

∫
ξ∈�+

1ξ∈[0,wi(Y
(N)
i (s−),s))

ν
(N)
i (dξ × ds) (14)

に置き換えた確率微分方程式系を強度が位置依存性を持つ確率順位付け模型と呼ぶ．
wi(y, s)が定数ならば (14)の ν̃

(N)
i は，ν̃

(N)
i (t) = ν

(N)
i ([0, wi)× (0, t])なので，ν̃

(N)
i は強度

wiのポワッソン過程であり，第 2節で紹介した確率順位付け模型の原型に戻るが，一
般には (14)はその形から独立増分でもなく iについての独立性もないので難しくなる．
位置強度結合経験分布 (11) はばらつく（サンプルω ∈ Ωの関数である）が，初期値

μ
(N)
0 がN → ∞でサンプルによらない分布μ0に収束すれば，サンプルによらない分布

μtの時間発展に概収束する，ということ（流体力学極限）が主定理である．主定理の
仮定の詳細は原著および最近書く機会を頂いた解説 [14]に譲るが，概略，強度関数の
分布λ(N)については強度のノルムが収束し，強度関数の空間微分は有界で，初期時刻
t = 0での位置強度結合分布 μ

(N)
0 は収束する，という自然な仮定の下で，以下が成り

立つ．

定理 1 (主定理，[12, Theorem 2]) μ
(N)
0 の極限を μ0と置くとき，確率 1でN → ∞

のとき (11)のμ
(N)
t は tについて一様にサンプルによらないμtに弱収束する．すなわち，

任意のy ∈ [0, 1]と有界連続関数h : W → Rに対して

lim
N→∞

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∫
W

h(w)μ
(N)
t (dw × [y, 1]) −

∫
W

h(w)μt(dw × [y, 1])
∣∣∣ = 0, a.e.,

が成り立つ．
さらに，カオスの伝搬（名札付き部分有限粒子系の独立確率過程への収束，propa-

gation of chaos）が成り立つ．すなわち，正整数Lと yi ∈ [0, 1), i = 1, 2, . . . , L, に対



して
i = 1, 2, . . . , L,についてν

(N)
i = νi, N ∈ N, および lim

N→∞
y

(N)
i = yi ,

が成り立つとき，名札付き粒子系 (Y
(N)
1 (t), Y

(N)
2 (t), . . . , Y

(N)
L (t)) は確率 1でN → ∞

のとき t ∈ [0, T ]について一様に (Y1(t), Y2(t), . . ., YL(t))に収束する．ここで，各 i =

1, 2, . . . , Lに対してYiは

Yi(t) = yi +

∫
s∈(0,t]

∫
(w,z)∈W×[Yi(s−),1]

w(z, s) μs(dw × dz) ds

−
∫

s∈(0,t]

∫
ξ∈�+

Yi(s−)1ξ∈[0,wi(Yi(s−),s)) νi(dξ × ds),

i = 1, 2, . . . , L, t ∈ [0, T ],

の唯一解である． �

点過程（非減少右連続非負整数値初期値 0の確率過程）ν̃であって，τ0 = 0として，
各正整数点 kへの到着時刻 τk = inf{t � 0 | ν̃(t) � k} の，直前の到着時刻 τk−1につい

ての条件付き確率が t � τk−1に対してP[ t < τk | Fτk−1
] = exp(−

∫ t

τk−1

w(τk−1, u) du)

で与えられるものを，w(s, t)を強度とする直前の到着時刻に強度が依存する点過程と
名付ける [9, 10]．応用上は，照明が性能に応じた強度関数に従ってランダムに切れる
が，切れた時点で買い換えると，技術の進捗や環境上の規制によって，その時点で買え
る照明の規格が違うことを考慮した累積交換回数を表す．ポワッソン過程とは対照的
に，独立増分ではなく，公式は複雑になる．たとえば，時間 (s, t]に到着が無い確率は，

一時的にW (u, v) =

∫ v

u

w(u, s) dsとおくと，k = 1, 2, 3, . . .について，u0 = 0として

P[ ν̃(t) = ν̃(s) = k ] =

∫
0�u1�u2�···�uk�s

e−W (uk,t)
k∏

i=1

w(ui−1, ui) e−W (ui−1,ui) dui

となる [9, §3]．ここで，wが第1変数について定数ならば，よく知られた公式

∫
0�u1�u2�···�uk�s

k∏
i=1

f(ui)du1 du2 . . . duk =
1

k!

(∫ s

0

f(v)dv
)k

, s � 0, k = 1, 2, . . . ,

によってP[ ν̃(t) = ν̃(s) ] = e−W (s,t)を得てポワッソン過程を特別な場合として得る．
定理 1に戻って，確率順位付け模型の定式化に出てこない記号は位置強度結合分布の

極限μtだけなので，この決定が定理の根幹である．強度wiが定数や tだけの関数の場
合は ν̃

(N)
i は独立増分で iについて独立であり，その結果ポワッソン分布に由来する指数

関数 (2)を用いて (13)のようにμtを書けたが，wiに位置x依存性があると，（(14)のよ
うにxに従属確率変数であるY

(N)
j たちを代入するので），従属性の影響は極限でも非自

明に残る．そこで，初期点 (y0, 0)と境界点 (0, t0)を合わせてγと置いてγと時刻 tの関
数θ(γ, t)（であって (6)のように粒子系の軌道の極限になるようなもの）を (14)のY

(N)
j

の代わりに強度w ∈ W の位置変数に代入したものを ν̃θ,w,zとおくと，iについての従

属性が消えることに注目する．w̃θ,w,z(s, t) =

{
w(θ((z, 0), t), t), s = 0,

w(θ((0, s), t), t), s > 0,
と置くと，

ν̃θ,w,zは w̃θ,w,zを強度とする，直前の到着時刻に強度が依存する点過程である．この点



過程に基づく確率順位付け模型 (1)を流れ θが定める強度に従う確率的順位付け模型と
呼ぶ [12]．μtは (12)の極限ϕを通してϕyC

(dw, (y0, t0), t) = μt(dw × [yC((y0, t0), t), 1]),

から定まることは第 2節と同様だが，定理 1では従属確率変数の和の極限なので独立
確率変数列の和についての大数の完全法則では証明に足りない．一方，流れが定める
強度に従う確率的順位付け模型は個々の粒子の先頭に跳ぶ時刻は独立増分性がないが，
粒子間は独立なので大数の完全法則が使えて，

ϕθ(dw, γ, t) =

∫
z∈[y0,1]

P[ ν̃θ,w,z(t) = ν̃θ,w,z(t0) ] μ0(dw × dz), (15)

が成り立つ．最後に，θはG(θ)(γ, t) = 1 − ϕθ(W,γ, t)で定まる流れの集合上の写像の
固定点に選ぶと，N → ∞で「中間模型」である流れが定める強度に従う確率的順位付
け模型と本来の確率的順位付け模型の極限が一致することがGronwall不等式型の議論
によって証明できる [12]．
この，Gの固定点ということを偏微分方程式の言葉で言い換えると，「蒸発だけで1方

向に流れる 1次元多成分流体を表す偏微分方程式系の蒸発率wが位置に依存する場合
の非局所項（積分項）を持つ一般化」の解を直前の到着時刻に強度が依存する点過程
を用いて書ける，と理解できる．偏微分方程式との関係を示すために，位置yと時刻 t

と流体成分αに依存する蒸発率wの分布が λ =
∑

β

rβδwβ
の場合に，流体成分αの密

度
∂ μt({wα} × dy)

∂y
の下流側の積分Uα(y, t) = μt({wα} × [y, 1])が満たす方程式を書く．

まず，wが位置に依存しない場合は，

∂ Uα

∂t
(y, t)+

∑
β

wβ(t)Uβ(y, t)
∂ Uα

∂y
(y, t) = −wα(t)Uα(y, t), (y, t) ∈ [0, 1]× [0, T ]. (16)

となる．たとえば，wが定数の場合の (13)は（微分 t′Cの表式を用いると）(16)を満た

すことを確かめられる．(16)が特性曲線
d yC

dt
(t) =

∑
β

wβ(t)Uβ(yC(t)) を用いて解ける

ことは古典 [2]だが，wが位置 yにも依存する場合への偏微分方程式系 (16)と特性曲線
の自然な一般化は，非局所項を持つ

∂ Uα

∂t
(y, t) −

∑
β

∫ 1

y

wβ(z, t)
∂ Uβ

∂z
(z, t) dz

∂ Uα

∂y
(y, t) =

∫ 1

y

wα(z, t)
∂ Uα

∂z
(z, t) dz,

および，
d yC

dt
(t) = −

∑
β

∫ 1

yC(t)

wβ(z, t)
∂ Uβ

∂z
(z, t) dz, であることがわかる [9, §1]．この

解は（(12)などから推測できるとおり）Uα(yC(t), t) = ϕyC
({wα}, γ, t) と，(15)によっ

て直前の到着時刻に強度が依存する点過程で表せる．古典的な偏微分方程式の自然な
一般化が（見つけにくい）非局所項を持ち，ポワッソン過程の非独立増分な一般化で
あらわに解ける．

Amazonランキングと先頭に跳ぶ規則を結びつけた背景や直感等については [7]を，
本稿後半の数学的な内容についてのもう少し詳しい紹介は [14]を，参照いただければな
おさいわいである．本稿では強度の時刻依存性と社会行動の日周期の検討も省略した
がこれらについても [7, 14]にもう少し詳しく紹介した．http://web.econ.keio.ac.

jp/staff/hattori/amazonj.htm#top以下にも記事を貼ってある．
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