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フラクタル上の ����	������� �������の問題は大きく２つに分けられる．

ひとつは ���フラクタル（フラクタル格子）上の ����	������� �	��の性質を

調べること，もうひとつはその連続極限，即ちフラクタル（無限に細かい構

造をもつもの）上で �	
�が無限に細かいぎざぎざをもち，かつ ����	�������

であるような ������� の構成などである．２次元 ������������� �	���
（図

１）上の ����	������� �	
����	���に関しては ��� �!�で その連続極限は �"�

で調べられている．ここではその結果を拡張して３次元 ���������� �	���
上

の ����	������� �������について，今までに調べてきたことを報告する．２

次元と３次元の違いは次元の増加にともなう複雑さの他に，２次元の場合は

どの正三角形も一度しか通り抜けられないのに対し，３次元では正四面体を

二度まで通り抜けられることである．このため，２次元での議論は３次元で

は使えないのではないか，という質問を何度か受けてきたが３次元でもその

複雑さにも関わらず，かなりのことが調べられることを示す．

� ３次元����	��	���	 �����上の �������	�	��

�����


３次元 ������������� �	���
は次のように定義される．� # �$� $� $�� �� #

� �� �
�
�
� �

�
�
� �� �� # � �� �

�
�
� � $�� �� # ��� $� $�� とし，�� を正四面体 �������� の

辺上の点からなる集合とする．集合 ��� ��� ��� % % % � は帰納的に

���� # �� � ��� & "���� � ��� & "���� � ��� & "����� � # $� �� "� % % % �

で定義する（図２）．但し，�&� # �	&� � 	 � �� および 
� # �
	 � 	 � ��

とする．� #

��
���

�� が３次元 ������������� �	���
である．� の頂点（辺同

�



士の交わるところ）の集合を�，�� # "���� �� # "���� �� # "��� と呼ぶこ

とにする．

次に � 上の ����	������� �	
�の集合 �� を，�� # �$� �� "� % % %�から �

への写像  で次の条件を満たす ��� � �� � ��� が存在するものの集合と

定義する．

��� # ������ � � ����

���� �# ����� $ � �� � �� � ����

���� 	 �� & ��� # �� $ � � � ��� 	 ��

����� & �� 
 �� $ � � � ��� 	 ��

��� を �	
�  の長さと呼ぶ．

�を � 上に辺を持つ一辺１の（閉）正四面体全体の集合とする． � ��

の各正四面体 � � �  の通り方は（通るとすれば）図３の４種に分類できる．

それに対応して，����� � # �� "� !� '�  � ��� を，

���� # �� � � � は�を ���型で通る %�

� # �� "� !� 'に対し，����を����の元の数とする．��&"��&"��&!�� # �

の関係がある．

� � �� 及び �� � � �� ��に対し，� ������	 
 �� を

� ������	 # � � �� � �$� # �� ����� # �� ���� 
 ����

で定義し，更に �
��	
� � � # �� "� !� '� � � ��� を次のように定義する．

�
��	
� # � � � �������	 � ���� � ���� ��� # ��

�
��	
� # ���� �� � � �������	 �� ��������	 � ����� � ����� # ��

�
��	
� # � � � �������	 � ���� � ���� ��� # ������

�
��	
� # � � � �������	 � �� � ��� �� � ��( � � �� ��� # ��� ��� # ����

�� の部分集合 � の �����	
��� ����
��� ��� � を

��� ���	� #
�
	�


��
���

	
���		
� � �	 # �	�� 	�� 	�� 	�� � ���

で定義する． # ��� ��� � �
��	
� に対する �� は，� � � に対し ��������

は空集合でなければ，やはり上の４つの通り方のどれかになっていることか

ら同様に定義できる．

������	� # ���
��	
� ���	�� � # �� "� !� 'とする．

"



����������	 
��� ������	� は次の漸化式を満たす�

�������	� # �)� �����	��� � � �� �

ここで �����	� # �������	�� ������	�� ������	�� ������	��� 及び �����	� # �	� �) #

�)�� )�� )�� )�� は次を満たす�

��� 各 )�� � # �� "� !� '� は４次の正係数多項式．)�� � # �� "� !� '� の各項は

それぞれ２次，４次，３次，４次以上．

��� *� # ��	 � � � 	� � $� � # �� "� !� '� 	�� � 	�� とすると，�)�*�� 
 *��

���

)��	� �� $� $� # 	� & "	� & "	� & '	�� & +	��� � �"%��

)��	� �� $� $� # 	� & '	�� & ""�� � �"%"�

��� 次のような正係数多項式)���� )���� )��� 及び )���　が存在して，

)���	� # )�����	�	� & )�����	�	�� �"%!�

)���	� # )�����	�	� & )�����	�	�� �"%'�

註：漸化式 �)　の �,�����
 な形も求められているが，省略する．�-% �"%��

及び �-% �"%"� は �.� �+� にも書かれている．

� # ��	 � *� � ���
����

�������	� & ������	�� � ��

と定義しよう．

����������	 
�
� � は *� の閉部分集合．　�

�� # ��	 � *� � ���
���

�	,
�����������

������	� # $��

�)���� 
 ��� �)���� 
 ��� 及び �)���� 
 ���

ここで �� # *� �� �� # � ��� �� # � � �� とした．

これらの集合に関して次のような単調性が示せる．

����������	 
��� ��� �	 � �� �	� � *�� 	�� � 	�� � # �� "� !� '� ならば
�	� � ��

��� �	 � ��� �	� � *�� 	�� � 	�� � # �� "� !� '� ならば �	� � ���

!



��� * # *� � ��	 � � � 	� � $� � # �� "� !� '� とおく．�	 � �� � *� �	� �

*� �	� �# �	� 及び 	�� � 	�� � # �� "� !� '� ならば�	� � ���

��� �	 � �� � *� �	� � *� �	� �# �	� 及び 	�� � 	�� � # �� "� !� '� ならば
�	� � ���

関数 � / * � � を

���	� # �	,�
	�

	�
�

"	�
	�

��

で定義し，

����	� # �� �����	��� �	 � *

とする．

����������	 
�� 各 �	 � *に対し， ����	� は �について非増加．特に，

����	�

��
# ���

���
����	�

が存在して非負．�	 � � � *ならば，����	� # $�

�-% �"%!� 及び �-% �"%'�　より�)は 	�0	�平面を自分自身へ移すことが分

かる．また 1������
��� "%'は，�	 � � � *から出発すると，漸化式によって

� � � で 	�0	� 平面に含まれることを意味する．よってこの平面内の漸化

式による動きを詳しく調べることにする．�� # ���� ���，

���	� �� # 	� & "	� & "	� & '	�� & +	��� � �"%.�

���	� �� # 	� & '	�� & ""�� �"%+�

とおく．

����������	 
��� �
�

��
# ��	� �� � �
 � 	 � $� � � $� における �� の固定

点は，�$� $�� �$� ""�
�
� �� � �� �

�
� �� 及び �	�� ���　で，	� と �� は �

 � 	� � �
� �

$ � �� � �
�� を満たす正数．� 特に，	�

� � ���

�	��	� ��� ���	� ���� � # $� �� "� !� % % % を帰納的に �	��	� ��� ���	� ��� #

�	� �� 及び �	����	� ��� �����	� ��� # ���	��	� ��� ���	� ��� で定義する．

���	 # ��	� �� � �
� � ���
����

�	��	� �� & ���	� ��� � �� と定義し，���	 � 

���	 � 及び ����	　をそれぞれ�
�における ���	 の補集合，内部，及び境界

とする．

'



����������	 
��� ��� ���	 は �
� の閉集合で

������	 �� 
 ���	 � � �������	� 
 ����	 � 及び ������	 �� 
 ���	 � �

��� 正数 �及び連続な狭義減少関数� / �$� �� � �で����	 # ��	� ��	�� � 	 �

�$� ��� となるものが存在する．

数値計算によって得られた ���	 の様子を図４に示す．

����	上の振舞いは次の命題によって示される．*
��	
� # ��	� �� � �
� � 	

� �

��　とおく．

����������	 
��� �	� �� � ����	ならば，�	��	� ��� ���	� ��� は��の固定点

のどれかに収束する．特に，�	� �� � ����	�*
��	
� 　ならば， ���

���
�	��	� ��� ���	� ��� #

�	�� ����

� ３次元 �	��	���	 ����� 上の �������	�	��

������ � 連続極限


この節では前節までの３次元������������� �	���
上の ����	������� �	
��

の連続極限をとることにより，３次元 ���������� �	���
 上の ����	�������

������� を構成する．��� � # $� �� "� % % % を前節で定義された集合とし，

2�� # "����� � # $� �� "� % % %

と定義する．（有限）３次元 ���������� �	���
 は

2� #

��
���

2��

と定義される．

� # � � ���$��� � 2� � � �$� # �� ���
��

� � # ����

及び

� � # � � ���$��� � 2� � � �$� # ��� ���
��

� � # ����

と定義すると ������%� �� は距離

!�"� #� # ���
�����	

�"� �	 #� ���

"� # � ������%� ��% によって，完備可分距離空間となる．

次に ������������� �	���
上の ����	������� �	
��を縮小して，更に線型

内挿して連続関数にしたものの集合を考える．即ち写像 $ / �
��	
� ��

��	
� �

� � �� � � �� を次のように定義する．" � �
��	
� に対し，

.



��� � � ��　のとき，$"���

��
# "��"��� 

�"� � �  � � & �� � � ��のとき，$"� �

��
# �� & � 	  � $"��� & � 	

�� $"�� & ��%

" # �"�� "�� � �
��	
� に対しても，

��� � � ��のとき，$"��� # �$"�� $"��

��
# �"��"����� "��"�����%

�"� � �  � � & �� � � ��のとき，$"� �

��
# �� & � 	  � $"��� & � 	

�� $"�� & ��%

$ は１：１写像である．

2��
�


��
# � � $�

��	
� � ���$��� # ���$��� # $ �� � # �� "�

と定義する． � 2��
� は，$ �  � �  � � ��$��� ならば，� �� �# � �� と

いう意味で ����	������� である．

次に， 2��
� を台とする �上の確率測度%��	� �� 及び 2��

� を台とする ��� �

上の確率測度&��	� �� を定義しよう．ここで �	� �� は��
� � ��$� $�� に値をと

るパラメータである． 2��
� は有限集合であるから，各  � 2��

� に対して，

%��	� ����

��
# �	��	� �����	����

��		�����
��		�

と定義し，各  � 2��
� に対しては，

&��	� ����

��
# ����	� �����	����

��		�����
��		

とする．�但し $� # � とする．）定義より，

%��	� ��� 2��
� � # �

&��	� ��� 2��
� � # ��

�� # �"��3 � 3 � � � とおく．�� は各辺が 2�� 上にある一辺 "�� の

正四面体の集合である． � �� 
 � �� に対し， が「通り抜けた」 �� の

元を順に並べたもの �3�� % % % � 3� �� 3� � �� を  の �����
�� とよび'���

と書く．「通り抜けた」とは１つの頂点から入り内部を通過して別の頂点を訪

れることであり（図５），同じ正四面体を続けて複数回通り抜けたときは１

回とみなす．（即ち 3� �# 3����）また �の定義より，'��� は有限列である．

（�����
�� の厳密な定義は �"� �'�参照．）�����
�� は次のような性質を持つ．

��� � � 3�%

�"� 3� と 3��� は頂点で接する．

特に， � 2��
� のとき，

+



�!� �� � 3� %

�'� '��� は同一の正四面体を３回以上含まない．

�.� 順序を考えないとき，� �# �ならば �3�� 3���� �# �3� � 3�����

以下 �%��	�� ����� � � �� について得られている結果を示そう．

�	�� ��� が固定点であることから，

����������	 ���� 
を固定し� # �3�� % % % � 3� �� 3� � ��� � # �� % % % � ( と

する．任意の � � 
 に対して，

%��	�� ����'��� # �� # 	������ ��� � �が �	
を満たすとき�

# $� それ以外�

但し，) は� に含まれる同一の正四面体の組の数．

 � � に対し， ��� �� への到達時刻

����� # ��*� � $ � � � # �� ��

����� # ��*� � $ � � � # �� �

を考える．これについては次の命題が成り立つ．

����������	 ��
� ��� ��� %��	�� ���� の下での +����� の分布は，� �

�で��上の確率測度 %に弱収束する．任意の  � ��に対して%�� �� #

$�

��� �� � � �� &��	�� ���� の下での �+����� � +
������ の分布は，� � � で

��
�上の確率測度 & に弱収束する．任意の  � ��に対して&�� ����� #

&��� � � �� # $�

ここで+は �
���
��

�	�� ���
���
��

�	�� ���
���
��

�	�� ���
���
��

�	�� ���

�

の最大固有値で+ # "�45+. % % %�

3 � �� とすると，3 � 2� は 2� と相似な構造を持つ．このことから，

� # � � � � '��� # �3�� % % % � 3� �� とおき，� � 
とすると，条件付き確

率%��	�� ����� � � � の下で3�� � # �� % % % � ( の横断に要する時間は正四面体

3�が'��� に一度しか含まれないときは%����	�� ���の下での ���，二度含

まれるときは&����	�� ���の下での ���� � ���� と等しい分布を持つことがわか

5



る．よって3� の横断に要する時間の分布も+��でスケールすると � ��で

弱収束することがわかる．

時間のスケール変換 ,��-� / � � �� � � ��� - � $ を

,��-���� � # �-�� �

で定義する．その像測度を ,��-�%��	�� ���のように書く．

各四面体の横断時間の収束と 1������
��� !%�より次の定理を得る．

������� ���� ,��+�%��	�� ��� は �上のある確率測度 . に � �� で弱

収束する．

������� ��� 
を固定し� # �3�� % % % � 3� �� 3� � ��� � # �� % % % � ( とす

る．任意の � � 
 に対して，

. �'��� # �� # 	������ ��� � �が �	
を満たすとき�

# $� それ以外�

������� ����

. � は ���	�������� � # ��

������� ����

. � �� �(  � �$����の ��������次元は
/01+

/01"
� # ��

������� !%.は確率１で，$ �  � �  � � ����� ならば，� �� �# � ��

という意味である．������� !%+は �	�����6次元が１より大きいことから

�	
�が無限に細かいぎざぎざを持つことを意味している．

�����������

��� �% �	

��� �% �	

��� 	�� �% ������	 ����	������� 1	
�� �� 
�� 1��

���������� �	���
 1��7% ����% 8��% 9����� :' ��44$� �"+%

�"� �% �	

��� 	�� �% �	

��� ����	������� 1������ �� 
�� ���������� �	�

��
 1��7% ����% 8��% 9����� :: ��44�� '$..":%

�!� �% �	

��� 	�� �% ������	 ��� ;,�����
 ��� <�	� �-�	�� =����	��

���
 �� ����	������� 8	���� >	�� �� ���������� �	���
 �������
%

�'� �% �	

��� �% �	

��� 	�� �% ������	 �� ����	�	
���%

�.� =% =�	� ����	������� 8	���� >	���/���� ;,	�
�� ����7�� ?	��� @%

<	
�% 1���% �4 ��45:� .��%

�+� 8% 8	��	� �% �������� 	�� @% A	�������� ����	������� >	��� ��

9�	�
	� ��	���/ ;,	�
 8����
� 	�� 9���� B����,��	
��� @% 1����-�� '.

��4:'� !:4!4'%
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