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講義予定表　（節番号は教科書（伊藤清三）の該当節）
日 節 内容

10/04

10/11

10/18

§9, 15
復習，フビニの定理
（直積測度，単調族定理，切り口の可測性，フビニの定理）

10/25

11/01

11/08

§17 – 20

ラドン・ニコディムの定理
（加法的集合関数，変動，ハーン分解，
絶対連続と特異，ラドン・ニコディムの定理）

11/15

11/22
§22

Lp空間
（Lpノルム，Hölderの不等式，完備性，など）

11/29 (試験)

12/06

12/13

確率論の基礎
（確率空間・確率変数・期待値，基本不等式）

12/20 休講
1/10 確率論の基礎（続き）
1/17 (試験)

教科書． おおむね，伊藤清三，ルベーグ積分入門，裳華房，数学選書４，の後半から．細
かい内容の配列や議論の展開は変わります．教職科目指定の関係上，（教科書にありませ
んが）測度論と同義と言ってよい確率論の基礎についても少し取り上げます．

参考書． URL: http://www.math.tohoku.ac.jp/ hattori/hattori.htm の下の ／講
義／ルベーグ積分 と ／雑記帳／大学院入試問題（測度論）に関連資料があります．（後期
には不十分ですがご容赦．）この分野の日本語の基礎教科書は最近多数出てきました．た
とえば：　新井仁之，ルベーグ積分講義，日本評論社，　盛田健彦，実解析と測度論の基
礎，培風館，　猪狩惺，実解析入門，岩波書店，　志賀徳造，ルベーグ積分から確率論，
共立出版，　谷島賢二，ルベーグ積分と関数解析，朝倉書店，　熊谷隆，確率論，共立出
版．目的に応じて参照してください．

試験． 成績評価は試験によります．試験前までの講義の範囲に対応する講義，教科書，入
試問題集，過去問，を完全に理解していることを理想として，試験を行う予定です．詳し
くは初回口頭で相談・説明します．

演習． 佐藤得志先生の担当する解析学概論演習B2（火曜午後）とは内容的に関連してい
ます．実力を付けるために，また，講義で扱えなかった話題の補完を佐藤先生にお願いす
る場合もあり得ますので，演習に積極的に参加して下さい．

T.A. 田原 喜宏 (TAWARA Yoshihiro) 君 (D1)

連絡先． 服部哲弥 hattori@math.tohoku.ac.jp　（数学棟 512）



講義メモ（各時間の講義内容計画　兼　受講者予習復習用チェックリスト）

1 前期の復習
測度空間 (X,F , µ) 特にXが位相空間でF = σ[O]のときBorel測度
例：X = Rn，Bn = σ[On]，

µn((a1, b1) × · · · × (an, bn)) =
n∏

k=1

(bk − ak)

注：R
nの位相的性質（開集合は可算個の区間の和で書ける (Lindelöf)）→ µn: n次元

Borel測度
測度の完備化 (X,F , µ) �→ (X,F , µ)；零集合の部分集合を全て含む最小の σ加法族
例：n次元ルベーグ測度（n次元ボレル測度の完備化）(Rn,Fn, µn)（ここだけの記号）

µn の存在 ・定義域をσ加法族に拡張できることを言う必要－測度の構成(Carathéodory)：
有限加法族上の σ加法性を持つ有限加法的測度であることをがんばって示せば（この部分
は個別に詳細による），外測度とそれに関する可測集合の族を考えることで存在が言え，
そうやって作った場合は外測度による近似によって一意性も直接言える（X が σ有限の
とき）．
・ 外測度経由で構成すると，自動的に完備化された測度（外測度で覆うから）

可測関数と積分 ・単関数近似（E ∈ F， f が非負値可測，{fn} が非負値単関数の増加
列で，f に各点収束ならば，

∫
E

f dµ = lim
n→∞

∫
E

fn dµ），

○ f = f+ + f−, f = Re(f) +
√−1Im(f)で実数値，複素数値に拡張．

○ 零集合上の積分は 0．特に，±∞を値として許す可積分関数が±∞を取る点の集合
は零集合．
○ 「ほとんどいたるところ」．
○ 非負関数の積分が 0なら積分範囲上ほとんどどいたるるところ 0．

・ 積分の線形性（
∫

E

(a f + b g) dµ = a

∫
E

f dµ + b

∫
E

g dµ）．

・ 積分範囲についての σ加法性．
・ 優収束定理（各点収束する可測関数列で可積分関数で各点で抑えられているものに

ついて極限と積分が可換）．



2 フビニの定理

2.1 直積測度とFubiniの定理

単調族定理 [Durrett Chapt. 5], [Williams §3.14, §A.3]，直積測度 [Williams §8]

・ 2つの σ有限測度空間 (X,F , µ), (Y,G, ν)において，直積測度 (X ×Y,F ×G, µ× ν)：
(µ× ν)(E ×F ) = µ(E) ν(F )なる定義域最小の測度（注：0×∞ = 0）．（一意存在：後述）

Fubiniの定理 n + m次元ルベーグ測度 µn+mに関して可積分な関数 f について，直積
測度積分は逐次積分に等しい：∫

�n+m

f dµn+m =

∫
�n

(∫
�m

f dµm

)
dµn =

∫
�m

(∫
�n

f dµn

)
dµm .

m + n次元可積分性の代わりに，m + n次元可測（これは必ず必要）かつ上記 3つの積
分のどれかが有限，を仮定しても同値．

○ f が非負可測可測ならば無条件に（∞を許せば，可積分性の仮定不要で）3つの積
分は等しい．
○ 注：逐次積分は，残す変数について a.e. に最初の積分が定義され，その積分値は残

した変数の可測関数である，の意味
○ ルベーグ測度 µ·の代わりにボレル測度 µ·としても，f をルベーグ可測の代わりにボ

レル可測とすれば以上同じ結論．ボレル測度で f � 0のときの逐次積分は，残す変数につ
いて（a.e. どころではなく必ず）最初の積分が定義される，の意味．（直積測度の一般性質
ということ：σ有限な任意の 2つの測度空間 (X,F , µ), (Y,G, ν) の直積測度空間について
成立．µの微妙な違いは直積に完備化が加わるから．）

・ 積分の線形性と極限との可換性から f = χEの場合に帰着

Fubiniの定理（集合版） σ 有限測度空間 (X,F , µ), (Y,G, ν)において，E ∈ F × G
と x ∈ X に対して切り口[E]x = {y ∈ Y | (x, y) ∈ E} ∈ G, x �→ ν([E]x)は F 可測で∫

X

ν([E]x) dµ(x) = (µ × ν)(E)．特に (µ × ν)(E) < ∞なら µ([E]x) < ∞, a.e..

○ µ × νを完備化した場合は，切り口は x–a.e. に G可測，と変わるだけであとは同じ．

2.2 単調族定理

[西尾，二章定義４から定理５まで][Williams, §§1.6, A1.2–4] [Durrett, App. (2.1)]

・ µnのように区間の族（有限加法族ではない）上で最初に測度や性質が定義された場
合， σ加法族に拡張したいとき，基本は，結論が成り立つ可測集合（ないしは可測関数）
の全体をF （H）とおくときそれが，元の族が生成する σ加法族（可測関数のベクトル
空間）を含むことを（生成する σ加法族の最小性を用いて）証明．（個別問題毎に実質的
にそれを経過した補題を使う別証明あり．）
・ 有限加法族にまず拡張するのが基本．
○ 単調族：増大列，減少列に関して閉じている集合族　－ 有限加法族が σ加法族にな

ることと単調族になることは同値（容易）



○ 前期は Γ可測集合の族が σ加法族になることの証明なども以上を使ったが，有限加
法族の構成が明らかな割にきちんと書くと煩雑（森真「超入門」では直積測度の構成でさ
ぼっている）
○ 有限加法族上，定義域の範囲内での σ加法性と，次が同値：測度有限の減少集合列

の共通部分が空集合ならば測度の極限が 0，かつ，増加列の和集合が測度無限なら測度の
極限が∞（これ自体は容易）
・ π族とは ∩に関して閉じていること（区間の族，Cylinder setsなど）
・ d族 (λ族)とは，全体集合Xを要素に持ち，包含関係がある場合の差と増加集合列
の極限について閉じていること．
○ 集合族が σ加法族 ⇔ π族かつ d族．（証明：⇐が問題，補集合，有限和，可算和の

順に言う．）

Dynkinの補題（集合版の単調族定理） Iがπ族ならばIを含む最小の d族 d[I] = σ[I]．
特に π族 Iが d族 Gに含まれるならば σ[I]も Gに含まれる．特に π族かつ d族ならば σ

加法族． �

（証明：d[I] ⊂ σ[I]なので，d[I]が π族を言えば終わる．２段階で証明．
Step 1: D1 = {B ∈ d[I] | B ∩ C ∈ d[I], ∀C ∈ I} ⊃ I は定義を確かめると d族で，

⊂ d[I]だから等しい．
Step 2: D2 = {A ∈ d[I] | B ∩A ∈ d[I], ∀B ∈ d[I]}は Step 1から⊃ Iで Step 1と同様

に d族だから= d[I]だが，これは π族であることを意味する．）

○ 同様の状況で測度の拡張の一意性を示す（測度が持つ性質を証明するのにも使える）
　→　Dynkin族定理

Dynkin族定理 全測度有限な測度 2つが全体集合を要素に持つ π族 Iで一致すれば σ[I]

で一致．特に，Carathéodoryの拡張定理の一意性が成立．（証明：D = {F ∈ σ[I] | µ1(F ) =

µ2(F )} ⊃ I は定義を確かめると d族なのでDynkinの補題．）
○ Fubiniの定理で集合版（切り口の測度）に帰着させて証明するならDynkinの補題．

帰着させるところまで込めて関数の積分の言葉で証明するなら次の単調族定理．

単調族定理 (X,F)可測空間，X ∈ Iなる π族に対して，H ⊂ {f : X → R | bdd}が (i)

ベクトル空間，(ii) χI ∈ H, I ∈ I，(iii) {fn} ⊂ H：有界非負関数列；fn ↑ fならば f ∈ H．
このときHは全ての有界 σ[I]可測関数を含む． �

（証明：単関数近似を考えれば集合の定義関数だけでやれば十分で，F = {F ⊂ X |
χF ∈ H}に翻訳するとDynkinの補題そのもの．
論点：ベクトル空間というだけではF は共通部分を持たない集合の和について閉じて

いることしか出てこないので，有限加法族とは言えない！）

2.3 Fubiniの定理の証明

直積測度の構成（一意存在）定理 σ有限測度空間 (X,F , µ), (Y,G, ν)において，直積
測度 (X × Y,F × G, µ × ν)：(µ × ν)(E × F ) = µ(E) ν(F )なる定義域最小の測度（注：
0 ×∞ = 0）が一意存在． �



証明：有限加法的測度を作って有限加法族上の σ加法性を言えば，Carathéodoryの拡
張定理から一意存在．σ加法性はルベーグ測度の構成と同様に単調性を示す方法で．（矩形
集合の全体は π族なので，一意性はDynkin族定理でも．また，Γ可測集合の全体は可測
性の定義から矩形集合を含みかつ差について閉じて，Γ(∅) = 0から全体集合を含み，増
加列は共通部分を持たない集合の和で書けるがその可測性は Γ可測集合に関して最初に
証明するのでDynkinの補題でやっているとも言える．実際 [伊藤清三 §5 定理 5.3]以下の
証明はまず d族であることを言って，あとはDynkinの補題の証明を実質行っている．有
限加法族上の σ加法性は矩形集合に対して Γ = mを言うためであった．）

ルベーグ測度Rn+mの場合 最初から n + m次元ルベーグ（ボレル）測度があるのでそ
れと本質的に一致していることを言っておく．ボレル測度については，区間で一致するこ
とからDynkin族定理でOK．ルベーグ測度はその完備化なので，容易に分かる完備化の
一意性から直積測度を完備化したものが n + m次元ルベーグ測度になっている．

Fubiniの定理の証明 集合版だけ証明すればよい．Rn+mに関してはルベーグ測度は完
備化だからボレル測度の場合だけやればあとは容易．結局直積測度について証明すれば十
分．σ有限測度は有限測度に帰着するので，有限測度空間のみ証明する．
集合版 Fubiniの定理有限測度空間 (X,F , µ), (Y,G, ν)において，(i) E ∈ F × G と

x ∈ X に対して切り口[E]x = {y ∈ Y | (x, y) ∈ E} ∈ G, (ii) x �→ ν([E]x)は F 可測で，
(iii)

∫
X

ν([E]x) dµ(x) = (µ × ν)(E)． �

証明：(i) A = {E ∈ F×G | [E]x ∈ G, x ∈ X}とおくときA ⊃ F×G を言う．矩形集合
（特に全体集合）は入る．矩形集合はπ族をなすから，Aがd族であることを言えばDynkin

の補題から終了．差はE ⊃ F なら [E]x ⊃ [F ]xで [E \ F ]x ∈ G．増加集合列の極限も同じ
くGが閉じていることから．(ii) Dynkinの補題で，G = {E ∈ F×G | x �→ ν([E]x)がF可
測 }とすれば測度の加法性と連続性から (i)と同様に d族．Iを矩形集合の全体とすれば
π族になるのでDynkinの補題から．(iii) 同様に等式が成り立つEの全体を Gとおく．積
分の線形性と増加極限との可換性から (ii)と同様に成立．

2.4 分布等式

Fubiniの定理の応用例．
測度空間 (X,F , µ)上の非負可測関数 f : X → R+に対して∫

X

f dµ =

∫
X

∫ ∞

0

χf(x)�t dt dµ(x)

∫ ∞

0

µ({f > t}) dt．ここで {f > t} = {x ∈ X |
f(x) � t}．
特に，µ(X) = 1なる測度空間を確率空間と呼び，µの代わりに Pと書くことが多い．

さらに P[ |f > t} ] =: P[ f � t ]（f が t以上になる確率），
∫

X

f dP =: E[ f ]（f の期待

値）と書くと，E[ f ] =
∫∞

0
P[ f � t ] dtと書ける．



3 ラドン・ニコディムの定理
[猪狩，§§5.6-5.7][谷島，８章][伊藤清三，IV章，§§17–18]

可測空間 (X,F)（たとえば，Rn上のボレル可測集合族）固定．

3.1 加法的集合関数と変動

Φ : F → R （±∞は許さない，実数値集合関数）が σ加法性を満たすとき加法的集合
関数という．（σ加法性の定義の集合和は順序によらないから，級数は絶対収束と決まる．
なお，±∞の一方は許して大丈夫だが，証明で場合分けが煩雑なので略す．）
例１：µ(X) < ∞なる測度．
例２：f : X → Rが µで可積分のとき Φ(E) =

∫
E

f dµ．
例３：µ(X), ν(X) < ∞なる 2つの測度の差Φ = µ − ν．
（例３で両方正のところは打ち消せばよい，と想像すると例４：）
例４：µ(X) < ∞，X1 ∈ F , に対してΦ(·) = µ(· ∩ X1) − µ(· · · ∩ Xc

1)．
　→　 実はこの形に尽きる（Hahnの定理）．
・ 測度と同様の証明で得られる性質：
○ Φ(∅) = 0

○ 有限加法性
○ 可測集合の増加列または減少列に対して連続性Φ( lim

n→∞
An) = lim

n→∞
Φ(An)

・ 上変動 V (Φ; E) = sup
A⊂E

Φ(A)，

下変動 V (Φ; E) = inf
A⊂E

Φ(A)，

全変動 V (Φ; E) = |V (Φ; E)| + |V (Φ; E)| 　（以下Φを省略）
○ A = ∅をとれば，V � 0 � V

○ V (E) = 0なるEを（Φの）正集合，V (E) = 0なるEを（Φの）負集合という．
・ [猪狩][谷島]は Hahnの定理（上下変動に相当する部分が互いに特異＝ supportが排反）を

直接証明し，そこから Jordan分解を証明することで変動の意味に至る．[伊藤清三]は上下変動を
まず定義してそれが有限測度であることを言い，その差が元の関数になる (Jordan分解)ことから
Hahnの定理に至る．どちらも最初に（変動の有界性または正負への分離を）泥臭い補題が必要の
ようだ．ここでは記号は [伊藤]に，配列は [猪狩]に従う．

補題 ([猪狩，補題 5.2])　任意の可測集合 Aに対して Φ(B) � Φ(A)なる正集合B ⊂ A

が存在する． �

[谷島，補題 8.8]も「Φ(B) � Φ(A)なる」が抜けているが同じ証明．
証明：−a1 = inf

E⊂A
Φ(E) < 0としてよい（そうでなければAが正集合）ので ∃E1 ⊂ A; −Φ(E1) >

a1/2 > 0だから仮定の Φ(A) > 0と併せて Φ(A \ E1) = Φ(A) − Φ(E1) > Φ(A)．A1 = A \ E1と
おく．

aj, Ej , nj , Aj , j = 1, · · · , k − 1, が決まったとき，−ak = inf
E⊂Ak−1

Φ(E) < 0としてよい（そうで

なければ Ak−1が正集合）ので ∃Ek ⊂ Ak−1; −Φ(Ek) > ak/2 > 0だから帰納法の一つ前の結論
Φ(Ak−1) > 0と併せて Ak = Ak−1 \ Ek とおくとΦ(Ak) > 0．



B = A \
∞⋃

k=1

Ek =
∞⋂

k=1

Ak とおくと，Φの σ加法性から Φ(B) = Φ(A) −
∞∑

k=1

Φ(Ek) > Φ(A) +

1
2

∞∑
k=1

ak > 0．−∞ < Φ(A)−Φ(B) =
∞∑

k=1

Φ(Ek) < −1
2

∞∑
k=1

ak だから右辺は収束．特に ak → 0．し

かもΦ(B) > Φ(A) + 1
2

∑∞
k=1 ak > Φ(A)．C ⊂ Bならば C ⊂ Ak−1だからΦ(C) � −ak．k → ∞

とすると Φ(C) � 0．つまりB ⊂ A がΦ(B) > 0なる正集合． �

Hahnの定理 　可測空間X 上の加法的集合関数 Φに対して V (P ) = V (P c) = 0 なる
P ⊂ Xが存在する．（零集合の分だけ任意性があるので一意的ではない．） �

証明：補題から Φ(Ak) → V (X) =: aなる正集合列 {Ak}があり，P =
⋃

Ak はΦ(P ) = aなる

正集合．C ⊂ P c ならば a � Φ(C ∪P ) = Φ(C)+ aからΦ(C) � 0なので P cは負集合となる．�

・ Hahnの定理の P をとりΦ+(A) = Φ(A∩P )，Φ−(A) = −Φ(A∩P c) で加法的集合関
数±Φ±を定義するとHahnの定理からこれらは有限測度でΦ = Φ+ − Φ−．

Jordan分解定理 　 V = Φ+, V = −Φ−，従って，特にΦ = V + V（加法的変動関数は
測度の差として一意的に書けること）および全変動 V = V − V は有限測度． �

証明：F ⊂ E に対して（P が正集合 P c が負集合だから）Φ(F ) = Φ(F ∩ P ) + Φ(F ∩ P c) �
Φ(E ∩ P )．F ⊂ Eについて supをとると V (E) � Φ+(E)．定義から V (E) � Φ(E ∩ P )だから等
号が成り立つ．もう一方も同様． �

定理（全変動という命名の由来） 　 V (E) = sup
n∑

j=1

|Φ(Ej)|．ここで supはEの有限分

割の方法全てにわたる上限． �

証明：V (E) = Φ+(E) + Φ−(E) = Φ(E ∩ P ) + |Φ(E ∩ P c)|だから�はOK．一方 V は測度だ

から E =
n⋃

j=1

Ej を排他和とすると V (E) =
n∑

j=1

V (Ej) �
n∑

j=1

|Φ(Ej)| だから�もOK． �

・不定積分．測度空間 (X,F , µ)上の可積分関数 f : X → Rに対してΦ : E �→
∫

E

f dµ

はΦ±(·) =
∫
· f± dµなる加法的集合関数．これを不定積分と呼ぶ．

3.2 ラドン・ニコディムの定理

可測空間 (X,F)を固定．以下は加法的集合関数 (signed measure)についても言えるが，
測度で書いておく．

絶対連続と特異 　測度 µと νについて，νが µに関して絶対連続ν � µとは任意の可測
集合Eに対して µ(E) = 0ならば ν(E) = 0となること，µと νが特異ν ⊥ µとは，可測集
合Aが存在して µ(A) = 0, ν(Ac) = 0となることを言う．
特異な測度の例：　 δ0(A) = χ0∈Aは，ルベーグ測度と特異な，ルベーグ可測空間上の

測度（絶対連続な例は不定積分）．
・ 測度が絶対連続かつ特異ならば恒等的に 0．

・ ν � µ ⇔ (∀ε > 0) ∃δ > 0; (µ(E) < δ ⇒ ν(E) < ε) �



証明：⇒を否定すると ∃ε > 0, ∃Ej; µ(Ej) < 2−j , ν(Ej) > ε．E =
∞⋂

k=0

∞⋃
j=k

Ej は ν � µの反例

になる． �

・ ν ⊥ µ ⇔ (∀ε > 0) ∃E ∈ F ; µ(E) < ε, ν(Ec) < ε �

証明：⇐を示すのに，µ(Ej) < 2−j , ν(Ec
j ) < 2−j, j ∈ N, を用いてE =

∞⋂
k=0

∞⋃
j=k

Ej が µ, νを分

離．（本は Fatouと言っている．まあそうだが，単調性というべき．）

Lebesgueの分解定理とRadon–Nikodymの定理 　µを σ有限測度，Φを加法的集合
関数とするとき，Φac � µ（VΦac � µのこと）とΦs ⊥ µ（同上）が存在して Φ = Φac +Φs．
この分解は一意．さらに µ–a.e で定義された可積分関数 f : X → Rが存在してΦs(E) =∫

E

f dµ, E ∈ F． �

注：「後半から ν � µならば µ–a.e で定義された非負値可積分関数 f : X → R+が存在して

ν(E) =
∫

E
f dµ, E ∈ F」を得る．これを Radon–Nikodymの定理と言い，f を ν の µについて

の密度関数またはRadon–Nikodym導関数と呼んで，f =
dν

dµ
と書く．

（なお，密度で書けない部分が特異な部分 Φs とする [伊藤清三]証明がすなおに見えるので，
Lebesgueの分解定理と Radon–Nikodymの定理はセットで証明する．）
証明：µが σ有限なので有限測度の場合に帰着する．Hahnの分解定理から Φが測度 ν の場合

をやれば十分．
次の (*)を満たす非負値可測関数 φ : X → R+全体をΨとおく：

(*) 「
∫

X
φdµ < ∞，かつ，不定積分 Fφ : E �→ ∫

E φdµ が Fφ(E) � ν(E), E ∈ F , を満たす．」

恒等的に 0なる関数 χ∅ ∈ Ψだから Ψは空でないので α = sup
φ∈Ψ

Fφ(X)が存在して 0 � α �

ν(X) < ∞．{φn} ⊂ Ψを lim
n→∞Fφn(X) = αとなるように選んで f(x) = sup

n�1

φn(x)で非負値可測

関数 f を定義すると f ∈ Ψかつ Ff (X) = αとなることが以下のように分かる：

fn = max{φ1, · · · , φn}とおくと，任意のE ∈ Fに対してE =
n⋃

i=1

{fn = φi}だから，Ei ⊂ {fn =

φi}を選んで E =
n⋃

i=1

Eiかつ Ei ∩ Ej = ∅, i �= j, とできて，
∫

E
fn dµ =

n∑
i=1

Fφi
(Ei) � ν(E) を得

る．一方 lim
n→∞ fn = sup

n�1

φn = f が各点で成り立つから，単調収束定理から Ff (E) = lim
n→∞

∫
E

fn dµ

よって，Ff (E) � ν(E), E ∈ F , となり f ∈ Ψを得る．さらに α � Ff (X) = lim
n→∞

∫
X

fn dµ �

lim
n→∞

∫
X

φn dµ = αで Ff (X) = αも得る．

不定積分 Ff は加法的集合関数なのでΦ′ = ν −Ff も加法的集合関数で非負値有限（つまり有限
測度）．これが恒等的に 0でなければ特異であることを言う．
補題：　µ, νが有限測度で νは恒等的に 0でなく，µと特異でなければ∃n, ∃En ∈ F ; µ(En) > 0;

(∀E ⊂ En) ν(E) � n−1µ(E)． �

補題の証明：　加法的集合関数Φn = ν−n−1µにHahnの定理を使うと∃En; E ⊂ En ⇒ ν(E) �
n−1µ(E), E ⊂ Ec

n ⇒ ν(E) � n−1µ(E)．µ(En) > 0なる nがあれば証明が終わる．そうでないな

ら，E0 =
∞⋃

n=1

Enはµ(E0) = 0を満たし，E ⊂ Ec
0 (⊂ Ec

n)ならば0 � ν(E) � n−1µ(E) � n−1µ(X)

が任意の nで成り立つので ν(E) = 0．つまり ν ⊥ µを得て矛盾． �



定理の証明の続き：　 Φ′ = ν − Ff が特異でないなら ∃n, ∃En ∈ F ; µ(En) > 0, (∀E ⊂
En) Φ′(E) � n−1µ(E)．よって g = n−1χEn とおくと f + gは非負値可積分で

Ff+g(E) = Ff (E) + n−1µ(E ∩ En) � Ff (E) + Φ′(E ∩ En) � Ff (E) + Φ′(E) = ν(E),

すなわち f + g ∈ Ψ．しかし Ff+g(X) > Ff (X) = αなので αの定義に反する．よってΦ′は特異．
あとは一意性を言えばよい．ν を２通りで絶対連続と特異部分に分けられたとすると，移行す

れば差について絶対連続かつ特異となるので恒等的に 0． �

3.3 1次元積分

[谷島，５章と §7.4][伊藤清三，IV章，§§21–22]

実数上のルベーグ測度空間 (R,F1, µ1)を固定．

離散測度と連続測度 　測度 µが離散的とは恒等的に 0ではなくかつ可算集合D ⊂ Xが
存在して µ(Dc) = 0 となること，連続とは任意の点 x ∈ X に対して µ({x}) = 0 となる
こと．
・ (R,F)上の測度 µは µ = µc + µdと一意的に分解される．ここで µcは連続，µdは離
散．（Rnでも成立．）
証明：　D = {x | µd({x}) �= 0}は可算集合なので µd(·) = µ(· ∩ D)．µc = µ − µdは連続．�

ルベーグ・スチルチェス積分 ・ R上のルベーグ測度による 1次元積分の拡張．
まず，F : R → Rを増加（非減少）関数とする．ν([a, b]) = F (b) − F (a)は区間の作

る π族上で σ加法性を持つので，前期の Caratheodoryの拡張定理から一意的に B1 （さ
らに完備化Fνも一意的だが，その可測集合はルベーグ可測集合F1 と必ずしも一致しな

い）上の測度 νに拡張できる．νに関する積分
∫

E

g(x) dνを
∫

E

g(x) dF (x)などと書く．

・Fが増加とは限らない場合に加法的集合関数を用いて以上を拡張できる．（F = F+−F−
で f+ = 0 on E, F− = 0 on Ec なるときは明らか．一般に有界変動関数はこのような分解
が可能である．）結果のみ：

有界な F が有界変動関数とは，M が存在して [a, b]の任意の分割に対して
n∑

i=1

|F (xi)−
F (xi−1)| < M．
○ 有界変動ならば増加関数の差 F = F1 − F2で書ける．この中で V = F1 + F2を最小

にするものがとれる．以下それを固定．このときの増加関数 V = VF を全変動と呼ぶ．

○ F が有界変動のとき，
∫

|g| d VF < ∞なる gに対して∫
E

g(x) dF (x) :=

∫
E

g(x) dF1(x) −
∫

E

g(x) dF2(x)が存在．これが Lebesgue–Stieltjes

積分．
○ Eが閉区間で gが連続なら，Riemann–Stieltjes積分に一致．

微分 ・F : [a, b] → R，有界，が絶対連続とは，(∀ε > 0) ∃δ > 0; [a, b]の共通部分を持たな

い区間の有限列{(ai, bi] | i = 1, · · · , n}が
n∑

i=1

(bi−ai) < δを満たせば
n∑

i=1

|F (bi)−F (ai)| < ε

を満たすことを言う．（「有限列」を「無限列」に置き換えても同値．）



○ F が増加の時，F に対応する測度を νとする．Fν ⊃ F1で µ1(N) = 0なら ν(N) = 0

となるとき νは µ1に関して絶対連続という．F が絶対連続と νが絶対連続は同値．
○ 絶対連続ならば有界変動．
○ 有界な F に対して，F，Fiたち，VF，が絶対連続であることは互いに同値．それと

ルベーグ可積分な f : [a, b] → Rが存在して F (x) − F (a) =

∫ x

a

f(y) dy の成立が同値．

（Radon–Nikodym．一般の有界変動関数の場合は特異集合関数Φs によって Φs((a, x])な
る項が加わる．）
・ 解析学の基本定理：　F : [a, b] → Rが絶対連続ならば，Radon–Nikodym密度を f

とおくと，ルベーグ測度に関してほとんど全ての xで f(x) = lim
h→0

1

h
(F (x + h)−F (x))．f

を微分商とも呼ぶ．（実際はRadon–Nikodymを使わずに証明できる．）
・ 積分変数の変換（一般の測度空間でOK）：　Φを加法的集合関数で（µ1に関して）

絶対連続Φ(·) =

∫
·
φ(x) dxとする．このとき可測関数 gがΦの全変動 VΦについて可積分

なことと g(x)φ(x)が µ1に関して可積分なことは同値で，
∫

E

f dΦ =

∫
E

f(x) φ(x) dx．

・（R上のルベーグ測度に対しては）F が絶対連続 F (x) − F (a) =

∫ x

a

F ′(y) dyならば，∫
E

f dF =

∫
E

f(x) F ′(x) dx．

○ F が単調ならば g = f ◦ F−1とおくと
∫ F (b)

F (a)

g(y) dy =

∫ b

a

g(F (x)) F ′(x) dx，すなわ

ち，Riemann積分の置換積分の公式．

・部分積分法：　[a, b]でF が連続で有界変動，φが有界変動とすると
∫ b

a

φ(x) dF (x) =

F (b)φ(b) − F (a)φ(a) −
∫ b

a

F (x)dφ(x)．（一方が連続なときはRiemann和で近似できるの

で，実際はRiemann積分の場合の証明に同じ．）



4 Lp空間

測度空間 (X,F , µ)を固定．積分
∫

E

f dµ．

4.1 Lp空間の完備性

必要な性質を持つ関数を探す　－　例：微分方程式の解を求める
関数の集合（関数空間（位相，特に，距離の定義された集合を空間と言い習わす））を

決めてその中で探す．
○ 近似列 fn（解析の容易な，求めるものに近い関数たち）を含む関数空間
○ 完備性：広げた網（考察対象の関数空間）の中に求める関数があることを保証する
＝　 fn がコーシー列ならば極限 lim

n→∞
fn がその関数空間の中にあること

○ 関数解析と呼ばれる広大な分野の出発点

目標． おおざっぱには，‖f‖p =

(∫
X

|f |p dµ

)1/p

がノルム（Lpノルム）になることを

示し，Lpノルム有限な可測関数の集合がBanach空間（ノルムが定義する距離で完備な線
形空間）であることを証明する．
○ 大ざっぱとは，厳格には関数の集合ではなく，測度ゼロの集合上の違いを無視した

関数の同値類の集合，ということ．

同値類． ・ 同値関係：反射律，対称律，推移律を満たす２項関係
○同値関係∼があるとそれで集合を同値類に類別できる：cx = {y ∈ A | x ∼ y}, x ∈ Λ．

Λ：代表元．
A/ ∼= {cx | x ∈ Λ}　（集合族）．
○ x ∼ y のとき「x と y を同一視」するなどと言う
・ X上の関数 f , g に対して f = g, a.e., 即ち µ({x ∈ X | f(x) �= g(x)}) = 0であるこ

とを f ∼ g と書くと ∼ は同値関係．
・ 以下では，関数とは，∼ で同一視したものを指す．「ある条件を満たす関数の集合を

X と書く」とは，その条件を満たす（本来の意味の）関数の集合 Y に対して X = Y/ ∼
とすることとする．その要素のことを関数という．（条件が同一視と矛盾ない条件である＝
代表限の取り方によらない＝ことを確認する必要がある．）

Lp空間． p � 1 を固定．

・ Lp = Lp(X)：　可測関数 f : X → Rで
∫

|f |p dµ < ∞ を満たすものの集合（正し

くは関数の同値類の集合，以下略）．
注：a.e. で一致する関数の同一視は，f = g, a.e., ならば

∫
|f |p dµ =

∫
|g|p dµ なので，定義は

代表元によらない．

例： (1 + |x|)−q， |x|−qχ|x|�1

・ f の Lp–ノルム：　 ‖f‖p =

{∫
|f |p dµ

}1/p

・ fn ∈ Lp が f ∈ Lp に p次平均収束：　 lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0



・ 関数 fn が f に概収束：　 lim
n→∞

fn(x) = f(x), x-a.e.

Hölder不等式． ・ Schwarz の不等式：　 f, g ∈ L2 ならば∫
|fg|dµ �

√∫
|f |2 dµ

∫
|g|2 dµ

・ Hölder の不等式．　 p > 1,
1

p
+

1

q
= 1, とする．f ∈ Lp, g ∈ Lq, ならば∫

|fg|µ(dx) � ‖f‖p ‖g‖q. �

注：　 Schwarz の不等式は Hölder の不等式の特別な場合．特別扱いは Hilbert空間としての
構造があるから

証明：　 f(x) = xp/p + 1/q − x � 0 (x � 0) に x = a b−q/p を代入，両辺に bq をかけると

a b � ap

p
+

bq

q
(a � 0, b � 0)．0 < ‖f‖p ‖g‖q < ∞としてよい．a = |f(x)|/‖f‖p, b = |g(x)|/‖g‖q

とおいて積分． �

Minkowskiの不等式． p � 1, f, g ∈ Lp ならば ‖f + g‖p � ‖f‖p + ‖g‖p . �

・ 三角不等式（‖·‖pがノルムになること）
証明：　 p = 1は各点での三角不等式から言えるので p > 1としてよく，左辺が正の場合を考

えれば十分．‖f + g‖p
p =

∫
|f + g|p−1f dµ +

∫
|f + g|p−1g dµ の右辺各項に Hölder の不等式を

適用． �

Banach空間． ・ 線型空間（ベクトル空間）：　スカラー倍と和について閉じている
空間集合
・ ノルム (‖·‖)：　線形空間Xの実数値関数で，非負，一意（‖f‖ = 0 ⇒ f = 0)，一
次 (‖af‖ = |a| ‖f‖)，三角不等式，を満たすもの．(X, ‖·‖)を線形ノルム空間．
・ 距離：　集合上の 2変数実数値関数 ρで，非負 (ρ(f, g) � 0)，一意（ρ(f, g) = 0 ⇒

f = g)，対称，三角不等式，を満たすもの．

例：　 ρが距離なら d(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)
も．

○ 線形ノルム空間 (X, ‖·‖)において，ρ(f, g) = ‖f − g‖ は距離（ノルムが定義する
距離）．
注：　ノルムは線形空間のみ， 距離は線形空間でなくても可能
・Banach空間：　ノルムが定義する距離に関して完備な線型ノルム空間 (X, ‖·‖)．（完備
とはそのノルムに関するコーシー列がその空間の中でそのノルムに関して収束すること．）
例１：　Rn, Cn （それぞれ R, C を係数体とする通常の和と積に関するベクトル空間

として）Banach空間になる．ノルムは ‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

をとることができる（
pノ

ルム）．p � 1 は任意．ノルムが違えば Banach空間として違う空間と言うべきだが，有
限次元線形空間の場合は ‖·‖p が定義する距離は異なる pでも同値．
例２：　C0([0, 1])は supノルムでバナッハ空間．
完備性の証明：　 supでコーシー列なら各点でコーシー列なので各点収束するから ∃u(x) =

lim
n→∞un(x)．しかも任意の ε > 0に対して，各 y毎にN(y)が存在して，m � N(y)ならば |um(y)−
u(y)| < εだから，m(y) � N(y)ならば ‖un − u‖ � sup

y∈[0,1]
|un(y) − um(y)(y)| + ε.



supに関してコーシー列だから右辺第１項も十分大きい n, m(y)に対して ε以下になるから，結

局 un → u in norm．u ∈ C0を言うには 3ε論法，すなわち，εだけで決まり x, yによらない nに

よって |u(y) − u(x)| � 2ε + |un(x) − un(y)| を得るので un ∈ C0から u ∈ C0． �

注：　 Lebesgue 積分の Riemann 積分に対する最大の利点の一つが，Lp の完備性．
（Riemann積分では極限と積分の順序交換が無条件では許されない．）
・ 定理：　 Lp空間は完備である（すなわちBanach空間である）． �

証明：完備性だけが残っている．{fn} を Lp の中の Cauchy列 lim
n,m→∞ ‖fn − fm‖p = 0 . 単調増

加で
∥∥fn − fn(k)

∥∥
p

< 2−k, n > n(k), となるように n(k)をとれるので，
∥∥fn(k+1) − fn(k)

∥∥
p

< 2−k,

f̃k = fn(k)とおく．

gn = |f̃1|+
n−1∑
j=1

|f̃j+1 − f̃j| ∈ Lp は各点で非負値単調増加だから g(x) = lim
n→∞ gn(x)が存在，か

つ，各点の三角不等式から ‖gn‖p �
∥∥∥f̃1

∥∥∥
p
+ 1．

単調収束定理から ∃
∥∥∥ lim

n→∞ gn

∥∥∥
p

= lim
n→∞ ‖gn‖p �

∥∥∥f̃1

∥∥∥
p
+ 1 なので g ∈ Lp．

f̃1 +
∞∑

j=1

(f̃j+1− f̃j) = lim
n→∞ f̃n = f は |g(x)| < ∞から a.e.-x で絶対収束して |f | � g, a.e.，即ち

f ∈ Lp．|f(x) − f̃n(x)| � g(x) なので，優収束定理から lim
n→∞

∥∥∥f − f̃n

∥∥∥
p

= 0． lim
n→∞ ‖fn − f‖p �

lim
n,k→∞

∥∥fn − fn(k)

∥∥
p
+ lim

k→∞
∥∥fn(k) − f

∥∥
p
から主張を得る． �

・ 系：　 fn ∈ Lp, n ∈ N, かつ lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0 ならば，適当な部分列をとって

lim
k→∞

fn(k)(x) = f(x), a.e.-x, とできる．即ち Lp収束していれば，概収束する部分列が取

れる． �

証明：　上の証明で次の性質を持つ部分列 n(k)の存在が言えている：
∃f̃ ; lim

k→∞
fn(k) = f̃ , a.e.,

lim
k→∞

∥∥∥f̃ − fn(k)

∥∥∥
p

= 0 .∥∥∥f̃ − f
∥∥∥

p
�
∥∥∥f̃ − fn(k)

∥∥∥
p
+
∥∥fn(k) − f

∥∥
p
→ 0 (k → ∞). �

4.2 問題．

1. µ(X) < ∞ ならば 1 < p < p′ のとき Lp′ ⊂ Lp．
（f = fp と g = 1 から fp′ が出るようにHölderを使う．）

2.（たたみこみ）　 1 � p < ∞, f ∈ Lp(Rn), g ∈ L1(Rn)ならば，(f ∗ g)(t) :=∫
�n

f(x − y)g(y)dyは f ∗ g ∈ Lp(Rn)．

3.(a) E = {χA | µ(A) < ∞} ⊂ Lp は Lpノルムに関して閉集合．
（χEn → φ ∈ Lpなら概収束部分列．値域は {0, 1}．）

(b) f ∈ L1 に対して Ff : E → R を，φ ∈ E = {χA | µ(A) < ∞} ⊂ Lp に対して

Ff(φ) =

∫
X

f(x)φ(x) dµ(x) で定義すると Ff は E上の連続関数である．
（‖χA′ − χA‖p = µ(A′⊕A)1/p なので χA′ → χA (Lp)とµ(A′⊕A) → 0は同値．積分の絶対
連続性から µ(A) → 0のとき

∫
A |f | dµ(x) → 0．（単関数増大近似列 fn ↗ |f |で積分が近くな

るようnを大きく固定．
∫
A |f | dµを

∫
A fn dµで近似し，単関数では sup fn < ∞に注意して

µ(A) で評価．）よって |Ff (χA′)−Ff (χA)| �
∫

A′⊕A
|f(x)|dµ(x) → 0, ‖χA′ − χA‖p → 0 .）



4.（Banachの不動点定理，縮小写像の原理）　 (X, d)：完備距離空間，T : X → X;

∃a ∈ (0, 1); d(Tf, Tg) � a d(f, g), f, g ∈ X．

(a) f0 ∈ Xに対して fn = Tfn−1, n = 1, 2, · · ·, で定義された {fn}はコーシー列．
(b) f∞ = lim

n→∞
fnに対して Tf∞ = f∞．

(c) Tf = f を満たす f は唯一つ（f∞だけ）．

5. (C([0, 1]); ‖·‖1) は完備でない．

4.3 補足．

L∞． p = ∞ に相当する空間も Banach空間（[伊藤清三，§23]ではM と表記．そのあと

§24で別の空間を L∞ と記しているがそれとは別物）．
可測関数 f が本質的に有界とは，ある a に対して |f(x)| � a, a.e.-x, が成り立つこと．

これが成り立つ a の下限を ess. supx∈X |f(x)| と書いて |f |の本質的上限という．本質的
に有界な関数全体を L∞ と書く．今まで通り，a.e. 一致の同値類で関数を考える．
・命題：　‖f‖∞ = ess. supx|f(x)|はノルムになり，(L∞, ‖·‖∞)は Banach空間になる．

�

内積と Hilbert空間． ・内積：共役性 ((f, g) = (g, f))，線形性 ((af +bg, h) = a(f, h)+

b(g, h))，非負性 ((f, f) � 0)，一意性 ((f, f) = 0 ⇒ f = 0)，を満たす 2変数関数 (·, ·)．
・ (f, g) =

∫
fg dµ, f, g ∈ L2 （g は g の複素共役）は L2の内積．

・ 内積から定義されるノルム： ‖f‖ =
√

(f, f)

・Hilbert空間：　内積が定義された線形空間で内積が定義するノルムに関して Banach

空間になっているもの．
○ Lp の中では L2 のみが Hilbert空間である．
（ノルムが内積から来るためには中線定理が成り立つことが条件．）
Hilbert空間は元の間の直交性や基底などの概念が可能になる点で Banach空間の中で

も特別に重要である．



5 確率論の基礎．
以下確率論講義ノートに引き継ぐ．
分布等式（再掲）
基本不等式（チェビシェフ，ミンコフスキー，ヤング，イェンセン），
（シュワルツ，ヘルダー，は既出）

例：p � 1, x, a, b > 0 なら (a + b)p � (1 + x)p−1ap +

(
1 +

1

x

)p−1

bp （x = 1がイェンセ

ンであとは xの増減表）



6 前期最初のイントロ
・「量（大きさ，分量）をはかる」ということの数学的に厳密かつ有用な定義
個数，長さ，面積，体積，n次元体積
抽象化：全てをまとめて測度と呼ぶ　→　集合関数としての測度，非負値性，加法性
・面積としての（１変数実）関数の定積分　→　拡張性の良さ（任意の空間）

6.1 究極の数学的理想化精密化としてのσ加法性

・集合関数としての測度　→　定義域の問題：どのような集合が「はかれる」か？　→
　可測集合（外からと中からで覆って誤差がなければよい）
・σ加法性：極限操作の可能な測度の概念　→　 σ加法族
・拡張定理（存在定理）：有限加法的測度は σ加法性を持てば σ加法族に拡張できる！
一見複雑だが，ひとたび基礎を固めるとあとは頑丈で使いやすい
・可測関数：「囲んだ部分が可測集合になる関数」　→　操作の容易な定義f−1((a,∞)) ∈ F
・関数の可測性と可積分性を隔てるのは「∞−∞」だけ（絶対収束の類似）
・長さ 1の区間は長さ 0の点からなるから長さ 0！？→ σ加法性は加法性の究極の精密化
・ リーマン可積分ならばルベーグ可積分で値は一致

6.2 普遍性　－　応用の広さ

測度論・積分論が由緒正しい一般化であることの傍証

6.2.1 ２つの関数がどれくらい違うかを計る

関数空間のノルム（２点＝ここでは２つの関数，の違いを計る概念：0，三角不等式，ス
カラー倍），一様収束← supノルムは既習だが · · ·
例： [0, 1]上の多項式の集合．リーマン積分で定義した L1ノルム
短距離の変動発散：L1ノルムはならすので supノルムよりおおらか
長距離（無限遠）の減衰 (decay)：積分は 1/xより早い decayを要求する
ルベーグ積分によることの利点？　→　完備性（極限と積分の可換性）

6.2.2 n次元ルベーグ測度以外の測度

あらゆる「はかること」を統合して議論できる（全順序や成分の数から決まる次元は測
度の必要条件ではない！）
・級数も測度である　・フラクタルとハウスドルフ次元
・無限次元空間，例：関数の集合の上の測度（大きさがはかれる！）例：Wiener 測度


