
微分できない関数の「微分積分」学．

� 不確実性の時代

不確実性の時代と呼ばれたこともある ��世紀の末

にこの記事を書いている．確率という，不確実性の代

表のように誤解されることもある概念は，実は微積分

という確かな世界を広げる．そのような話の一つ，伊

藤の公式が本題である．

確実と不確実の接点をかいま見るべく，話は突然宇

宙に飛ぶ．スペースシャトルに日本人が搭乗するのが

あたりまえになって，宇宙の話題も多くなった．

月と地球：楕円周期軌道．キャプション例（必要なら）

「楕円軌道の解明は古典力学と微分積分学の勝利」

��世紀中頃には既に人類は月に降り立っていた．ア

ポロ計画の成功である．大宇宙の中では砂浜の中の砂

粒より小さなロケットが，行程の大半を燃料を使わず

に惰性だけで飛びながら月を逃さなかったのは，月が

地球をまわる運行がきわめて規則的だからである．

月の運行は，古典力学と呼ばれる自然法則で極めて

正確に予測できる．古典力学による予測とは，数学的

には微分方程式を解くことである．例えば，月が地球

をまわる軌道が楕円軌道であることが導かれ，実際の

観測と合う．

燃料なし，を地球上でたとえるならば，沈みゆく船

から救命ボートで脱出して漂流するようなものだ．月

の運行が正確に予測できなければ，月に到達すること

などおぼつかない．瞬時に軌道予測をするための電子

計算機という ��世紀の発明も忘れてはならないが，人

類の月面到達という歴史は，古典力学と微分積分学の

勝利の一つである．

しかし，��世紀は古典力学的な予測可能性への信

念が揺らぐ世紀でもあった．（��世紀にはいろいろな

ことが起こったが，ここでは衛星の運動に話を限る．）

月は，いつも一方の面を地球に向けたまま運動する．

つまり，地球の周りの軌道だけでなく，月の自転も極

めて規則的である．ところが，土星の第 �衛星ハイペ

リオンの自転運動は周期的な規則性からほど遠いこと

が観測によって明らかになった．

ハイペリオン（岩の写真／グラフ）．キャプション

例「土星の衛星ハイペリオン．このいびつな形の

小さな衛星は不規則な自転運動をする．���� ������

����	
より抜粋．�

ハイペリオンは，殻付きピーナツと形容できそうな，

いびつな形をしているため，地球から見える明るさが

向きによって微妙に変わる．その変化を数ヶ月間てい

ねいに観測したところ，規則的な関数では表せないこ

とが分かった ��� �	
．この不規則な運動は，ハイペリ

オンの形が球から大きくずれていることと，タイタン

という土星の大きな衛星の影響による，とされている．

古典力学で運動が時間と共に急速に予測不可能にな

る場合があることが，カオスという名の研究対象とし

て ��世紀に認識された．もし月が地球に向ける面も

不規則に変化していたならば，アポロ計画は ��世紀

には決心できなかったかもしれない．

カオスの可能性は，規則性の象徴のように思われて

きた天体の運行においてすらいろいろ見られることが

分かってきた．まして，複雑きわまりない地上の現象

は言うまでもない．しかし，これを自然科学的知性の

限界だ，などと一般化してはならない．古典力学的な
�



意味での完全な予測だけが精密な予測ではない．��世

紀の自然科学はさらに高度な数学的方法を用いて，自

然現象の一層深い理解を追求するようになった．

� ギザギザした関数

本題に入るべく，株価という，これまたありふれた

話題に飛ぶ．

株価の図．キャプション例（必要なら）「��年 �月

�日 ��株価の時間変化の様子．」

株価は時々刻々不規則に変動する，ギザギザした関

数である．正確な予測は無理と思われる．しかし，不

規則さの規則を読みとれればそれが役に立つことが

ある．

まず，ギザギザな関数を用意しよう．�を自然数と

して，次のように � の関数 ����� �� � � � �� を定

義する．��� �
区間を �等分する．�����  � から初め

て ������� は���
�
� または ���

�
� とする．一般に

�������を決めたとき，�����������は ����������
�
�

または ������� � ��
�
� とする．����� まで決まった

ら終わる．途中は直線で結ぶのでも階段状にグラフを

書くのでもかまわない．数セミ読者ならば想像してい

るだろうとおり，� が大きくなった極限を考えるので，

結果は同じである．�個の分点毎に選択の余地がある

から，��個の関数が用意できる．これら �� 個の関数

を集めた集合 �� を考える．

�  � だと �� は �個しかない．その要素はどれも

ギザギザな関数とは言えない．

しかし， � を増やすと，�� に属するたいがいの関

数のグラフはギザギザの度合いを増し，どことなく株

�  �．キャプション例（必要なら）「�� に含まれ

る関数．」

価の図に似てくる．

������ ���� ������ �����．キャプション例（必要

なら）「�� 億 に含まれる関数の一つ．」

そこで， � � � で連続関数 � に収束するよう

に各 � 毎に �� � �� を選ぶ．すると，極限 � はい

たるところギザギザな関数になる期待が持てる．実

際，ある意味でこの期待は正しい．種は，�������� 

����� � ������ ������� と書くとき，

���������  ���� �  �� �� � � � � �� �� ���

となることにある．しかし，前置きを長くしないため

に，この大事な話を後回しにする．
�



� 積分変数の変換とギザギザした関数の「微分」

月の運行の予測可能性は微分積分学の勝利だと書い

た．では，微分できないギザギザな関数は，手の出な

い，知性の限界の向こう側の関数だろうか？株価の変

動について数学者は何も語れないだろうか？そんなこ

とはない．よく知られているように ��世紀に新しい

数学の分野が発見された．その糸口の一つは積分変数

の変換公式にあった ��
．

連続関数 � の積分
� �

�

���� �� を考える．まず，高

校で習う積分変数変換の公式を復習しよう．もし � が

微分可能で導関数 �� も連続ならば
� �

�

���� �� 

� �

�

����	�� ���	� �	 ���

となる．ここで ��
�  �� ����  � とおいた．

本題に進む前に，��� を少し書き換える．区分求積

法によれば，�  ���
�������������

����� � ��� とおくとき，

� �

�

���� ��  � �
���

����
���

���������� � ���

である．分点 �� を ��  ��	�� で決めることにする．

� � � と ��  ���
�����������

�	��� � 	�� � � が同値な

らば，
� �

�

���� ��  � �
����

����	������	����� ��	��� �!�

となる．右辺を " �����#$% ��%&��積分と呼んで，
� �

�

����	�� ���	�  � �
����

����	������	����� ��	���

���

と書く．�!� と ��� から
� �

�

���� �� 

� �

�

����	�� ���	� �'�

となる．

��� と �'� を比べると ���	� 	 ���	� �	 という対応

がある．" �����#$% ��%&��積分の「���	�」という記

号には，関数 � の微分 �� が暗黙のうちに入っている．

では，一歩飛躍して，普通の微分積分学を越えよう．

�� � �� の極限としてギザギザな関数 � を得られる

可能性を既に書いた．そのような関数に対して �'� の

ような積分変数変換の公式は成り立つだろうか？答え

は二度驚くものである．まず，そのようないたるとこ

ろギザギザな関数に対しても，ちゃんと公式があるこ

とで驚く．さらに，その公式が �'� と相容れない形を

していることにもう一度驚く：

� �

�

���� �� 

� �

�

����	�� ���	� �
�

�

� �

�

� ����	�� �	�

�(�

ここで，変数変換の関数 � はギザギザだが，� は微分

可能な関数とした．右辺の第１項は ��� のように区分

求積法と類似のやり方で定義する．この公式には発見

者の伊藤清先生にちなんで，伊藤の公式という名前が

ついている．

伊藤先生は内閣統計局に勤務していた時期にこの公

式を発見したそうだ．伊藤の公式を含む一連の研究は

確率解析と呼ばれる分野の基礎となった．その功績に

よって �	)�年に数学のノーベル賞ともいわれるウル

フ賞を受賞されている．

��世紀終盤に金融工学とも呼ばれる経済学の分野

が発展した．数学者が株価のギザギザした関数形につ

いて研究し，その成果が金融派生商品の値段を決める

根拠となった．その走りとなった公式を導いたブラッ

クとショールズとともに �		�年にノーベル経済学賞

を受賞したマートンは，伊藤の公式を用いてその公式

を証明した．

伊藤の公式 �(� に話を戻そう．「���	�」という，ギ

ザギザな関数 � の微分を内包する記号が意味を持つ，

と，伊藤の公式は主張する．その一方，右辺第２項は

�'� にはないので，�(� は � が微分可能な関数のとき

には成り立たない公式である．二度驚く公式と書いた

とおりである．

例えば ����  � の場合， � ����  � なので，�(�

は， ��
�  � と ����  � を思い出すと，

�

�
��
�� 

� �

�

��	� ���	� �



�
���

となることを主張している．右辺第２項の 
 に比例す

る項が通常の微積分学と異なるから，この導出の説明

を試みる．（あとで書くように，以下の説明はちょっと

悪い説明である．）

自然数 � に対して 
  ��� とおく．
 は横軸上の �

番目の分点の位置である．�� � �� ならば ��� から，

�
�������

���������  
 �)�

となる．����� � �����  ������� � �������� を思い
!



出すと，

���
�� � ������  ��������� � ����� � �������

� ������ � ������ � ����� � ������� � � � �
���������� � ��������� � ��������� � �������



����
���

������ � ������ � ���������



����
���

����������������� � ����������

 �

����
���

��������������� � 


�	�

を得る．最後の変形で �)� を使った．

�� がギザギザな関数 �に収束する場合を考える．即

ち， � �
���

���	�  ��	� �� � 	 � ��．このとき，

� �

�

��	� ���	�  � �
���

����
���

��������������� ����

ならば，�	� の両辺で ��� として，目標だった ���

を得る．

最初に断ったように，以上はちょっと悪い説明であ

る．���� を ��� と比べると，分点数 � を大きくする

と同時に被積分関数 �� も変えている点が違う．だか

ら ��� の類推から直ちに ���� は言えない．�� の極限

� に対して �)� に相当する性質を先に導いておくのが

より適切な説明だが，それには準備を要する．

� ほとんど全てギザギザ

いちおう話はすんだが，歯切れの悪いところがあっ

た．�� � �� の極限として得られる連続関数 � はいた

るところギザギザな関数であると期待する，と書いた

が，本当だろうか？また， �� の極限 � に対して �)�

に対応する式が成り立つだろうか？ここでは前者に即

して説明を試みる．

事情は微妙である．というのは �� の中には１歩毎

に上がったり下りたりするジグザグな関数 �� がある．

� を大きくすると，ジグザグの幅も � になるので，極

限は恒等的に � という関数である．これは微分可能だ

から， �'� が成り立ち，従って �(� は成り立つはずが

ない．

事態を打開すべく，再び話を大転換して，「はかる

�量る・測る�」という話をしよう．世の中には，リン

ゴ３個，ロケット２機，というように，一つ一つ数え

ジグザグな関数 �  �(� !�� (���．キャプション例
（必要なら）「完全にジグザグな関数の列 ��� ��� � � ��
は恒等的にゼロというなめらかな関数に収束する．」

る方法と，���**の水，�光年の彼方，というように，

量をはかるという考え方がある．水は分子からできて

いるので，分子の個数を数えれば「水 !
 ����個」と

いう言い方もできそうだが，日常生活ではそれは悪い

言い方で，���**の水と言うほうが良いだろう．

量の概念は数学的には測度として定義される．��世

紀の初めにルベーグが完成した測度論である．長さや

面積は測度の例である．そしてもう一つ，確率も，起

こりやすさをはかるという意味で，測度としてとらえ

ることができる．

起こるかもしれないこと，あるいは文学的 �+�に言

い換えれば，実際には起こらなかったことの量を，目

に見える量である長さや面積と同等に，測度ととらえ

たのは，測度論に基づく確率論を創始したコルモゴロ

フの卓見であった．

長さや面積のような目に見える量にこだわる限り，

関数の集合のような抽象的な集合の量は考えにくいが，

確率も測度であると見破ったときから関数の集合に確

率という名の測度を定義して，その量を数学的にはか

れるようになった．

伊藤の公式 �(� が成り立つ関数を探すのにふさわし

い測度はウィーナー測度と呼ばれる確率測度である．

ウィーナー測度の説明をするために，今度はすごろく

の話をする．集合 �� の定義を思い出してほしい．そ

こで，������� が決まったときに ������ �����の値は

������� � ��
�
� の２つの値から選ぶ，と書いた．こ

れを硬貨の表裏で駒を ��
�
� 進めるか戻すかを決め

るすごろくに見立てよう．すると，硬貨を � 回投げる
�



文学的な絵？はかる �� 起こらなかったこと

ことで �� の関数を一つ選ぶことができる． �� の中

の ��個の関数は全てが等しい確率 ��� で現れうる．

このように定義された ��上の確率について���
の極限をとると，連続関数の集合上の確率を得ること

ができる．これがウィーナー測度である．その作り方

から想像されるとおり，この確率で測れば，事実上全

ての関数がギザギザした関数に見える．�� � �� の極

限として得られる関数の中には恒等的に � という関

数もあると書いたが，ウィーナー測度で測ると，この

ような関数が現れる確率は � になる．この事情を，数

学用語では，ウィーナー測度で測ればほとんど全ての

関数がいたるところ微分不可能である，などという．

確率 �，あるいはほとんど全て，ということは賭事

でいえば，はずれがない，ということである．考えて

いる集合の中になめらかな関数という例外があっても，

硬貨を投げて �+�選んだとき，それに行き当たる可能

性はないという意味で，事実上全ての関数がギザギザ

している．

�)� の極限について説明する余裕はなくなったが，

以上の説明と同様に，確率論の枠組みの中で数学的に

正当化できる．（詳しいことは教科書 �!
 に譲る．）一

つ一つの関数について公式が成り立つかどうかを判断

してより分けるのではなく，関数の集合の中で求める

性質を持つものの割合（確率）を論じることで，ギザ

ギザな関数の「微分積分」が定義できるところがおも

しろい．

� 不確実の中の確実

天気予報は ��世紀のかなり長い期間，当たらないも

のの代名詞であった．交通事故に遭わないために「気

象庁，気象庁」と呪文を唱える，という冗談すらあっ

たらしい．（��世紀には天気予報に責任を持っていた

のは気象庁という役所だった．）

しかし，��世紀は電子計算機の発明と急速な進歩

の時代でもあった．��世紀半ばに既に，電子計算機開

発の中心人物の一人フォンノイマンが，空気の運動を

記述するナビエストークス方程式と呼ばれる微分方程

式を数値的に解く可能性を検討している．

天体の運動ですら複雑なので，天気予報がどこまで

正確になるかは簡単なことではない．しかし，現在の

精度は原理的な問題より遙かに手前にいる．観測精度

の向上と計算機の性能向上によって予報の精度が上が

る余地が十分ある．（情報の伝達技術や計算機の発達を

刺激するという実利もついてくるだろう．）

数学は，自然科学は，曲折はあっても進歩する．そ

うやって確実という言葉が使える状況が，遅速はあっ

ても，増えていく．月にうさぎがいると思うほうが夢

がある，という意見もあるが，だまされてはいけない．

広がった確実な理解の土台の上に，より多くの夢や可

能性が新たに開ける．進歩によって夢は増える．

��世紀終盤に不確実性の時代という言葉がはやった

ときもあった．世紀末の日本では，阪神大震災で神戸

の高速道路の高架が根本から折れ，打ち上げたロケッ

トが失敗し，とどめを刺すように東海村で臨界事故が

起きた．��世紀は日本の自然科学にとっては真冬から

始まるかもしれない．

それは，いいことだ．冬来たりなば春遠からじ，と

いう言葉があるからだ．日本の自然科学の春を連れて

くるのは ��世紀の若い諸君の力である．��世紀の若

い諸君に，心から声援を贈りたい．

この記事を書くにあたって励ましと有益な助言を下

さった渡辺信三先生に感謝します．また，有益な提案と

良い図を探して下さった数セミ編集部にも感謝します．
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