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(注 1) 行列とベクトルと線形空間に関して以下の記号と用語を断りなく使う．n次元線形空間をR
n と

書く．m行 n列の行列 Aに対して R
mの線形部分空間 {A−→v | −→v ∈ R

n} ⊂ R
mを Aの像（記号は

ImA = {A−→v | −→v ∈ R
n}），R

nの線形部分空間 {−→w ∈ R
n | A−→w = −→0 } ⊂ R

nを Aの核（記号は
KerA = {−→w ∈ R

n | A−→w = −→0 }），とそれぞれ呼び，また，R
nの線形部分空間 V に対して線形部

分空間

{−→u ∈ R
n |全ての−→v ∈ V に対して (−→u ,−→v ) = 0}

を V ⊂ R
nの直交補空間と呼ぶ．(−→u ,−→v )はベクトルの内積を表す．（実数 xと yに対して (x, y)は

内積でなく成分表示．）線形空間 V の直交補空間の記号を V ⊥，行列Aの転置行列を tAと書く．

(注 2) 1期の市場を考えるとは以下の量を与えることである．なお非負実数を成分とするN 成分列ベ
クトルを全て集めた集合をR+

N と書く．

・自然数N と，時刻 0の原資産の単価を縦に並べたN 行の非負値列ベクトル−→
S 0 ∈ R+

N．

・あらゆる価格の変化の組み合わせの可能性が有限種類でそれをM 種類とし，それを Ω = {ωj |
j = 1, . . . ,M}でラベル付けするとき，各 j = 1, . . . ,M に対して，j番目の価格変化の組み合わせ
の時刻 1での原資産の単価を縦に並べたN 行の非負値列ベクトル−→

S 1(ωj) ∈ R+
N．

(注 3) −→
S 1(ωj)を jについて横に並べて得られるN ×M 行列をD = (−→S 1(ω1) · · · −→

S 1(ωM ))と書く．

この試験では
−→
S 0 �= −→0 とする．−→

S 0 =
∑

ω∈Ω ψ(ω)−→S 1(ω) を満たす非負値関数 ψ : Ω → R+がも

しあれば，PQ[ {ω} ] =
ψ(ω)∑

ω′∈Ω ψ(ω′)
で定義される Ω上の確率測度 PQをリスク中立確率という．

問 1 ．　 b > 0，s > 0，N = 2，M = 2，
−→
S 0 =

(
b

s

)
，
−→
S 1(ω1) =

(
1.1 b

1.3 s

)
，
−→
S 1(ω2) =(

1.1 b

0.8 s

)
，で与えられる 2項 1期の市場についての以下の計算の空欄 (a)–(d)を，数値と bと s

を用いて埋めよ．なお，以下で原資産価格ベクトルの第 1成分（単価 b）を無リスク債券，第 2

成分（単価 s）を株券と呼ぶ．
この市場のリスク中立確率 PQは PQ[ {ω1} ] = (a) で定まる確率測度である．「株券 1単

位を時刻 1に価格 1.19 sで買う権利（ヨーロッパコールオプション）」の時刻 1での価値は，可
能性 ω2が実現すれば市場で買ったほうが安いので 0，ω1が実現すれば権利行使して直ちに市場
売却する思考実験によって (b) である．このオプションを xB 単位の無リスク債券と xS

単位の株券のポートフォリオで複製すると (xB × b, xS × s) = (c) であり，こ

のオプションの時刻 0での価値（リスク中立価格）は (d) である．

問 2 ．　 M = 2, N = 3，
−→
S 0 =

⎛
⎜⎝ 1

1

0.04

⎞
⎟⎠，−→

S 1(ω1) =

⎛
⎜⎝ 1.1

1.35

0.154

⎞
⎟⎠，−→

S 1(ω2) =

⎛
⎜⎝ 1.1

1

0

⎞
⎟⎠，で

定まる 1期市場において，数理ファイナンスの第 1基本定理に関連する以下の問に答えよ．



i) Aを 3次正方行列，−→x ∈ R
3を 3成分列ベクトルとする．全ての成分が正の 3成分列ベクト

ル−→y =

⎛
⎜⎝ y1

y2

y3

⎞
⎟⎠ ∈ R

3に対して =
−→
0 を満たすとすると，

0 = ( ,−→x ) = y1(
tA−→x )1 + y2(

tA−→x )2 + y3(
tA−→x )3

だから，tA−→x が「零ベクトルでなくかつ全成分非負になる」ような−→x は存在しないことが
わかる．以上が Stiemkeの補題の同値関係のうちやさしい向きの主張の証明の概要になる
ように，2箇所の空欄に共通する数式を答えよ．

ii) この問 2の冒頭の 1期市場が（強い意味で）無裁定であることを小問 i)の結果から結論す
る際に行列Aを具体的にどうおくか．数値で答えよ．

iii)この問 2の冒頭の 1期市場のリスク中立確率をPQと書くとき，PQ[ {ω1} ]を求めよ．

問 3 ．　 数理ファイナンスの第 2基本定理に関連する以下の問に答えよ．

i) NとMを自然数として，AをN行M列の行列とするとき，Im tA = R
M ⇔ KerA = {−→0 }

を証明する以下の証明の概要の中の空欄を，この問題用紙の中にある記号の適切な組み合
わせによる等式で埋めよ．
(1) −→x ∈ KerA（すなわち A−→x = −→0）と，(∀−→y ∈ R

N ) (−→y ,A−→x ) = 0 は同値である．
(2) 内積の性質から (−→y ,A−→x ) = (tA−→y ,−→x )．
(3) 像の定義から {tA−→y | −→y ∈ R

N} = Im tA．
(4) (1)(2)(3)と「変数変換」−→w = tA−→y によって，A−→x = −→0 ⇔ (∀−→w ∈ Im tA) (−→w ,−→x ) = 0．

(5) 核の定義と直交補空間の定義から，(4)は集合の等式 を意味する．

(6) −→0 ∈ R
M は全てのベクトルと直交するので，{−→0 }⊥ = R

M．(V ⊥)⊥ = V だから {−→0 } = R
M⊥．

(7) (5)(6)から Im tA = R
M とKerA = {−→0 }は同値．

ii) 次の『』内についてその下の問に答えよ．『N 個の原資産とM 個の価格変化の組み合わせ Ω
を持つ 1期の市場を考え，−→

S 0 �= −→0 とする．この市場にリスク中立確率 PQがただ一つ存在すると
する．リスク中立確率があることの定義から

−→
S 0 =

∑
ω∈Ω

ψ(ω)−→S 1(ω) を満たす非負値関数 ψがある．

−→
ψ =

⎛
⎜⎝

ψ(ω1)
...

ψ(ωM )

⎞
⎟⎠と置くと，Dの定義と合わせて −→

S 0 = D
−→
ψ．もしここでD

−→
φ = −→0 と −→

φ �= −→0

を満たす
−→
φ があると，D(−→ψ + −→

φ ) = −→
S 0 も成り立ち，

−→
S 0 �= −→0 から −→

ψ と
−→
φ は 1次独立だから，

異なるリスク中立確率が 2つあることになって仮定に反する．よってそのような −→
φ はない．集合

で書けば KerD = {−→0 }．小問 i)から Im tD = R
M．よって任意の

−→
X ∈ R

M に対して
−→
X = tD−→x

を満たす −→x ∈ R
N がある．関数の形で書くと，任意のデリバティブ（関数）X : Ω → Rに対して

X = (−→x ,−→S 1)を満たす（複製）ポートフォリオ−→x ∈ R
N がある．よって市場は完備である．』

問．　下線部について，（背理法の仮定から導かれる）2つ目の（実際には上記文章の後半
で無いことがわかる）リスク中立確率をPQ′とおくとき，ω ∈ Ωに対して，PQ′[ {ω} ]を上
の文中の記号を用いて表せ．ψ(ω)と φ(ω)は必ず用いること．

iii)
−→
S 0 =

⎛
⎜⎝ 1

1

1

⎞
⎟⎠，−→

S 1(ω1) =

⎛
⎜⎝ 1.1

1.2

1.3

⎞
⎟⎠，−→

S 1(ω2) =

⎛
⎜⎝ 1.1

0.95

0.8

⎞
⎟⎠，−→

S 1(ω3) =

⎛
⎜⎝ 1.1

0.86

x

⎞
⎟⎠，で定ま

る 1期市場 (M = N = 3)が無裁定だが非完備なとき，xを求めよ．
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問 1 (40)．　 (a) 0.6, (b) 0.11 s, (c) (−0.16 s, 0.22 s), (d) 0.06 s

【1.1×−→
S 0 = PQ[ {ω1} ]

−→
S 1(ω1) + PQ[ {ω2} ]

−→
S 1(ω2)．オプションの時刻 tでの価値をXtとお

くと，X1 = (S1,2 − 1.19)+ = xBS1,1 + xSS1,2．現在価値はX0 = xBS0,1 + xSS0,2．】

問 2 (30)．　

i) A−→y

ii) A =

⎛
⎜⎝ −1 1.1 1.1

−1 1.35 1

−0.04 0.154 0

⎞
⎟⎠ 　【A = (−−→

S 0
−→
S 1(ω1)

−→
S 1(ω2))．】

iii) PQ[ {ω1} ] =
2

7
　【

−→
S 0 =

1

1.1
(
−→
S 1(ω1)PQ[ {ω1} ] +

−→
S 1(ω2)PQ[ {ω2} ]) 】

問 3 (30)．　

i) KerA = (Im tA)⊥

ii) PQ′[ {ω} ] =
ψ(ω) + φ(ω)∑

ω′∈Ω

(ψ(ω′) + φ(ω′))

iii) x = 0.62 =
31

50
【第 2基本定理から，

非完備⇔確率測度が非一意⇔ KerD �= {−→0 } ⇔ 0 = detD =
11

40
(
31

50
− x)，よって x =

31

50
．

はき出し法で整理すると

(
ψ1

ψ2

)
=

1

5

(
3 2

2 −2

)⎛⎜⎝
10

11
− ψ3

12

5
ψ3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

6

11
+

9

25
ψ3

4

11
− 34

25
ψ3

⎞
⎟⎠．

ρi = PQ[ {ωi} ]とおくと，
3∑

i=1

ψi =
10

11
から

(
ρ1

ρ2

)
=

11

10

(
ψ1

ψ2

)
=

(
0.6 + 0.36ρ3

0.4 − 1.36ρ3

)
．

正値リスク中立確率測度があるから第 1基本定理から無裁定（強）】


