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注意：　解答は答案用紙の表がわに収めること．答だけでよい．

問 1 ．　 cを定数として，A =

⎛
⎜⎝ 1 c −2

c 1 2

−2 2 4

⎞
⎟⎠とおく．

i) 5がAの固有値の 1つであることを意味する，文字変数として cだけを含む，cの方程式を
求めよ．答案は cの方程式だけを書け．

ii) 5がAの固有値の 1つになるような cのとき，Aの 5以外の固有値を求めよ．答案は答だけ
を書け．

iii) 5がAの固有値の 1つになるような cのとき，Aの 5以外の固有値の規格化された固有ベク
トルを求めよ．答案は答だけを書け．

iv) 5が Aの固有値の 1つになるような cのとき，P =
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⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠が実対

称行列Aを対角化する実直交行列になるように，すなわち，A = P D tP を満たす対角行列
Dが存在するように，P の空欄を埋め，また，Dを求めよ．答案は空欄に対応する列ベク
トルとDだけを書け．

問 2 ．　 3次正方行列B =

⎛
⎜⎝ 2 4 6

0 2 4

0 0 2

⎞
⎟⎠について以下の小問に答えよ．

i) Bの固有値と対応する固有空間の次元を求めよ．（異なる固有値が複数ある場合はすべて求
めよ．）答案用紙は答だけを書け．

ii) 前小問の固有空間（複数ある場合はそれぞれの基底をすべて並べたベクトルの組が生成す
る部分空間）の直交補空間の基底を 1組求めよ．答案用紙は答だけを書け．

iii) Eを 3次元単位行列としてC = B−2Eとおくとき，Cが定義する線形写像 fCの核Ker fC =

{−→x ∈ R
3 | C−→x =

−→
0 }の基底を 1組求めよ．答案用紙は答だけを書け．

問 3 ．　 2列の行列について以下の小問に答えよ．

i) −→a1 =

⎛
⎜⎝ 3

2

1

⎞
⎟⎠および−→a2 =

⎛
⎜⎝ −6

−4

−2

⎞
⎟⎠とおき，これらの列ベクトルを横に並べてできる 3 × 2

行列を S = (−→a1
−→a2) =

⎛
⎜⎝ 3 −6

2 −4

1 −2

⎞
⎟⎠とおく．

(a) Sを行標準変形で変形して階段行列を求めよ．答案用紙は階段行列だけを書け．



(b) Sの転置行列 tSが定義する線形写像 ftSの像 Im ftS = {tS−→x | −→x ∈ R
3}の基底を 1組求

めよ．答案用紙は答だけを書け．
(c) p−→a1 + q−→a2 = 0かつ (p, q) �= (0, 0)を満たす既約な整数の組 (p, q)を求めよ．答案用紙は答
だけを書け．

ii)
−→
b1 と

−→
b2 を 5成分の列ベクトルとする．これらの列ベクトルを最初の小問のように横に並べ

てできる 5 × 2行列を T = (
−→
b1

−→
b2 )とおく．

T の転置行列 tT が定義する線形写像 ftT の像 Im ftT = {tT−→x | −→x ∈ R
5}の要素にならない

2次元ベクトル（−→y �∈ Im ftT である−→y ∈ R
2）が存在する T を考える．

(a) −→y �∈ Im ftT である−→y ∈ R
2が存在するとき，

−→
b1 ,

−→
b2 は 1次従属である．次の文がこの理

由の説明になるように空欄を埋める（f(x) = 3のように，文字式がある数値に等しいと
いう形の）等式を答えよ．答案用紙は答だけを書け．
「もし

−→
b1 ,

−→
b2 が 1次独立ならば並べて得られる行列 T の rankは春学期の終わりと秋学

期の始めに既習の値になる．このことと rank tT = rank T によって となるか
ら，任意の−→y ∈ R

2に対して，−→x の連立 1次方程式 tT−→x = −→y の係数行列 tT と拡大係数
行列 (tT y)について rank tT � rank(tT y)であることと，行列の rankは行数を超えない
こととを合わせると rank tT = rank(tT y)となり，春学期の連立 1次方程式が解を持つ必
要十分条件によって，tT−→x = −→y は解−→x を持つ．よって−→y �∈ Im ftT となることはなく，
小問の前提に矛盾する．背理法により主張が証明された．」

(b)次元 dim Im ftT のとりうる値（最初に記した条件の下で T をいろいろ変えたときに得ら
れるいろいろな次元の値）すべてを，それぞれ対応する T の例と組にして列挙せよ．答
案用紙は答だけを

「（次元 9，T =

⎛
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⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠）および（次元 10，…」などのように書け．

服部哲弥　線形代数続論　問題用紙　２ページ目



線形代数続論　期末試験　略解 2015/01/27 服部哲弥

問 1 (40=10*4)．　

i) c2 − 8c + 16 = 0　（(c − 4)2 = 0,

∣∣∣∣∣∣∣
4 −c 2

−c 4 −2

2 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, 等も可）

【ϕ(5) = 0; ϕ(t) = |tE − A| = (t − 1)2(t − 4) + 8c − 8(t − 1) − c2(t − 4) = 0】
ii) −4 　【c = 4，ϕ(t) = t3 − 6t2 − 15t + 100 = (t − 5)2(t + 4)】
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問 2 (30=10*3)．　

i) 固有値 2，固有空間の次元 1 　　【 B−→u = 2−→u ⇔ −→u ∝

⎛
⎜⎝ 1

0

0

⎞
⎟⎠】

ii)

⎛
⎜⎝ 0

1

0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝ 0

0

1

⎞
⎟⎠など（第 1成分が 0のベクトル 2個であって 1次独立な組，

⎛
⎜⎝ 0

1

1

⎞
⎟⎠単独は

不可なことに注意）

iii)

⎛
⎜⎝ a

0

0

⎞
⎟⎠（ただし aは 0以外）の形のベクトル 1個の組

問 3 (30=15*2)．　

i) (a)

⎛
⎜⎝ 1 −2

0 0
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⎞
⎟⎠ (b)

(
a
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)
（ただし aは 0以外）の形のベクトル 1個の組 (c) (2, 1)

または (−2,−1)

ii) (a) rank tT = 2 　　 (b)（次元 0，T = O（零行列））および（次元 1，T =
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者は，零行列でなくて 2つの列が 1次従属なベクトルであれば可．）


