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Amazon.co.jp などのオンライン小売り業のランキングの時間発展を記述する単純な多粒子系
の確率モデルを提案する．このモデルの無限粒子極限（流体力学極限のように経験分布が分布値
確率過程として決定論的な分布の時間発展に弱収束すること）は存在し，このモデルに基づく理
論的予想は現実の webのデータと合うことを見つけた．結果として得られた経済学的なパラメー
タ（販売頻度をパレート分布で当てはめたときの指数）の値は，これまで分析されてきたよりも
オンラインの小売業のインパクトが小さいことを意味している．いわゆる long tail経済のありか
たに整合する数理的分析手法として理論と実際両面の価値があると考える．

１．Stochastic ranking process．　Stochastic ranking process {X(N)
i (t) | t � 0, i = 1, · · · , N}

は，X
(N)
i (t)が粒子 iの時刻 tにおける順位（ランキング）を表すN 粒子系の確率過程で，以下

で定義する．各粒子 iに対して自然数 x
(N)
i,0 （粒子 iの初期順位X

(N)
i (0) = x

(N)
i,0 ）と正数w

(N)
i > 0

（jump率）が与えられている．各 iに対して増加確率変数列 τ
(N)
i,j , j = 1, 2, · · ·,は jump時刻の列で，

この時刻に粒子 iは 1位 (X(N)
i (τi,j) = 1)になり，追い越された粒子 i′の順位X

(N)
i′ は順に繰り下が

る：X
(N)
i′ (τi,j − 0) < X

(N)
i (τi,j − 0) なる i′に対して X

(N)
i′ (τi,j) = X

(N)
i′ (τi,j − 0) + 1 . Jump時刻

の列は粒子間で独立で各粒子ごとに独立増分で増分は指数分布P[ τ
(N)
i,j+1− τ

(N)
i,j � t ] = 1− e−w

(N)
i t

に従うとする．
x

(N)
C (t) = 1 + �{i | τ

(N)
i,1 � t} の tail側 (X(N)

i (t) � x
(N)
C (t))の粒子は時刻 tまでに jump未経

験，head側の粒子は jump済み，であることに注意．主定理の極限の形も証明も両側で異なる．
N が大きいときの振る舞いに興味がある．まず，P[ τ

(N)
i,1 � t ] = 1 − e−w

(N)
i t から大数の弱法

則によって次を得る．

命題．Jump率の分布 λ(N) =
1
N

N∑

i=1

δ
w

(N)
i

（δaは aに集中した単位分布）がN → ∞で分布 λに

弱収束するならばスケールした軌道 y
(N)
C (t) =

1
N

x
(N)
C (t)は yC(t) = 1 −

∫ ∞

0
e−wtλ(dw) に確率収

束する． �

この軌道 yC(t)は実際のwebのランキングの時間変化と良く合う（後述）．

２．無限粒子スケール極限．　直感的には，ランキングの上位には jump率の大きい粒子が多く，
下位は jumpしにくい粒子が多いと考えられるが，流体力学極限のように経験分布の極限（従属確
率変数の和の大数の法則）としてこの直感を厳密かつ精密に記述できる．以下を仮定する：
(1)各 y ∈ [0, 1)に対して jump率の空間上の分布μy,0が存在して，N → ∞で，スケールした初期ラ
ンキング y

(N)
i,0 =

1
N

(x(N)
i,0 −1)の分布 μ

(N)
y,0 (dw dy) =

1
N

∑

i

δ
w

(N)
i

(dw)⊗ δ
y
(N)
i,0

(dy) は，μy,0(dw) dy

に確率収束する．(2) inf
y∈[0,1)

μy,0([0,M ]) > 0なるM がとれる．(3) λ({0}) = 0．

仮定 (3)から直ちに yCが狭義増加となるので逆関数 t0 : [0, 1) → [0,∞) が存在する．yC(t)の

定義を拡張して yC(y, t) = 1−
∫ 1

y

∫ ∞

0
e−wtμz,0(dw) dz とおく．仮定 (2)の下で yC(y, t)は yにつ

いて狭義増加となるので逆関数 ŷ(·, t) : [yC(t), 1) → [0, 1)が存在する．各 (y, t) ∈ [0, 1) × [0,∞)
に対して jump率の空間上の分布 μy,tを以下で定義する：

μy,t(dw) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

we−wt0(y)λ(dw)∫ ∞

0
we−wt0(y)λ(dw)

, y < yC(t),

e−wtμŷ(y,t),0(dw)∫ ∞

0
e−wtμŷ(y,t),0(dw)

, y > yC(t).



主定理．(1)(2)(3)を仮定すると，スケールしたランキング Y
(N)
i (t) =

1
N

(X(N)
i (t) − 1) の位置と

jump率の直積空間上の経験分布（分布値確率変数）

μ
(N)
y,t (dw dy) =

1
N

∑

i

δ
w

(N)
i

(dw) ⊗ δ
Y

(N)
i (t)

(dy)

はN → ∞で μy,t(dw) dyに確率収束する． �

μy,t(dw)は次の非線形偏微分方程式系の解である：
∂ μy,t(dw)

∂t
+

∂ (v(y, t)μy,t(dw))
∂y

= −wμy,t(dw),
∂ v

∂y
(y, t) = −

∫
w μy,t(dw).

３．Online ranking 分析への応用．　Stochastic ranking process はAmazon.co.jp の本のラン
キングの時間変化の数学モデルと見ることができる．モデルとするには jump率の分布 λを決める
必要があるが，社会学や経済学ではPareto分布 (log–linear分布)が用いられることが多いようで
ある．たとえば i番目に高所得の人の所得はwi = a (N/i)1/b で与えられるとする分布のモデルであ
る．これを用いると t = 0で 1位の粒子（本）の時刻 tの順位はxC(t) � N (1−b(at)bΓ(−b, at))+1

となる．Γ(z, p) =
∫ ∞

p
e−wwz−1 dwは不完全ガンマ関数．
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図の点はAmazon.co.jpのランキングの実測データ，曲線は xC(t)を当てはめたものである（横軸
は時間，縦軸は順位）．パラメータN, a, bと初期時刻の 4個を 77個のデータに対して最小２乗法
で当てはめた．特に指数 b � 0.6を得た．既存の online retail分析では古典的な観測手法で得られ
た b > 1が用いられているが，これは ‘long-tail’側を過大評価している可能性がある．我々の方法
において経済学的に重要な指数 bをデータから得る背景には，ランキング上の 1粒子の軌道によっ
て tail側の多数の粒子（売れ行きの小さい多数の商品）の総和の動向が正確に記述できるという
数学的裏付け（大数の法則）がある．
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